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ERRORI 


CORREZIONI 


1        ultima    f(x)  F(.c) 

3,  La  dimostrazione  ^iel  teorema  n,  3  va  motlìiicrtta  nel  modo  seguente j 
Poicbò  f{:r)  è  continua  in  {(ifà),  ilato  a,  esisteranno  intlniti  intorni 
t^j«>,    alla    destra  dì    n,    per    tutti    i    punti  x   del    qnaU    sarà 

I  A'^0— /"('O  i  <"7~  '  ^^*^  '^^  ^^  lìmite  superiore  dei  valori  a\  coskhè  sìa 

l/'(j>-)^/'(a)K  —  per  tutti  i  punti  ,t*  delT  intorno  («j^i),  escluso 
al  più  H  punto  ^r^.  Indicando  con  {ii^,tì^)  lì  limite  superiore  degli 
intornì    alla    destt'a    di    «,    noi    quali    è  \  f(,v)—f{R^)\<i  — fS^LVà 

I  f(^ìj]  —  f(ffi)\  <i-r  P^i*  t^'*'^^  S  punti  jt  dell' intorno  [ni,  «g),  escluso  al 

più  il  punto  a,.  E  cosi  di  seguito,  otterremo  una  successione  comple- 
tamente determinata  di  numeri  crescenti  a ^a^^a^^a.^f,*^  Sìa  e  ti 
loro  limite  superiore.  Per  la  continuità  di  f{x)^  esiste  un  intorno 
(e  — a, e),   alla  sinistra  di   e,    |ier  tutti   i    punti   a^  del  quale  è 

|/"(j?)  — /'(c}l<;  — ,  ed  in  questo  intorno  cadranno  tutti  i  punti  Oi  , 

rt(+it'^*-Ki"-  ^  cominciare  da  at  ,  i  essendo  numera  finito;  avremo 

quindi  l/(ffi)— A^J  <-r,  ^d  in  conseguenza   per  tutti   i  punti  <r 

o 

deir intervallo  (n*^c)  sarà  l/'(dr)  — /X^é) I <  — <  Quindi   è  ai^i^a. 

D'altra  parte  dev'essere  €=£»,  perchò  se  fosse  c<^h,  i  immeri 
'*i+i,flrff3f .  superei*cbbcm  il  loro  limite  superiore  e.  Dunque,  dat^ 
Oj  [tossiamo  dividere  l'in  ter  vai  lo  (a^b)  in  un  numero  finito  di  in- 
tervalli parziali  (aj,/fa^.i),  ÌJi  o^rnì  puuto -j:?  dei  quali,  escluso  al 

pili  l^esti-emo  superiore  ffi+i,  è  \f(-f^']—fUtt}\<-j^ 

Sia  i  l'ampiezza  del  più  piccolo  di  questi  intervalli.  Siano  a;\x'* 
due  punti  ^jualunque  di  in,h}  tali  ciie  \x^oo'*\<^t  0  essi  appar- 
tengono ad  un  intervallo  ((Ja-u^^*)  ed  allora  ò  (/(vt;')—/*(<5i_()l<—- 
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\f(a^")''f(as-ù\<Y  ®  quindi  ancora  IA-:p')-/"(^")I<-|-<o;  op- 

pure  non  potranno  appartenere  che  a  due  intervalli  consecutivi, 
poniamo  -t  ad  (a,-i,rts  )  ed  y  ad  (as  ,«4+1),  ed   allora  abbiamo 

lA^')— A^s-i)|<-~,  (/'(•<'•" HA^sjK^.  Prendiamo  un  punto  a' 
in  («s-i,flf«)  tale  che  sia  i/*(«')— /(<7s)|<  — ;    abbiamo    inoltre 

\f{a')''fia$~~i)\<C'T"  ^^^i®  quattro  precedenti  disuguaglianze  rica- 
viamo \f{'^')-f(ool\<a. 
15    26,28  2^j  5^ 

a  o 

1^         1     2(6 -rt)  3(6 -fl) 

17  28    con  un 

18  20    punto  e.  punto  del  gruppo 

22  5    >  > 

23  6  (W2=l,2,...)  (772  =  2,3,...) 
26        3    <  > 

49       5    are  tg  -^  ,  ar  are  tg  — 

57  20  Bg  Bi 

80  12  {cc^-a)*'  (a?  — a)»»-» 

>  14  a?— a  (^  — a)»» 

84  16  c<0  c>0 

85  11  (a7-f-&)  (ca7  +  6) 

92  ultima    -/-j^j^3-^  9./^^ 

3  i  K        /^  110.11 

93  2,3,4,5    /a^'(l+6a^"r^rf^-  /*~'(l  +  **')~'^'^=9yiF^ 

ir  2ic 

—  «OS  -g-  log  (y«  —  2y  cos  -5-  +  U 

2ir  IT 
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ztìro  0  negativi 
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,  dove  S  iiKÌÌca  la  somma  dei  pre- 
cedenti  termini   negativi,  ed   in 
congegnenza 
Alla  dimostrazione  data  nel  n,  tì7  a  pag.  279* si  aggiungano  lo 
seguenti  considerazioni; 

Per  ff{Xfy)dx  intendiamo   mia   (jualunque  delie  infinite   fun- 

zioni  che  per  ogni  valore  dì  i/  tra  ot  e  J3  hanno  un  valore  com- 
preso tra  V.v)  e  A(!/);  le  quali,  come  si  ò  detto,  filmenn  per  nn 
punto  y  in  ogni  tuatto  ^r  coincidono  con  Hi/}=àiu)\  dtmodoehi^ 
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chiamaudo  genericamente  x(y)  ""&  qualunque  di  queste  funzioni, 
che  hanno  tutte  lo  stesso  integrale  tra  a  e  j3,  si  può  porre  ff{x^y)dO 

fi  /S 

=  Syi{y)dy-SdySfi'V,y)dx. 
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l  Ugralì  lÉMi. 


Oalcolo  Integrale,    —   OondlzEonl  di  Integrabilità  di   una 
funzione  In  an  dato  Intervallo. 


I.  //  calcolo  integrale  è  un  metodo  per  trovare,  da  una 
data  relazione  tra  i  differenziali  (a  le  derivate)  di  date 
quantità,  la  relazione  fra  le  quaniiià  sfesse;  e  l^ operazione^ 
colla  quale  ciò  viene  effettuato,  suole  chiamarsi  integra- 
zione (Eulero). 

Il  primo  problema  che  si  presenta  nel  calcolo  integrale,  e 
che  ora  ci  proponiamo  dì  risolvere,  è  il  seguente:  Dato  dy^f{x)dx 
trovare  y^  ossìa,  più  esattamente;  Data  una  funzione  f(x)  mhi- 
vaienfe  finita  in  un  inte7^allG  {d.  ,h),  determinare  una  fun- 
zione ^(x)  tale  ohe  in  tuffi  i  punti  deir  intervallo  sia 
-/(x)='f(x}  ■). 

Il  quale  problema  è  T  inverso  di  quello  che  risolve  il  cal- 
colo dififereoziale  determinando  la  derivata  di  una  funzione  data 
in  un  intervallo. 

La  funzione  (f(x)  chiamasi  funzione  primitiva  o  integrate 
della  f[x)  nell'intervallo  (a,  6),  Cosi  ad  es;  la  funzione  cosx 
è  r integrale  della  funzione  —senx  per  tutti  i  valori  finiti  di  m. 

Si  scorge  subito  che,  se  esiste  una  primitiva^  ne  esiste  un 
numero  infinito,  perchè  se  tale  è  c(^),  lo  è  ancora  la  9(£r)-f  C^ 
dove  C  indica  una  costante  qualunque.  La  funzione  f{(r)=^{jc)^G 


^)  Ricoivliamtì  ciieper  derivata  nel Testremo  superiore  (inferiore)  del- 
l' intervallo  intendiamo  la  derivata  a  sinistra  (a  destra)* 
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chiamasi  ancora  integrale  generale,  e  integrali  particolari 
chiamansi  quelli  che  da  esso  si  ottengono  attribuendo  alla  co- 
stante particolari  valori* 

2*  Per  tracciare  la  via,  che  conduca  alla  primitiva  di  una 
data  funzione  f{x\  piova  esaminare  prima  ciò  che  avviene  se  si 
suppone  esista  questa  primitiva  ^ (a;), cioè  se  ^\x)-f{x)  per  tutti 
i  punti  X  deir  intervallo,  e  se  inoltre  la  f{x)  è  continua  in  tutto 
l'intervallo  (a,i),  dove  supponiamo  ora  e  nel  seguito  a<&. 

Sia  X  un  punto  qualunque  di  es.so.  Dividiamo  l' intervallo 
{a^w)  in  intervalli  parziali,  le  cui  ampiezze  indichiamo  con 
kx^h^,.Jij^,  mediante  i  punti  corrispondenti  ai  numeri  ^0  =  a, 
a?, ,  a?i  * .  a^n~ì  *  ^n  ^^^*  cosichè  sta 

Abbiamo  allora 
dove  0<i/r  <lr  e  quindi,  per  r^  1  ,2.,  n  —  1, 


le  quali,  sommate,  danno 
(l)  f (a?) -  'iia)  =r  T  ^,  f{x,_,  +  5.  A.), 

formola  che  ha  luogo  qualunque  sia,  e  comunque  grande,  il 
numero  n  degli  intervalli  parziali  nei  quali  abbiamo  diviso 
r  intervallo  (a»^)»  ®  comunque  piccole  siano  le  loro  ampiezze  A,. 

Sia  Sr=:  1  A^y^i  dove  y^  indica  un  valore  qualunque  com- 

preso  tra  il  massimo  e  il  minimo  (questi  inclusi)  dei  valori  che 


3 
la  f(p)  assume  nell'intervallo  h^  ').  Noi  diciamo  che,  col  dimi- 
nuire indefinitamente  di  tutte  le  h^^  S  ha  un  limite  L,  quando, 
ad  ogni  numero  arbitrariamente  piccolo  e  positivo  a  corri- 
sponde un  numero  positivo  à  tale  che,  per  qualunque  di- 
visione dell'intervallo,  per  la  quale  siano  tutte  le  hs<ià,  e 
qualunque  sia  la  scelta  delle  quantità  y^,  è  |S  —  L|<c7,  e  scri- 
viamo lim  Sz=L. 

La  stessa  definizione,  sopprimendo  le  parole  «e  qualunque 
sia  la  scelta  delle  quantità  ^5»,  poniamo  relativamente  alla 
quantità  2A,/'(a*^i  +  5,A,) ,  e  la  formola  (1)  ci  dice  quindi  che 

lim  2  ^/(x^i-f  5,A,)=Gp(x)  — f(a),  e  perciò 


fi  *=»  \ 

^{lim  £A,Ax,..-f9A)}  =  ?'(^)=A^) 

per  tutti  i  punti  x  dell'intervallo  (a, 6). 
Vogliamo  ora  dimostrare  che 

(2)  limj  ZA4/,-  2A,  Aa?,-i-h  5A)|  =  0, 
cioè 

(3)  lim  1  A,y,=  lim  1  Kf{x^y  +  5A)  =  ?(^)  — •!>(«). 

3.  A  questo  scopo  premettiamo  il  seguente  teorema: 
tSe  f(x)  è  funzione  continua  nell'intervallo  (a,b),   dato 
a,  esiste  un  corrispondente  numero  à  positivo  tale  che  è 

|f(x')-f(x'')|<c7, 

essendo  x' ,  x"  due  punti  qualunque  dell'  intervallo  pei  quali 
sia  |x'~-x"|<(J. 

Infatti,  poiché  la  f{x)  è  continua  in  (a,é),  dato  a,  potremo 
determinare  h^  in  guisa  che  pei  punti  x  dell'  intervallo  {a ,  ai), 

dove  ai  =  a  + Al,  sia  |A^)— /(ajK-g- ;  poi  ht  in  guisa  che 


*)  Per  brevità  scriviamo  intervallo  ht  in  luogo  di  intervallo  (07,-1  ,a7«). 
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pei    punti   X   dell'  intervallo    (ai  ,  aj,    dove    a,  ^  ai  +  A, ,    sia 

lA^) — A^)K"q"*  ^  ^^®'*  proseguendo  otterremo  una  serie 
o 

a,  fli  » o, ,  % , . * ,  di  quantità  crescenti,  le  quali,  dico»  cresceranno 
in  modo  da  raggiungere  l'estremo  ò  dell'intervallo  (a. è).  Io- 
vero,  se  ciò  non  fosse,  esse,  mantenendosi  sempre  minori  di  6  e 
crescenti,  avrebbero  un  limitft  c<b.  Essendo  la  /'(a?)  continua 
in  e,  esiste  un  intorno  (e — x^c)  dì  e  per  tutti  Ì  punti  x  del 

quale  è  \fioc)~f(c)\<^  -p,  ed  in  questo  intorno  cadranno  tutti 
i  punti  ai^ai^^ ,..,  a  partire  da  un  certo  punto  a^ ,  dove  i  è  fluito. 
Avremo  quindi  lA^i)— /(<?)! <-^t  e  se  x  indica  un  punto  qua- 
lunque dell'intervallo  (a^^c),  che  appartiene  a  (e — ix  ,  e),  è 
\f{x)—f{€)\<^  e  quindi  ancora  |/"(i?)^/*(a^)|< -1^,  Quin- 

di  potremo  prendere  Oi^yZ^c^  cosichè,  il  valore  e  pud  es- 
sere raggiunto  e  poi  superato  dalla  serie  di  quantità  a.Ui.af..., 
le  quali  perciò  raggiungeranno  il  valore  b.  Dunque,  dato  o, 
passiamo  dividere  l'intervallo  {a,b)  in  un  numero  flnifo  di 
intervalli  parziali,  mediante  ì  punti  aj,a,,...  in  modo  che,  in 

ciascun  intervallo  (a^, «,+,), sìa  \f{x]  —  f(aj)\<c^-—_ 

ó 

Sia  J  l'ampiezza  del  più  piccola  di  questi  intervalli* 
Sian')  x\x"  due  punti  qualunque  di  (a,  J)  tali  chela;'—  x*'\<d. 
0  essi   appartengono  ad    un    intervallo  {a^i,a^\  ed   allora  è 

lA^')  — /T[«*-])l  <^r  l/(^"}— A^,-i)l<-^i  e  quindi    ancora 

lA^VA'^'Jl  <-rr  <  ^;  oppure  non  potranno  appartenere  che  a 
due  intervalli  consecutivi,  poniamo  .t' ad  {a,_„o,)  ed  a?"  AÌ{a„a^), 
ed  allora  essendo  |/'(a;')-/'(a^,)|<-|-,  |/-(a;^,)-/T(a.)|<^. 

|Aa.)-A-c")l  <  -f .  è  ancora  \n^'}-nx")\<<i. 

4>  RitorDando  ora  alla  nostra  principale  ricerca,  dato  v,  fls- 
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siamo  S  in  modo  che,  nei  punti  x\a;'' fe\  quali  è  |x'  —  x"|<3, 
e  quindi  anche  nei  punti  a?\x"  di  qualunque  degli  intervalli 
parziali  di  ampiezza  minore  di  J,  nei  quali  si   pos^a  scomporre 

rinteryallo  {a,x},  sia  \f{x'}—f(w")\< 


fi 


x.—  a 
Ayremo  allora 

cioè  hanno  luogo  le  formole  (2),  (3)  del  n,  2. 

Noi  vediamo  adunque  come,  se  la  f(x)  è  funzione  continua 
neir intervallo  (a,b)  ed  ammette  in  esso  una  funzione  primi- 
tiva f^{x),  allora,  formala  per  la  funzione  f{x)  la  somma  ^A,^a 
dei  prodotti  delle  ampiezze  h^  degli  intervalli^  nei  quali  si  di- 
vide rinteryallo  {a,x},  per  uno  qualunque  dei  valori  y,  che 
la  f{x)  assume  nelP  intervallo  ht^  cioè  per  uno  qualunque  dei 
valori  compresi  tra  il  massimo  e  il  mìnimo  (questi  inclusi)  dei 
valori  che  essa  assume  neir intervallo  hg,  questa  somma  lia 
limite  determinato,  quando  tutte  le  h  diminuiscano  indefinita- 
mente, e  questo  limite  è  una  funzione  di  x  per  la  quale  è 

5,  Data  ora  una  funzione  finita  f(.v)  nelT intervallo  (a,J), 
è  naturale  di  formare  per  essa  una  somma  analoga  alla  pre- 
cedente, e  vedere  ae  e  quando  essa  gode  delle  stesse  proprietà. 

Dividasi,  adunque,  T  intervallo  (a  ,  x)  in  parti  h^  ed  indi- 
chi ora  f/t  ^^  valore  qualunque  compreso  tra  il  limite  in- 
feriore ed  il  limite  superiore  (questi  limiti  inclusi)  dei  valori 
che  la  f(x)  prende   nell'intervallo   A,,   e  si  formi   la  somma 

Essendo,  qualunque  siano  le  A,,  (a:  —  a)m<S<(w^  a)M, 
dove  m  ed  M  indicano  il  limite  inferiore  e  superiore  di  f(x) 
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in  {a, OS),  si  scorge  che  se  esiste  il  limite  di  S,  quando  tatte 
le  ha  decrescono,  questo  limite  è  finito. 

Ora,  ammesso  che  questo  limite  esista  per  tutti  i  valori  di 
a  dell'intervallo  (a, d), esso  è  una  funzione  di  x  che  chiame- 
remo 9(x);  dico  che  9(a;)=limS  è  funzione  continua  di  x  in 
tutto  l'intervallo  e  che  nei  punti  ce,  ove  f{x)  è  continua,  la 
(f(a?)  ammette  derivata  ed  è  (jf'{x)=f{x). 

Infatti  abbiamo 

^{x  4-  A)  —  (f{x)  =  lim  2A,y„ 

la  somma  del  secondo  membro  essendo  estesa  ai  termini  hs!/, 
che  corrispondono  agli  intervalli  hg  nei  quali  è  diviso  l' inter- 
vallo (x,x-hh).  Ma  poiché  è  lh<lhgyg<Lh,  qualunque  siano 
gli  intervalli  hg^  essendo  /,L  il  limite  inferiore  e  superiore 
di  f(x)  nell'intervallo  (a?,a?-f  A),  e  quindi  ancora 

Ih  <  lim  Ihg  ys<hh,      lim  Ih^y^zzilh 

dove  /<^X<L,  si  ha 

(1)  (f(a?-f  A)-9(a:)=XA,• 
ed  analogamente  la  formola 

z[x  —  h)— (f  (ir)  =  —  \<^(x)  —  9(a?  —  A)}  zi: — lim  ZA,  y, . 

dove  la  somma  è  estesa  agli  intervalli  h^  nei  quali  è  diviso 
l'intervallo  (a?  — A,ar),  ci  dà 

(2)  (^{x  —  A)  —  9(0?)  =  —  X,A 

essendo  /i<Xi<L,,  dove  /,  e  L,  sono  i  limiti  inferiore  e 
superiore  di  f{x)  nell'intervallo  {x  —  h  ,  x).  Cosichè  si  ha 
|f(a:-f  A)— 9(x)|<MiA,  \(^{x  —  A)— 9(ar)|<MiA  dove  Mi  è  il  limite 
superiore  dei  valori  assoluti  di  /*(-r)  in  (a. è),  e  quindi  la  (f{x)  è 
continua  nel  punto  qualiuique  x  dell'intervallo  (a^b). 

Supponiamo  ora  /"(ar)  continua  alla  destra  del  punto  x,  co- 
sichè, per  A  positivo,  sia  lim  f{x-\-h)=^f{x), 

7i=0 
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Dato  a,  potremo  determinare  h  in  modo  che  per  K<h 

sia  \f{x^h)^f{x)\<  ^,  e  quindi  anche  \f{x^h!)^f{X'\-fì')\<  ^ 

per  A'<A,  h"<h. 

La  oscillazione  di  una  funzione  iu  un  intervallo,  ossia  la 
differenza  tra  il  limite  superiore  ed  il  limite  inferiore  dei  va- 
lori della  funzione  nell'intervallo,  stesso,  è  sempre  maggiore 
o  uguale  al  valore  assoluto  della  differenza  tra  due  valori  qua- 
lunque della  funzione  neir  intervallo  o,  più  generalmente,  tra 
due  numeri  qualunque  compresi  tra  il  limite  superiore  e  l' infe- 
riore; cosichè  avremo,  nell'intervallo  (a?,a?-f  A), 

|/-(a:-fA')— X|<D, 

dove  D  =  L  — /  e  h!<h. 

D'altra  parte  vi  sono  sempre  due  punti  ir  +  A|,  a?  +  A,  del- 
l'intervallo (a?,a?-f  A)  nei  quali 

AaJ4-A|)>L— a,     f[x-^h;)<l+d, 

e  quindi  /*(a*-f  A,)  — /*(a;-fAj)>D  —  25,  essendo  d  un   numero 
prefissato  positivo  arbitrariamente  piccolo;  ma 

f{x-¥h,)  —  f(x  +  h,)<^, 
quindi  D<7t — ^25  ©  perciò  ancora  *)  D<-^. 

27 

In  conseguenza  per  A'<A  è  lA^f  A')  — À|< -^,  ed  essen- 
do ancora  l^a?-!- A')- /•(x)|<-^.   è   \f{x)  —  \\<^   cioè 


1)  Se  è  A<B  +  5,  dove  l  è  piccolo  a  piacere,  deve  essere  A  <B;  perchè 
se  potesse  essere  A>B,  prendendo  i < A  —  B,  sarebbe  ancora  A>B-|-e, 
il  che  non  può  essere. 


s 

lim  lz=.f{x),   e  la  formola  (1)  ci  dà 


A=0 


lim  l^f±^ZÌ^=/-(a.). 

In  modo  analogo  si  vedrebbe  che,  supposta  la  continuità 
della  f\x)  nel  punto  x  a  sinistra,  sarebbe,  dalla  (2), 

lim  iiin^Zlii^  =/•(«.). 

^=0  — ri 

Cosichè  se  nel  punto  x  la  f{w)  è  continua  alla  destra  o 
alla  sinistra,  la  ^(x*)  ammette  derivata  a  destra  o  a  sinistra  e 
questa  derivata  è  f{x)\  e  perciò  se  la  f(x)  è  continua  nel  punto 
X,  la  9(x)  ammette  ivi  derivata,  e  questa  è  uguale  a /*(a;),  cioè 
si  ha^  nel  punto  x,  (^'(x)  =  f{x). 

La  funzione  <^{x)  è  quindi  il  richiesto  integrale  o  primitiva 
della  f{x)  nell'intervallo  (a,J),  quando  la  f{x)  è  continua  in 
tutto  l'intervallo. 

11  limite  della  somma  ^  =  lhsyg.  estesa  agli  intervalli  h^  nei 
quali  si  divide  l'intervallo  (a,ft)  si  chiama  l* integrale  definito 
della  f{x)   neir  intervallo   (a  ,  &)  e  si   indica  colla  notazione 

b 

fnx)dx 

a 

che  si  legge  integrale  definito  (o  semplicemente  integrale)  da 
a  Si  b  di  f{x)  dx\  a  eb  sono  i  limiti  dell'integrale,  {a,b)  V  in- 
tervallo di  integrazione.  Quando  per  la  f(x)  esiste  il  limite 
di  S,  air  impiccolire  indefinitamente  di  tutte  le  A,,  la  f{x)  si 
dice  atta  alla  integrazione  definita  o,  semplicemente,  alla  in- 
tegrazione, 0  che  è  m/e^'y^aWfe  nell'intervallo  (a,J). 

La  notazione  precedente  ha  avuto  origine  nel  seguente 
modo.  Se  esiste  il  limite  di  S,  potremo  supporre  tutte  le  h^ 
uguali  tra  loro  ed  uguali  a  Ar,  e  potremo  prendere  y,=/*(.'r^i), 

b 

cosichè  allora  è  '^z=zlf(x^^l)^x,  e  l'integrale  Jf{x)dx  è  il  li 


é 

mite  della  somma  degli  elementi  f{x)àw  ossia  f{x)dw  cor- 
rispondenti ai  valori  a  ,  a:, ,  x,...,Xrt_i  di  x-^  il  segno  f  è 
1*  iniziale  della  parola  somma. 

È  quasi  superfluo   notare  che  il  valore  dell'  iatagrale   de- 

b 

tniio  j/(x]dx  dipende  dalla  natura  della  funzione /(x)  e  dai 

limiti  a,i,  non  dalla  variabile  x,  che  comparisce  come  una 
variabile  corrente  di  integrazione,  cosichè  è 

ff{x)d^=ffiy)dy  ^/nz)dz=.. , 

a  a  m 

E    quando   l'int<?rvallo   di   integrazione  sia   (a.z)  si   suole 

scrivere  ff(x)dx,  (anziché  jf(p)di/   o   simile),  indicando  colla 

Stessa  lettera  tanto  il  limite  dell'integrale,  quanto  la  variabile 
corrente  di  integrazione. 

6.  H  problema  che  avevamo  in  vista  di  risolvere  nel  n*  3. 
e  che  è  risoluto  per  le  funzioni  continue  in  (a,ft),  quando  per 
ogni  punto  a:  di  (a, è)  esista  (il  che  per  esse  avviene,  come  ora 
vedremo)  il  limite  della  somma  S  relativa  all' intervallo  (a,  a;),  ci 
ha  condotto  allo  studio  delle  somme  S,  ed  al  concetto  di  integrale 
definito-  Vediamo  ora  quale  sia  la  condizione  necessaria  e  suffi- 
ciente affinchè  per  la  funzione  finita /(iP)  nelT intervallo  (a, Ì), 
esista  il  limite,  preso  come  è  stato  detto,  della  somma  S,  re- 
lativa  all'intervallo  (a, A),  cioò  affinchè  la  f{x)  sia  atta  alla 
integrazione  nell'intervallo  (a,b). 

Indichiamo  con  m,M  il  limite  inferiore  e  superiore  di  f{x} 
in  (a, 6),  con  Is^K  i  limiti  inferiore  e  superiore  di  f(x]  in 
un  intervallo  h^  appartenente  ad  (a,i),  con  i/\L/  gli  stessi 
elementi  relativi  ;:d  un  intervallo  h/,  ecc. 

Eseguiamo  una  divisione  qualunque  di  (a,i)  in  intervalli 
hs  e  consideriamo  le  somme 

i  1 


lo 

che  sono  il  massimo  ed  il  minimo  dei  valori  di  S  relativi  a 
que&ta  divisione.  Variando  la  divisione  di  (a,b)  in  intervalli 
parziali,  variano  L  ed  /,  ma  in  modo  che  qualunque  L  è  mag- 
giore di  qualunque  L 

Invero,  consideriamo  un'altra  divisione  qualunque  di  {a,b) 
in  n'  intervalli  h/  e  paragoniamo  tra  loro  le  quantità 

i  I 

Indichiamo  con  ii  jAr^, ., .  A,^  gli  intervalli  .nei  quali  è  di* 
viso  (a,i)  dalle  due  precedenti  divisioni,  considerate  come  for- 
manti una  unica  divisione  dell'intervallo  (a, i).  Ogni  intervallo 
ka  sarà  contenuto  in  un  certo  intervallo  hg  della  prima  ed  iii 
un  certo  intervallo  k'j  della  seconda  divisione,  cosichè  potre- 
mo scrivere 

ct=m  tt=in  a—m 

(1=1  ùL^i  a=l 

Ma  se  La,  l^  indicano  i  lìmiti  superiore  ed  inferiore  di 
f{m)  in  ha, ,  osservando  che  ha,  appartiene  a  h^  e  h\^ ,  è  Ljg  >  L^ , 
U>  l'y  i  e,  poiché  L^  >  /«,  è  ancora  Ljg>  ?^  ,  cosichè  L>  /',  co- 
me avevamo  asserito. 

Da  ciò  ricaviamo  che  le  quantità  Ij  che  variano  al  variare 
delle  divisioni  di  (a, 6)  mantenendosi  sempre  minori  di  una 
qualunque  delle  L,  devono  ammetterò  un  limite  superiore  >, 
e  che  le  L  devono  ammettere,  per  ragione  analoga,  un  lìmite 
inferiore  A;  e  le  quantità  variabili  L,^  e  le  fisse  À, A  stanno 
tra  loro  nella  relazione 

(1)  L>A>x>;. 

Ciò  posto,  la  condizione  necessaria  e  suflicienfe  affinchè 
i(i  f(x)  sia  atta  aWt  integvazione  ncU* intervallo  (a,hj  è  che 
sia  A=:a;  ed  allora  il  valore  comune  di  queste  quantità 


TV;w5UPi'».i-r 
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è  il  timite  di  S,  quando  tutte  le  h^  impiccoliscono  indefi- 

h 

nitamenie,  cioè  è  X  jf{x)da). 

a 

h 

La  condizione  è  necessaria.  Invero,  sia  lira  Sz=il=jf{ai)dx. 

a 

Dato    (7,  esiste  un   3  tale  che,  qualunque   siano  le  A,  <  5,  è 
|S  —  I|<c;,  ossia  I  —  (7<S<I  +  ^.  In  particolare,  quindi,  è 

I_7<;<l4.c7,  I  — (j<L<l4-c;, 

intendendo   con  l  il   minimo  dei  valori  di  S   relativi  ad   una 
qualunque  delle  divisioni  di  (a,&)per  le  quali  le  A,  sono  <(J, 
e  con  L  il  massimo  relativo  ad  un'altra  qualunque  (in   parti- 
colare anche  alla  stessa)  di  tali  divisioni  di  (a,b). 
Avuto  riguardo  alle  relazioni  (1)  è  quindi 

I— a<Z<X<A<L<I-|-cj, 

cioè 

I_a<X<A<l4-(7; 

ma  I,X,A  sono  quantità  fisse,  e  7  è  piccola  ad  arbitrio;  deve 
dunque  essere 

X  =  Az=L 

La  condizione  è  sufficiente.  Sia,  per  ipotesi,  XzizA.  Desi- 
gnato con  I|  questo  comune  valore  di  X  e  A,  poiché  I|  è  il 
limite  inferiore  dei  valori  di  L,  dato  a^ ,  esisterà  una  divisione 
A/  ,  A,' , . . .  h'n'   di   (a ,  b)    per   la   quale   L'  —  li  <  ^i ,   essendo 

n' 

V=lh'gL'i.  Eseguiamo  ora  una  scomposizione  qualunque  di 

(a,b)  in  intervalli  A|,As,..Ah,  le  cui  ampiezze  h^  siano  tutte 
minori  di  un  dato  numero  o,  e  consideriamo  la  relativa  somma 

n 

S,  Sz=2A,y,.  Indicando  con  Ai,t2...A,„gli  intervalli  provenienti 
dalla  sovrapposizione  delle   due  precedenti  divisioni,  avremo, 


come  precedentemeDte 


ot=i  •  a=i        ^  a=\ 


Ora  per  gli  intervalli  Ag,  che  sono  contenuti  in  qualche  in- 
tervallo Ày,  è  L'y  >y/3ed  i  corrispondenti  termini  ka  (Ly  —  y^) 
di  L'  —  S  sono  positivi  o  nulli;  gli  altri  intervalli  hp  conter- 
ranno uno  0  più  punti  della  prima  divisione  h\,h\,,.;  questi 
intervalli  hp  non  possono  essere  in  numero  maggiore  di  n'— 1, 
ed  essendo  tutte  le  h  di  ampiezza  minore  di  ^,  la  somma  delle 
ampiezze  di  tali  intervalli  h^  è  <n'J.  I  corrispondenti  termini 
ka  (Vy  — i/o)  potranno  essere  negativi;  ma  Ly — y^KM—m, 
quindi  il  valore  assoluto  della  somma  di  questi  termini  nega- 
tivi è  <n'(J(M  —  m),  e  quindi 

L'  — S>-n'(}(M-m), 

e  poiché  L'  —  Ii<'7i,  ossia  Ii>L'  —  a^,  è  ancora: 

(2)  I,  +  ai4-n'(J(M— m)>S. 

D'altra  parte  li  essendo  il  limite  superiore  dei  valori  di  l 
esisterà  una  divisione  h!\^K\...K'n»  di  (a,J)  perla  quale  sarà 

n 

I  —  r<a|,  essendo  r=zlh'\l!'g.  Ragionando  come  preceden- 
temente in  relazione  a  questa  divisione  ed  alla  Ai,/^..  A»,  si 
troverà 

(3)  S>I,  — 7i  — w"J{M  — m). 

Sia  ora  assegnato  un  qualunque  numero  7,  positivo  e  co- 
munque piccolo;  nel  procedimento  precedente  prendiamo  <j,  <-^, 
poi  d  minore  della  più  piccola  delle  due  quantità 


2nXM—m)  '    2n"(M— m)' 
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per  cui  n'5(M  — m)<-^,  n"(J(M  —  m)  < -^ ,  b  le  forinole  (2), 
(3)  ci  danno 

I.  — 7<S<Ii+a,  ossìa  |Ii  — Sl<^. 

In  conseguenza,  dato  C7,  possiamo  fissare  J  in  modo  che, 
per  tutte  le  divisioni  di  (a,é),  per  le  qnali  le  ampiezze  de- 
gli intervalli  parziali  sono  minori  di  tJ,  è  |lj  — S|<7,  cioè 
limS^Ij. 

La  f{as)  è  quindi  atta  alla  integrazione  neir  intervallo  {a,b) 
ed  è 

come  volevasi  dimostrare. 

7.  La  precedente  condizione  di  integrabilità  può  trasfor- 
marsi nelle  segue ji ti: 

La  condizione  necessaria  e  sufficienfe  affinchè  f{x)  sia 
atta  alia  integrazione  in  un  intervallo  {a,b}  è  che,  dato 
1,  possa  decomporsi  (a,b)  in  due  sistemi  speciali  d' inler- 
r^alli  (che  potranno  anche  essey^e  uguali)  tali  che  sta  |li  —  Lil<i 
essendo  li  il  valore  di  1  corrispondente  ad  uno,  Lj  il  valore 
di  L  corrispondente  all'  altro  di  tali  sistemi.  Il  valore  del- 
l'integrale  è  compreso  tra  li  ed  L,. 

Si  vede  subito  che  la  condizione  è  necessaria,  porche,  am- 
messo che  litnSi^I,  dato  -?,  per  tutte  le  h^  minori  dì  un  ctir- 

fj  ij 

rispondente  cJ  è    )S  —  l|<-^i  e  quindi,  dalle  due  1/ — I|<-^i 

\L  —  I|<-H-i  risulta  \l — L|<'J,  non  solo  per  due  speciali  si- 

stemi  d'intervalli,  ma  per  tutti  quelli  le  cui  ampiezze  sono 
minori  di  5. 

La  condizione  è  sufficiente,  perchè, ammesso  II,  —  Li|<  :;,sarà 
ancora  \l  —  A|<^t  e  quindi  A  =  A,  cioè  pel  teorema  al  n.  6 
la  /(-r)  è  integrabile. 

Poniamo  D  —  Zh^  L^  —  Ih^  l^ ^ ^Kil^^  —  Q  =  ^hj)^,  essendo 
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cosi  hg  ed  Ig  il  limite  superiore  e  1*  inferiore  e  D,  Toscillazione 
dei  valori  di  f{x)  nell'  intervallo  A,.  Allora,  so  nel  teorema  prece- 
dente facciamo  l' ipotesi  che  le  due  speciali  divisioni  dell*  inter- 
vallo ia,b)  siano  una  stessa,  abbiamo  il  teorema: 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  f(x)  sia 
integrabile  in  (a ,  b)  è  che,  per  ogni  nwnero  positivo  a,  esi- 
sta un  sistema  speciale  d*  intey^valli  h, ,  h^ . . .  h„  tali^  che  per 
essi  sia  D  =  2A,D,<j,  od  in  altre  parole,  è  che  il  limite 
inferiore  dei  valori  di  D  sia  zero. 

Osservando  poi  che,  se  è  lim  S  =  I,  è  limD  =  0  al  diminuire 
di  tutte  le  A,  e  che  la  condizione,  che  il  limite  inferiore  dei 
valori  di  D  sia  zero,  è  contenuta  nella  condizione  lim  D  =  0, 
abbiamo  ancora: 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  .f(x)  sia 
integrabile  in  (a ,  b)  é  che  sia  lim  D  =  0,  a/  diminuire  indefi- 
nitamente di  tutte  le  h. 

8.  Da  quanto  precede  ricaviamo  subito  che:  se  una  fun- 
zione è  integrabile  in  un  intervallo  (a ,  b),  lo  è  pure  in  qua- 
lunque parte  (a',b')  dell* intervallo  (a,b). 

Infatti,  dato  a,  dividiamo  l'intervallo  (a,b)  in  intervalli  A, 
tali  che  D<<7.  Se  due  punti  di  divisione  coincidono  uno  con 
a!  e  l'altro  con  b\  indicando  con  D'  la  parte  di  D  che  corri- 
sponde ad  {a\b'),  è  D'<D  e  quindi  D'<cr.  Se  poi  il  punto  a 
cade  nell'intervallo  hi  e  b'  nell'intervallo  A,»,  allora,  chiamando 
con  A  e  p  le  parti  di  A<  e  di  A,^  che  appartengono  ad  (a\b'), 
poniamo 

S=»l>-1 

e  poiché 

A,(L,—  h)  >  k[h^  -  4),  A«,(L^  -  /«)  >  p(L^  - 1^) 


8=1  S=ì  S=<-f.l 


5=m+i 


è  ancora  D'<D<a. 


-7^7- 
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Lo  stesso  si   proverebbe,  se  uno  dei   punti  d,ll  coincide 

con  uno  dei  ponti  di  divisione  dell'intervallo  (a, 6)  e   l'altro 

cade  in  un  intervallo  h. 

Perciò,  dato  a,  esiste  una  divisione  dell'intervallo  [d^V), 

per  la  quale  il   corrispondente  valore  di   D  è  minore  di  ci,  e 

la  funzione  è  integrabile  in  {d^V). 

9.  Finora  abbiamo  supposto  a<d;  se  fosse  a>^,  divi- 
dendo r intervallo  (a,&)  mediante  i  punti  ^i,^,...  in  inter- 
valli parziali,  A,=a?j, — x^y  sarebbe  negativa,  e  si  avrebbe  su- 
bito S  =  2A,y,  =  —  2(a?^i  —  x^y^  =  —  Sj ,  essendo  S,  la  somma 
S  relativa  air  intervallo  (J,  a),  dove  ft<  a,  scomposto  dai  punti 
a?^i,a?,^,.,ar,,ir,_,,..,a:8,a?i  negli  intervalli  An,..A,,..A2,Ai. 

Se  esiste  il  limite  di  Si,  quando  tutte  le  h  convergono  a 
zero,  esiste  anche  quello  di  S  ed  inversamente,  e  si  ha 

a  h 

lira  S  r=  —  lim  Sj ,  lim  S,  =J*f{x)dx,  lim  S  =Jf{x)dx 

b  a 

e  quindi 

ò  a 

/f(x)dx=^fr{(v)dx. 

a  b 

la  quale  ci  mostra  inoltre  come  in  un  integrale  definito  si  pos- 
sano invertire  i  limiti  dell'integrale  purché  si  cambi  il  segno 
air  integrale  stesso. 

10.  Ogni  funzione  continua  in  un  intervallo  (a ,  b)  é  atta 
alla  integrazione  in  questo  intervallo^  e  quindi  anche  in 
ogni  parie  di  esso. 

Infatti  pel  teorema  al  n.  3.,  dato  a,  possiamo  dividere  l' in- 
tervallo (a,  J)  in  intervalli  A,,  di  ampiezza  minore  di  un  certo 

numero  cJ,  in  modo  che  \f(x')  —  A^")l  <  oTr r,  essendo  x',x" 

due  punti  qualunque  di  A,;  ossia,   poiché  vi   saranno  sempre 

in   A,  dei  punti   o^i ,  a?,  pei  quali  é   L,  — /•(a?i)< -^^^-1— , 
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f(Xi)  —  /,  <  ^,_^   . ,  in  modo  che  L,  —  /,  <  , ,  ed  allora  è 

ossia  limD=0,  e  la  funzione  è  integrabile. 

Da  questo  teorema  risulta  subito  che:  una  funzione  con- 
tinua in  un  intervallo  è  sempre  la  derivata  di  una  fun- 
zione continua  nell'intervallo  stesso. 

E  risulta  ancora  subito  la  esistenza  del  limite,  che  ave- 
vamo ammessa,  al  n.  182  del  primo  volume  di  quest'opera, 
e  che  tal  limite,  cioè  Tarco  di  curva  piana,   di  cui   ivi  si 

tratta,  è  Jvl+y'{xf  dx;  e  che  esiste  pure  il  limite,  relativo 
alle  curve  gobbe,  al  n.  200,  e  che  esso,  cioè   Tarco  di  curva 

ce 

gobba,  è  f[/l  -fTW  "^  ^W  d^' 
% 

II.  Ogni  funzione  finita  e  discontinua  in  un  numero 
finito  di  punti  in  (a,b),  é  integrabile  nell'intervallo  (a,b). 

Sia  la  f(x)  discontinua  nei  punti  c,,Cj,..Cn,  e  siano  M,w 
i  suoi  limiti  superiore  ed  inferiore  in  (a,d). 

Assegnato  il  numero   a,  formiamo  degli  intorni    -:i,e8,..£„ 


di  c„c„..c^  tali  che  e,  +  e,+ ...  +  ,„<  ^^^2)(M-m)  ' 

Tolti  questi  intorni  da  (a,J),  negli  n+1  intervalli  rima- 
nenti la  f(x)  è  continua  e  potremo  dividere  ciascuno  di  que- 
sti in  parti  tali  che  il  D  corrispondente  a  ciascun    intervallo 

risulti  minore  di  :r-;  cosichè  se  consideriamo  la   quantità 

n-j-^/c 

D  relativa  agli   intervalli  nei  quali  viene  scomposto  {a,b)  da 

questa  divisione  e  dagli  intorni  e,  è 

D<(n+  1)  — ?^+  ,    ..,,!l, r-(M  — m)=7, 

^         'n-f2       (n-+-:^)(M  — m)  ^  ' 

e  perciò  la  funzione  è  integrabile. 
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Sono  ovvie  le  modificazioni  da  introdursi  in  questa  dimo- 
strazione se  il  punto  Ci  coincide  con  a,  o  il  punto  c„  con  b,  o 
Ci  con  a  e  c^  con  b. 

In  modo  analogo  si  dimostra  che:  ogni  funzione  finita  e 
discontinua  in  un  numero  infinito  di  punti  di  (a ,  b),  che 
costituiscono  un  gruppo  di  punti  avente  un  numero  finito 
di  punti  limiti,  è  integrabile  in  (a,b). 

Infatti,  dato  <7,  si  formino  degli  intorni  ei,6,,..£^  dei  punti 
limiti  Ci,c,...c^  del  gruppo  dei  punti,  nei  quali  f(x)  è  discon- 
tinua, in  modo  che  sia  gi-f  gt4-..-t-  gn<p/w — r-  Tolti  que- 
sti intorni  da  (a, 6),  negli  intervalli  restanti  cade  un  numero 
finito  di  punti  del  gruppo  '),  cioè  di  punti  nei  quali  f{x)  è  di- 
scontinua. Potremo  allora  dividere  ciascun  intervallo  in  parti 
tali  che  la  somma  delle  corrispondenti  quantità  D  sia   minore 

di  —,  ed  allora  la  quantità  D,  corrispondente  agli  intervalli 
nei  quali  viene  scomposto  (a,d)  da  queste  divisioni  e  dagli  in- 

torni  e,  risulterà  minore  di  -^r-f-T^Tw r(M  —  w)  cioè  mi- 

2       2(M — m) 

Qore  di  7,  e  la  funzione  f{x)  sarà  perciò  integrabile  in  (a,d). 

12.  Se  la  f(x)  è  finita  e  atta  alla  integrazione  in  (a,b), 

cambiando  il  suo  valore  in  un  numero  finito  di  punti  di 

(a,b)^  0  ancìie  in  un  numero  infinito  di  punti  costituenti 


1)  Ciò  risulta  dal  fatto  che,  se  in  un  intervallo  {c,d)  cadono  iafl- 
niti  punti  di  un  gruppo,  vi  deve  essere  in  (c,rO  almeno  un  punto  li- 
mite del  gruppo;  il  che  si  vede  subito  dividendo  T intervallo  successi- 
vamente in  2,  2^  2^,.,.  parti  uguali  e  prendendo  a  considerare  quella 
parte,  o  una  di  quelle  parti,  nelle  quali  deve  necessariamente  cadere  un 
numero  infinito  di  punti  del  gruppo;  i  numeri  corrispondenti  agli  estre- 
mi di  questi  intervalli  deflnisconocon  numero,  cui  corrisponde  un  punto 
limite. 

In  conseguenza,  dopo  aver  tolto  cogli  intorni  i  i  punti  e  da  (a, 6), 
se  negli  intervalli  restanti  cadesse  ancora  un  numero  infinito  di  punti 
del  gi*uppo,  dovrebbe  in  questi  intervalli  esservi  qualche  punto  limite, 
il  che  non  è« 

I 


un  gruppo  con  un  numero  finito  di  punti  limiti,  indicata 
con  fi(x)  ia  funzione  che  così  si  ottiene,  è  fi(x)   integrabile 

b  b 

in  {a,b)  e  si  ha   ffi(x)àx^f{(x)dx,  o,  piìt  generalmente, 

a  a 

/f(x)dx:=:  /ì(i}dXj  essendo  a',b'  due  punti  qualunque  di 

(a.b). 

Siano  0itCir..*c^  i  punti  limiti  del  gruppo  di  punti  di  (a,  6), 
nei  quali  viene  cambiato  il  valore  della  f{a).  Sarà  /Ka?)  nz /"(a?) 
per  tutto  in  {a,b)  fuori  che  nei  punti  del  gruppo. 

Assegnato  un  numero  preformiamo  degli  intorni  £  dei  punti 

Ct  in  guisa  che  sia  ;,  +  £,  +  ,.. H-e^<  -^,  dove  con  L  intendia- 
mo il  limite  superiore  dei  valori  assoluti  di  /"(a?)  e  di  /[(x)  in 
(a.b),  e  sia  p  il  numero  der  punti  d  del  gruppo  che  ancora 
appartengono  ad  {a,ò)^  dopo  averne  tolti  questi  intorni.  Essen- 
do   f(x)   integrabile  in   (a  ,  b),   esiste  un   numero  d,  che   pos- 

siamo  supporre  minore  di  yòi \f  »  *^^®  ^^^^  f^^  *"*^®   ^® 

A,  <tJ,  sia 

(1) 


^Ky.~fnx)dx 


<T- 


Sia  ora  lh^y\  la  somma  S  relativa  alla  funzione  /i(a?),  do 
ve  prenderemo  y\z:^y^^  fuori   che   negli   intervalli  A,  cui  ap 
paritene  qualche  punto  e.  Indichiamo  con  A^i ,  A^, . . .  hm    quell 
tra  gli  intervalli  h  che  sono  completamente  contenuti  nell'in 
torno  £r  di  c^,  con    k^^  l'intervallo  che  precede  A^^,  con  h^^ 
Y  intervallo  che  segue   hr,^ ,  \  quali  potranno  in  parte  apparte- 
nere a  £^^6  <ion  Aa  gli  intervalli  cui  appartiene  qualche  punto 
d,  i  quali  intervalli  potranno  essere  al  più  2p,  e  saranno  2p 
nel  solo  caso  che  ogni  punto  d  sia  estremo  di  qualche  inter- 
vallo Aj.  Allora  le  due  somme  Ih^y'sf  2A,v,  potranno  diflferire 


il.lif.'Vi"-"  V 
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al  più  per  la  quantità 

«ani  «rmg  *='*m 

Ma  il  valore  assoluto  di  questa  quantità  è  minore  di 


2cr 


cosichè 

e  quindi  ancora,  per  la  (1), 


^h,y',-ff(x)dx 


<<J. 


Dunque,  poiché,  dato  <j,  possiamo  determinare  un  numero 
d  tale  che,  qualunque  siano  le  h^  minori  di  c^,  sia  verificata  la 
precedente  disuguaglianza,  è 

lim  2A,y ,  =:  rf{x)dx, 

a 

cioè  la  fx[pi\  è  integrabile  in  [a,b)\  e  poiché,  d'altra  parte, 
lira2A,i/'„  quando  esiste,  é    rfi{x)dx,  cosi  é  ancora 

a 

fflx)dx  =J^f{x)dx. 

a  a 

La  medesima  dimostrazione  vale  evidentemente  per  l'inter- 
vallo {a\V). 


13.  Dalla  precedente  proprietà  ricaviamo  subito  che:  Se  la 
f(x)  ha  una  discontinuità  di  prima  specie  da  una  parte  di 
un  punto  X   di  (a  «  b),  poniamo  alla   destra,  la  funzione 

9 

^{x)  = /ì(x)dx  ammette  derivata  a  destra  nel  punto  x,  e 

a 

questa  è  f (x  4-  0),  intendendo  con  f(x  -f  0)  il  lim  f(x  +  h) ,  h  >  0. 

Per  provare  ciò,  basta  semplicemente  assumere  fix-k-Q)  in 
luogo  di  f{x)  come  valore  di  f{x)  nel   punto  x  (il  che   non 

cambia  il  valore  di  ff{x)dx)  nel  procedimento,  tenuto  al  n.  5, 

a 

per  dimostrare  che,  se  nel  punto  or,  la  f{x)  è  continua  alla  de- 
stra, la  9(x)  ammette  derivata  a  destra  uguale  a  f{x\ 

14.  Illustriamo  ora  la  teoria  con  alcuni 

Esempi 

I)  La  funzione  f(x)z=:x  è  atta  alla  integrazione  in  qua- 
lunque intervallo  finito  (a  ,x).  Quando  una  funzione  f{x)  è 
integrabile,  poiché  il  limite  di  S  =  IA«^«  è  indipendente  dal 
modo  col  quale  viene  scomposto  l'intervallo  (a,^)  in  inter- 
valli  parziali  A, ,  dal  modo  col  quale  questi  intervalli  conver- 
gono a  zero  e  dal  valore  y^  che  si  sceglie  in  ogni  intervallo 
A,,  si  potrà  usare  quella  scomposizione  e  quella  scelta  dei  va- 
lori y^,  che  più  facilmente  permettano  di  calcolare  il  limite 
della  somma  S. 

Nel   caso  attuale,  /'(jt)=:x,  giova   scomporre    l'intervallo 

{ayX)  in  n  intervalli  uguali  tra  loro,  A= ,  e  poi  far  cre- 
scere n  indefinitamente  per  numeri  interi  positivi,  e  prendere 
y^-=:f(a'\-{s — l)A)  =  a  +  (s~  \)h.  Avremo  allora 


/' 


xdx-=\\m [a  +  (a  +  A)-f  (a  +  2A)  +  ...-4-(a4-(n  — 1)A)] 

n=a»       n 


=  lim  — -—  Ina+h 5 )=  (x—a)a + hm  1— --1  —^—' 


=(«_.,„.<^',j^(,_J.) 
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=  (o?  —  a)a  + 


(x  —  df 0?*        a* 

2      ~  2  2' 


2)  Sia  f{x)-=zxf^.  Per  calcolare  Vfa^dx  giova  assumere  in 

a 

progressione  geometrica  i  numeri  fl;i,a;,,...a;,^i  interpolati  tra 

a  e  X,  cosichè,  posto  /&=|/  — ,  sia  a?,=a|i*,A,=aj&*"' (jo  — 1), 

xz=zap^. 

Allora,  preso  y,  =:/*(x,-,),  abbiamo 


(1) 


yi?»(to  =  lim  Ta*+^  |,(-»(H-i)  (p_i) 


=  lim  a*+^>  —  1  ){ 1  +  p»+>  +  f»^  *+')  +  ..,  + i^^'*-*' <*+>t 


Se  A  è  diverso  da  — 1,  è 


/' 


x^dor = lim  a*^*(p  —  1  )  ^—i[:fi — r- 


P-l 


p-i    ■ 


1  CO 

ma  lim  /o=:l,  perchè  logprz:  —  log  —  e   lim  log,o=0.    Ap- 

ti  U  n=» 


plicando  poi  la  regola  di  l'Hospital,  si  ha  il  limite  di    ^^-^^ 

quando   n   cresce   indefinitamente  comunque,   e   quindi  anche 
quando  cresce  per  interi  positivi,  che  è  il  caso  nostro;  così  fa- 


cendo  otteniamo 

dp 
,.      p  —  \         ,.  dn  1,1  1 

n^-/^*^*— 1        n=o.^^_^jj^,dp_  A  +  1  p*  A-hl 

Cosichè 


ifc+1 


forinola  che  vale  qualunque  siano  a  ed  a;  se  A;>0;  ma  se  A;  è 
negativo,  dovremo  supporre  a  e  x  diversi  da  zero  e  dello  stesso 
segno,  affinchè  il  punto  zero  non  appartenga  all'intervallo  {a,w\ 
poiché,  ove  ciò  fosse,  la  funzione  da  integrarsi,  qualunque  va- 
lore le  venisse  pure  assegnato  nel  punto  zero  ove  x^  non 
avrebbe  più  significato,  non  sarebbe  finita  nell'  intervallo  stesso. 
Se  poi  è  izn — 1,  allora  la  (1)  ci  da 


^—  IÌtm   «n/ n 1  \  —  Hm   L ^^  lim  — — ^— — 


—  z=  lim  n(io  —  1  )  =  lim  ^-^ 


n 


1       ,        X 

r  P  log  — 

=  hm  ' =  log — limp=loff — , 

1  a        '  a 

dove  si  suppongono  a  e  x  diversi  da  zero  e  dello  stesso  segno. 

Qui  poi  si  verifica  subito  che  le  funzioni  — ; — ,  loff  — 

ft+l  °  a 

hanno  rispettivamente  per  derivata  a;*,  — . 

3)  La  funzione  f{x)  sia  data  nell'intervallo  (0,1)  nel  modo 
seguente  :  sia  f(x)  z=z  -—  pei  valori  di  w  da  zero  a  -5-  p  -jr- 
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1  .12        2 

escluso,  sia  f{x)'=z  -j-pei  valori  di  op  da  -5-  a  -^  ,  -5-  esclu- 
4  dt  ó         ó 

SO,  etc.  cioè  sia 


0?)= 5  per  <x< r-,(m=l,2,3...) 

e  sia  f{\)z=zO.  La /(a?)  è  integrabile  nell'intervallo  (0,1)  per- 
chè finita,  e  continua  fuori  che  nei  punti  del  gruppo  , 

m 

(m:=il,2, .,.),  che  ha  il  solo  punto  limite  1. 

Sia  X  un  punto  dell'intervallo  ( — ^^^^  ,  r- 1  dove  in- 

tendiamo  ora  con  m  un  intero  positivo  fisso  qualunque.  Divi- 
diamo  comunque  l'intervallo  (a, a?)  in   parti  h^  in  modo   che, 

l      2 
anche  quando  faremo  impiccolire  tutte  le  A,,  i  punti  "o"  »77"» 

3 

—,....  siano  sempre  punti  di  divisione.  Allora  è 

ri  11 

y /'(x)da;  =  -g-  lim  2jA,-f  t~1ìiu  2,A,-*--^  lim  SjA, +... 

0 

dove  intendiamo  che  la  somma  2i  corrisponda  all'intervallo 
(0 ,  f) .  la  2.  a  (i-  ,  |-)....  la  I„_.  a  (^f  ,  ^^)  e 

la  2^  a  (  ,  x\\  cosichè,  osservando  che  ciascuna  di  quelle 

somme  è  uguale  all'ampiezza  dell'  intervallo  corrispondente,  è 

11         111         111 


r  li        ili        Ili 

0 

111  1      /       m—\\ 

j \ (  X— • I, 

(fw— l)mm  +  l     m  +  2\  m    / 


r 


Ma 


ì J_i_J _L_i 

(r  —  l)r{r+ì)—  2   \{r—ì)r       rir+lf 
quindi 

fmdx 


-2(1.2      2.3'^2.3      3.4         "*"(!»- l)m      mim+ì)] 

1 


,„.  1      /        m— 1\         (p  1 

(2^     +^rr2('^--^)=^T2+T 


2m(in  4- 1) 


m  — 1  a;  1  1  3 


m(m+2)""m+2'    4    ^2(m+l)       2(m  +  2)' 


che  vale  per <x< r 


Chiamando  ^(x)  V  ff{w)dx,  cioè  quella  funzione  che  per 


<a?< r-  ha  il  valore 

m    —    —  m-h  1 


X  1  1 

:+  -7- 4-; 


iw4-2^  4       2(m+l)     2(m  +  2)' 

possiamo  verificare  subito  che  la  9(0?)  ò  continua  anche  nei 

punti  :  basta  osservare  che,  se  si  fa  x=z nella 

precedente  espressione,  0,  ciò  che  è  lo  stesso,  nel  penultimo 

membro  della  (1),  si  ottiene ^r— 7 rr,  il  quale  valore 

4        2m{m-fl)         ^ 


ss 


otte&iamo  poro  facendo  x= nella  espi^saione 


X  1  1 


m  +  l      4  ^%m       2(»n+l)' 
che  da  i  valori  di  «f»)  nell'intervallo  ( -,  ,  ); 

ed  è  ^/»*~n-  1         1 

'V    m    /~  4         2m(»t  +  l)' 
Si  vede  subito  che  nei  punti  interni  all'intervallo 

e  che  nel  punto  — ^^^  la  derivata  di  ©(a?),  a  destra,  è  jr 

cioè  n j,  e  la  derivata  a  sinistra  è r  cioè 

Poiché  lim«=:l,  la  formola  (2)  ci  dà  ancora 

r  (   »       1         1  3)1 

-^  ^^^^''^  =JS  i^+2  +  T + 2{^KÓ)  ""  2(^ri:2)l  -  T  ' 

0 

cioè  9(1)=—. 

Osserviamo  poi  che,  se  — >A> r,  sarà <1 — h 

< r-  e 

—  w-f  1 
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y(l-A)-y(l)_      1  jì-h  ,       1 1_| 

—  A  A  (m  +  2     2(w+l)      2(m  +  2)5 


1 


l 


~m+2       2h(m+ì)(m+2)' 
e,  poiché  A(m+l)<l,  sarà  ancora 


y(l-A)-9(I) 


—A 


<-U+    ' 


-  m+  2  "^  2(m  -f  2)       2(wi  +  2)' 


Facendo  diminuire  A,  m  cresce  indefinitamente,   e  quindi 
abbiamo 

—  n 

4)  Procedendo  in  modo  analogo  per  la  funzione  f{ix:),  che 
è  uguale  a  — —r  per  — <«< ^  (»n=:2,3,4 ), 

ed  è  Al)  =  4"  •  ^(^)=°'  abbiamo 

r  1  1 

^  ^^*^*^— (n  -  1)  n(n  + 1)  ■•"  (n-2)  (n — l)n ''"•••  " 


1 


1 


(m+ 1  )  (m+2)  (m+3)       »n(»»  + 1)  (w + 2)      »» 


essendo  n  intero  positivo  e>m,  e  — <x< r;  ossia 

y /-(xyiajzr^— j-  —  ^^^1)  +  -g- 1^(^+1)  —  n(n  +  l)!' 
ed  al  limite,  per  n  crescente  indefinitemente. 


.-^■iHPl"..Ji.i.* 


ti 

r  X  \ 

ff{x)dx  =z  ^^;^  -  2m{m^\y 

che  vale  per  — ^  <  a  < r. 

Facendo  tu  =  2,  a?  =  l,  ricaviamo 

ff{x)dxz=z-^. 

0 

5)  Come  vedremo  ancora  altrove,  avviene  che  riesca  agevole 
il  calcolo  deir  integrale  definito  di  una  funzione,  cioè  il  limite 
della  somma  S,  non  per  qualunque  intervallo  nel  quale  la  f{x) 
sia  integrabile,  ma  solo  in  speciali  intervalli.  Sia,  ad  esempio, 
la  funzione  di  x,  log(l — 2acosa?+a*). 

Se  a  è  diverso  da  =bl,  la  quantità  sotto  il  segno  logaritmo 
è  sempre  positiva  qualunque  sia  a?,  e  la  funzione  è  perciò  fi- 
nita, continua,  e  quindi  integrabile,  in  qualunque  intervallo  fi- 
nito. Ma  non  sappiamo  calcolare  facilmente  che  Tintegrale  esteso 
ad  alcuni  intervalli,  come  ad  es.  air  intervallo  (0,?:).  Per  que- 

sto,  dividendolo  in  n  parti  uguali  a  — ,  abbiamo 

fi 

/log  (1  —  2x  cos  X  -f  a*)dx  = 

0 

lim-^|log(l  —  2a-4-a«)-|-log(l— 2acos  — 4  oA 

nsoo   fi    ^  fi  / 

+ log(l  _2«  cos  ^ +«»)  +  ...  +  log  (l  -  2«  cos  ^**~^^"  -f  «»)j 
=  lim-^log(l— a)»+lim  ^logjA— 2«cos~  +  «*) 
(l  _ 2«  cos  ^+  ««)...  (l  _  2«  cos  (it=i^  +  ««)!■ 


Osserviamo  ora  che  le  radici  della  equazione  in  a,  a'**— 1=0, 
si  ottengono  dalla  espressione 

cos-gjj-  +  tsen-^  =  cos— +t8en— .(t  =  I/— 1), 

attribuendo  a  k  i  valori  0, 1 , 2^ . •  •  2n  —  1,  ovvero  esse  sono  + 1, 
—  lei  valori  che  si  ottengono  dalle  due  espressioni 

kn       .       kn  kn        ,       kn 

cos h  t  sen  —  ,  cos  —  —  t  sen  —, 

n  n  n  n 

attribuendo  in  esse  a  k  i  valori  l,2,...n  — 1;  e,  poiché 

(kn                   kn  \    /                 kn       .          kn  \ 
a  —  cos  —  — I  sen  — —  l  I  a  —  cos h  t  sen 1 
n                  n  /   \                n                 n  / 

a  — cos  —  I  +sen* —  =  1 — 2«cos ha'# 

n  /  n  n 

avremo 

a»«  — 1  =(a  —  l)(a-f  1)  A  — 2«  COS  —  +  a»^ 

(l_2aC0S^  +  a«)....(l-2«C08^iÌIl^^ 

Quindi 

yiog(l  — 2«  cos  fi? -f  «•)  da?=  log(l  —  a»)  lim  — 

0 

+  lim  —  log-i — 7-=ìtiìtD-—ìog—, — =-, 
-.»»_1  1 


Se 


|«|<  1.  è  lim  ^,_j  =  Y^;^,  e  quindi 
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se  (X>1,  allora  lima^=oo,  e  la  regola  di  T  Hospital  ci  da 


1  aV* 1  a!^  1 

lim  —  log  -T — r-  =  2  log  «  lim  -=;; — 7  =  log  **  lim r 

n=zm  n      ®  a*  — 1  ^  «•*»— 1  ^  - 1^ 

=  loga\ 

1  ««♦» 1 

e  quindi  lim —  log— ^ — =-rzloga*;  cosichè  abbiamo 


ir 

nog(l— 2acosa:4-«*)cto?=0  se  |a|<l, 

0 

/log(l— 2acosa;  +  a*)rfir=7rloga*        se  |a|>l. 


Esercizi 

1.  Sia  /•(«)  =  (m-f  l)(m4-2)  per      ^  ,   <a;<— — 5, dove 

m  prende  i  valori  0,1,2,3,.... 

Allora  se  a?<I  e r<a;< 7^  è 

^        7w-fl-    -m4-2 


"0 


ff(x)dx  =  (w  + 1)  [(m + 2)  a? — »»]. 


2.  Sia  /•M=-|»per2iilp<a><-^(m  =  0.1.2 )  e 

Al)=l;è 

/*  a;  1  1  1       /•'  2 
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3:  Sia /•(«)== -a>  se    ^-.<a!<,js^„ 

f{xy=z9  se    ^5J35  <*<-2Eì;. 

dove  fn=0,l,2.3 e /•(0)=0, /•(!)=:  1. 

Allora  è 


/V,  x^  aB»       1        1  1      ^    ^     1 


W 


a?        \      \  1     ^    ^  1 


0 

0 

4.  Sia  /"((Z?)  uguale  alla  differenza  tra  x  ed  il  numero  in- 
tero più  vicino  ad  a?,  quando  x  non  è  della  forma  ^  +  "2"  » 

dove  m  è  intero,  zero  compreso,  e  sia  /J  m  + -«^  )=  0;  allora  è 

/^  (x — tn)^  1  1 

J  f{x)d(c  =  ^ — g— ^      se      (w  — l)-}-^<a?<m+-y, 

qualunque  sia  T  intero  m,  anche  zero. 
ir 
^*  \0  se     |a|<l, 

^-        /loff(l— 2asena:4-a*)dxi=<   ,       ^  .      , 

^     *^^  '  //rloga»      se     |a|>l. 


Per  provarlo  si  osservi  che  le  radici  complesse  della  equa- 
zione a*** — 1=0  si  ottengono  dalle  espressioni 

kn        .  kn  hn         ,         kn 


1 
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facendo  jfe=— (m— 1),  — (w  — 2),... — 1 ,0,1 ,2,...w— 1. 


/log5^rf^  =  -^(l~log7r), 


OD 


S6I1 X 

dove  per  a?  =  0  si  intende  attribuito  a il  suo  valore  limi- 

te  uno. 

Si  faccia  uso  della  formola 

|/af  e-'»  nV«<  1 . 2.3...n< l/2;?e""*'*"^nVn . 

valevole  per  quanto  grande  sia  T  intero  positivo  n  (Vedi  Sbr- 
REiT,  Cours  d'Algebre  supèrieure.  Sezione  3*,  cap.  4^). 


Integrali  Indefiniti.  —  Metodi  di  integrasione. 

15*  Sia  f{x)  funzione  finita  e  continua  in  un  certo  inter- 
vallo, a  un  punto  fisso  qualunque  e  ^  un  punto  generico  di 
esso.  La  funzione 

J^f{x)dx-\-C      (C  costante) 

a 

è  l'integrale  generale  o  completo  di  f(x),  ossia  quella  fun- 
zione, la  cui  derivata  &  f{x);  Ifi  si  indica  col  simbolo  Jf{x)dx, 
preponendo  il  segno  /  al  diflferenziale  f{x)dx,  cioè 

(  1  )  Jf(x)dx=ff[x)dx  +  C 

e  si  chiama  anche  integrale  indefinito  o  semplicemente  inte^ 
graie  della  funziona  f{x)  o  del  diflferenziale  f(w)dx. 
Da  questa  posizione  risulta  subito  che 

djf(x)dx^f(x)dx ,  ^  jnx)dx^f{x)  J^'{x)dx  =  fd^{x)  =  rf(x). 


La  formola  (1)  ci  dà  l'integrale  indefinito  mediante  un  in- 
tegrale definito.  Notiamo  subito  che  se  si  trova  in  un  modo 
qualunque  l' integrale  indefinito  ff{x)dx  =  <f{x)  -f  C,  per  quanto 
vedemmo  al  n.  2,  è 


ft  {x)da  =  [<f{x)  +  C]  —  [^(a)  +  C]  =  <f{x)  -  <f(a), 

a 

formola  che  ci  insegna  a  calcolare  V  integrale  definito  mediante 
r  indefinito. 

16.  Noi  diciamo  che  V Jf{x)dx  è  espresso  in  termini  finiti, 
quando  si  riesca  ad  esprimere  con  un  numero  finito  di  opera- 
zioni analiliche,  sopra  le  funzioni  elementari,  quella  funzione, 
la  cui  derivata  è  f(x)  nell'  intervallo  che  si  considera.  Ora  la 
formola  (1)  del  n.  precedente  ci  indica,  che  la  via  diretta  per 
conseguire  l'integrale,  in  termini   finiti,  sarebbe  il  calcolo,  in 

termini  finiti,  dell' //*(a;)d;r,  cioè  del  limite  della  somma  S  rela- 

ti  va  ad  f{x)  ed  ali*  intervallo  generico  (a,  a?}:  ma  tale  calcolo 
riesce  solo  in  pochissimi  casi.  É  perciò  che  la  via  diretta  non 
viene  quasi  mai  battuta  pel  conseguimento  della  integrazione, 
e  si  cerca  invece,  data  la  funzione  f[x),  di  arrivare  indiretta- 
mente a  scoprire  una  funzione  ^{x\  espressa  in  termini  finiti, 
che  derivata  riproduca  f{x\  ed  allora  è  Jf{x)dx'=.^[x)^C. 

Se  riconosciamo,  senz'altro,  in  una  funzione  f{x)  la  derivata 
di  un  altra  funzione  9(:r),  la  integrazione  dì  f{x)  h  immediata; 
cosi  abbiamo  immediatamente  le  seguènti  formolo  fondamentali  : 

■ad  es.:  la?cto=-5-  ,   ixHxzn-^, 

J3 r  ~  3-5.        3        h 

ycfidxz=z  \x^  dx=.—  x^=:-^a^\/of^ 


}^"Mtg    ^ 
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J|/5  -^    p^^  J  1/3+1 


,        sennu; 
cosma;(to=» , 

911 


,            C08  mx 
8enm(vdx=: , 


^3^  =  J(l  +  tg««.)d*=tg«.  J--_  =  iL, 

Jcte    ^  r     dx cotn^ 

8en*a?  '  J  sen*mx~         m" 


/cte  r      doo  a 

-7==  =  are  sena?,  1  — urr.aAn  — , 

1/1— a?«  J  |/a«— a^«  a 

- — ---=arctea:,  I  — r r= — arctg — , 

I-fa;*  ^  J  af-^a?        a        ^  a 

nelle  quali  formole  abbiamo  omesso,  per   brevità,  di  aggiun- 
gere in  ciascuna  la  costante  C. 

17*  Per  conseguire  un  integrale  in  termini  finiti  non  pos- 
sediamo una  via  sicura,  tranne  quella  del  calcolo  del  limite 
della  somma  S,  che  in  pratica  non  riesce;  vi  sono  però  degli 

8 


i 
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speciali  artifizii  e  dei  metodi  di  integrazione^  che  abilmente 
adoperati,  conducono  spesso  allo  scopo. 

Osserviamo  primieramente  che  una  costante  a  può  portarsi 
fuori  del  seguo  J,  cioè 

a  meno  di   una  costante  addittiva  C,  giacche  le  due  funzioni 
Jafix)da:,  ajf(x)dx  hanno  la  stessa  derivata  af{cc)* 

luoUre  1'  integrale  della  somma  di  un  numero  finito  di 
funzioni  è  uguale  alla  somma  degli  integrali  delie  fun- 
zioni^ cioè 

j^,{x)'±ax)±:...±Ucc^  dm 

=  fri{m)da;±Jf^x)dx±...±Jrn{^)dis 

a  meno  d'una  costante  addittiva,  giacché  la  funzione  nel  primo 
membro  e  quella  nel  secondo  hanno  la  stessa  derivata  /i(x)dr 

I8>  Ciò  premesso,  i  metodi  soliti  a  usarsi  per  la  integra* 
zione  di  un  differenziale  sono  i  seguenti. 

Integrazione  per  decomposizione.  —  Consiste  nel  decom* 
porre  il  differenziale  integrando  in  altri  il  cui  integrale  sta  noto, 
o  facilmente  determinabile.  ' 

Esempi 

1)  Si  voglia  integrare  il  differenziale  = — ;  esser-  i 

^  ^  °  sen  *  a;  cos  *  X  ' 

vando  che  — = = —  = = 1 ^ — .applicando  il  pre* 

een*  x  cos'  x        cos*  x        sen*  x     '^'^  * 


< 
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cedente  teorema  e  rammentando  le  forroole  fondamentair  testé 
determinate,  è 

— z r—  =  1 — = h  I  — s —  =tga?-cota?+C,(C costante). 

sen'^cos'x     J  cos^a      j  sen*a?     °  ^  ' 

2)  \cQ^xdx=^  r-5-(l+co82a?)(to 
jsen*  xdoczn  \{\  —  cos*  x)dx  =  -o"  ' 2 •-  C» 

~  2aU  a  —  a?J  a-hxì 

=  25  {  —  frf  log(a  —  ar)  +  fdlog{a  +  a?)| 

=  gj{—  log(a  —  a?)  4-  Iog(a  +  a;)}  +  C 


doTe  si  soppone  >  0,  ed  eseguendo  il  calcolo  si  suppone 

purea  +  a?>0,  a  — a?>0.  Se  fosse  a4-^>0,  a  —  a?<0,  os- 
servando che 


[ 


m: 
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si  troverebbe 


Procedendo  in  modo  analogo  se  a-f  a?<0,  a  —  a?>0,  op- 
pure se  a  +  x  <iO,  a  —  a?<0,  si  conclude 


/   1  ,       a-^x    ,  ^        a-h  00  ^  ^ 
[9:;^^^- — r+C,se -->0 

I  o   l^g ^-C,  se <0, 


ossia 


-i — rr  =  o-  log  


,  che  noi,  seguendo  l' uso  co- 


1  Ci  "4-  X 

mune,  scriveremo  semplicemente  5—  log ,  colla  conven- 
zione che  della  quantità  sotto  il  segno  logaritmo  si  intenda 
preso  il  valore  assoluto. 

.X  r^  \/TTx       C       1+^        r    dx      .    r  xdx 

=  are sen  x —  j  d  |/1 — fi;'=  are sen a?— (/l  — a;*-l-C. 

19.  Integrazione  per  sostituzione.  —  Avendosi  da  calcolare 
l'integrale  J* /"(ir) dx,  si  ponga  a?  =  (jp(y),  essendo  y{y)  funzione 
univalente  continua  insieme  alla  sua  derivata  (f\y\  e  si  consideri 
l'integrale  Jf\<i{y)\i{y)dy  ottenuto  da  J f{x)dx  ponendo  ^(y) 
in  luogo  di  X  in  f(x)  e  i{y)dy  in  luogo  di  dx.  Sia 

jfb{y)]Ìiy)dy  =  Ky)^    cosichè    ^\y)  =  fVt{y)\i{y). 

Dalla  eguaglianza  x  =  (f{y)  supponiamo  ricavato  y  per  x^ 
cosichè  siano  y  =  <fx{jx\  y  =  9,(0?) , . . .  i  diversi  rami  univalenti 
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della   funzione  ^  di  re  definita   dalla  x=z(^(y),   essendo   cosi 
^[f i(^)]  ==  ^»  9[f2(^)]  =  ar , . . . .   Tra  essi  prendiamo  quello,  po- 
niamo sia  y  =  7i(a?),  che  si  suppone  considerato  nelle  ^formolo 

precedenti,  cosichè  sia  ?'(y)-j—  =  ?'(y)  9'i(^)  =  ^f  dovendo 
perciò  supporre  (f\{x)  sempre  diversa  da  zero.  Allora  abbiamo: 

dx  dy    dx      ^^^"^^^^f 

= /*[?(y)]  9'(y)  ^\{^) = fbiy)] = f\  ?[?i(^)l } = A^), 

e  quindi  ^  [f i(a:)]  e  Jf{x)dx  non  potranno  differire  altro  che  per 
una  costante,  sicché 


jf{x)dx  =  ^[<f,(x)]^G. 


Da  quanto  precede  si  scorge  che,  l'integrazione  del  diffe^ 
renziale  f{x)dx  ò  ridotta  a  quella  del  differenziale  f{^(y)]  i{y)dy^ 
il  quale,  presa  convenientemente  la  funzione  x  =  (f{y),  o  la 
yz=(f^{(xi),  potrà  riuscire  più  agevolmente  integrabile  del  dif- 
ferenziale f{w)dx.  Non  vi  sono  regole  che  indichino  in  ogni 
caso  la  scelta  di  tali  opportune  funzioni,  e  solo  la  pratica  e 
l'abilità  potranno  guidare  l'accorto  analista.  Intanto  abbiamo 
la  regola  seguente: 

Siano  X  =  9 (y),  y  =  9),(x)  funzioni  univalenii  continue 
insieme  alle  loro  derivate  e  sia  a{  y^x)  )  =  x,  ©'(y)  (f\{x)  —  1  ; 
allora,  trasfoi^mato  il  differenziale  f(x)dx  in  f(<Ky))?''(y)dy 
mediante  le  posizioni  precedenti,  se  si  trotta 


Jf[?(y)]?'(y)dy  =  ^(y), 

Jf(x)dx  =  ^[?.(x)]  +  C, 


MJf^9» 


I 


e  S€rtt>eremo 


Jf  (x)dx  =  Jf  [y(y)]  ^\y)ày  =  ^(y)  +  C  =  ^[<f,(x)]  +  C. 


EaBifPi. 

dx 


/dX 
,^  ;  poniamo  a;  =  log  y,  e* = y , 

da  coi  cte  =  — —\  avremo 

\ 

/o^dw 
\  dobbiamo  supporre  x  appartenente  al- 
^  1  —  a> 

l'intervallo  ( — 1,+1),  gli  estremi  esclusi.  Poniamo  rt^seny,  e  sup- 
poniamo y  compreso  tra ^  e  -s-;  allora  è  cos  y=l/l— :^, 

y  =  are  sen  a;,  e  da?  ^=  cos  y  rfy,  cosichè 

/a;*dic           r     •    j         y         sen2y      ^ 
p==  =  J«a-ydy  =  |. jX  +  c 

=  -p 5 -f  O  =  —  are  sen  x —  a?  |/  1  •—  a;'  +  e. 

Se  prendessimo  y  compreso  tra  -^  e  —5-,  sarebbe  cos  y= 


—  [/l— -a?*,  y  =  7t  —  are  sen  a?,  indicando  ..con  are  sen  x  il  più 
piccolo  arco  il  cui  seno  è  x^  essendo  cosi  anche  adesso 
o'(y)^'(;ir)  =^  1,  e  si  avrebbe  lo  stesso  risultato 

Ja^dx  C     t     1  y    .   sen2y    ,  ^ 


yjm.miA^v^^-  ' 
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i=i: g- -f  y  are  sen  a?  — -—  a?  |/l  —  a?»  +  C, 

=  -srarcseii4? — ^-a-^/l— aj*-f  C. 
3)  Posto  y  =  if{x)  abbiamo 

e  se  è  Jf{y)dy)  =  ^(y),  si  ricava 

jfbW)\  ?'(^)*» = M^)]  +  e. 

Questa  forinola,  che  può  riuscire  spesso  utile,  serve  subito 
a  generalizzare  gli  integrali  semplici  immediatamente  otte- 
nuti al  n«  16. 

Cosi  è 

^m  n^)dx  =  -:^  (m<-l), 

nella  quale  formola  intendiamo  preso,  sotto  il  segno  logaritmo, 
il  valore  assoluto  di  f{(0);  giacché  se  fosse  /'(x)<0,  esser* 
yando  che 

sarebbe 

Questa  convenzione  vale  adunque  per  tutti  i  logaritmi  che 
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proyengono  da  qualche  integrazione,  e  noi  non  staremo  più  a 
ripeterla  generalmente. 


-n» 

rf{x)dx        1         .     f{x)    .  ^     . 
I  '  ^  ' =  —  are  tg  ■         +  C,  etc. 


'+nxf 

Ad  es.: 

/xdx         1    r  2xdx        1         ^   «*    .  r. 

i  sen*  a;  cos  £to  =   Isen'a^dseii  x  =  -j-^^*  fl?  4-  C, 

J\/ìT^dx  =  J\/]irxd(ì  +  a?)  =  -|-(1  +  a:)"»"+  C. 

20.  Integrazione  per  parti.  Siano  u,  i?  funzioni  univalenti 
continue  e  che  ammettano  derivata;  allora  dalla  formola 

abbiamo 

«©=  j  wdf?-h  ìvdu 


ossia 


che  riduce  la  integrazione  di  udì)  a  quella  di  f)du,  ed  osser- 
vando che  v^^fdv,  possiamo  enunciare  la  regola: 

L'integrale  del  prodotto  di  un  fattor  finito  u  per  un 
fattore  differenziale  dv  è  uguale  al  fattor  finito  per  V  tn- 
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ingrate  del  faltor  differenziale,  meno  V integrale  deir  in- 
fegrale  trovato  pel  differenziale  del  fattor  finito. 

Per  applicare  questo  metodo,  detto  di  integrazione  per 
parti,  si  decomponga  il  differenziale  integrando  nel  prodotto 
dì  un  fattore  finito  per  un  fattore  djfferenziale,  il  che  può  farsi 
in  infiniti  modi,  e  si  scelgano  in  modo  che  del  fattore  diffe- 
renziale si  conosca,  o  si  calcoli  facilmente,  l'integrale,  e  che 
il  nuovo  integrale,  che  ancora  rimane  da  calcolare,  sia  più 
facilmente  integrabile  del  proposto.  Sta  air  abilità  del  calcolatore 
il  trovare  convenientemente  questi  due  fattori. 

EsmiPi. 

1)  Prendendo  logx  per  fattore  finito  e  dx  per  fattore  dif- 
ferenziale abbiamo,  integrando  per  parti, 

flogo^itees allogo;—   1  £te  =  x(log ap  —  1) -h  C. 

2)  Cosi  pure  abbiamo,  se  m^  —  1, 

x~loga?dx=    I  loga?d^^— p  = 

se  m=:—  1,  abbiamo,  senz'altro, 

log  a?  ~  =  J  log  a?  d  log  a?  =  —  (Ig  a)*  -f  C. 

3)  j  cos  (log  x)dx=:^  \x  cos  (log  x)  —  =  ixd^ìi  ^o%x) 
(1)  =  X  sen  (log  x)  —  {  sen  (log  x)  ete, 


e»  analogamente, 


(2)  j  sen(logflt?)(Ì^=i=—  p»dcos(loga?)  =  ^fl?cos(loga?) 

+  rcos(loga?)cte, 
cosichè  la  (1)  diviene 

j  cos  (log  a))dx  =  x  [sen  (log  x)  +  cos  (log  a?)]  —  j  cos(log  ^)Éte 
da  cui 

j  cos  (log  w)  dx  =  -5-  X  [sen  (log  x)  +  cos  (log  x)]  +  C  ; 

e  dalla  (2),  in  virtù  della  (\\  ricaviamo 

sen  (log  x)dx  =  — •  a?[sen  (log  x)  —  cos  (log  a?)]  +  C. 

21.  Una  formola,  che  contiene  come  caso  particolare  quella 
della  integrazione  per  parti,  e  che  può  riuscire  utile,  si  ottiene 
nel  modo  seguente. 

Indicando  con  u\v\ u" , t?" , • . .  le  derivate  àì.u^v^  abbiamo 

applicando  T integrazione   per   pai^ti   all'integrale   dell'ultimo 
membro  abbiamo  ancora 

Cuv^""^  dx  =.  wt>^«-'>  —  u'v^"^^  +  fu 't?«^^  dx, 

e,  integrando  per  parti  l'integrale  del  secondo  membro, 

r«o'»'  dee  =  «««'*-'>  —  tt'»<»-«  +  t«V»-«  —  ftt'V^'rfa:,    ■ 
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6,  COSÌ  di  seguito,  otteniamo  la  formola 

r«»'"'daj=  «t)"^'>— «V»-*»  +  «V»»-*'— . . .  +  (—1)"-'  w'"-"t> 

CoBÌ,  ad  esempio,  se  u  =  /*(a?),t?  =  — ;j-,  dove  f{x)  è  un 
polimonio  razionale  intero  in  x  di  grado  (n  —  1),  essendo  al- 
lora  M<"'  =  /•<»>(«)  =  0,  ©"■'  =  -^ ,  abbiamo 

Ciff{w)dx  = 

in  particolare 

re^x*^da)  = 

a  [^  a  or  ^    '  a"*        J 

22.  È  quasi  superfluo  avvertire  come  i  metodi  suesposti 
possano  venire  successivamente  e  ripetutamente  usati  pel  cai* 
colo  di  un  integrale,  e  come  spesilo  giovi  ricorrere  a  speciali 
trasformazioni  ed  artifizi. 

ESBMPL 


osservare 


1)  Per  calcolare  f  are  sen  y     ■  ■.  dx,  possiamo 
prima  che  are  sen  y      ^-     =  are  tg  jA  — ,  cosichè  abbiamo, 


m- 


^Aì^^^^mfn^^r-^ 


U 
tegrando  per  parti, 


I  are  aen  y  da?  =  i  are  tg  y  —  cto  = 


I  Per    ealeolare    V  integrale    dell'  ultimo    membro    poniamo 

?^,  x=:y\  ed  allora 


J    a 4- a!  J  a-^-y^         J     a-^y*  J  a-^y* 

=  2y  -  2|/^are  tg-^  =  2|/7-.  2  |/7arc  tg  l/^  , 
J/a  ^    a 

e  quindi 


I  aresen  y  eto  =  (a?  +  a)  are  tg  J/ l/a^+  C, 


od  anehe  =  (x  +  a)  are  sen  1/  —^ l/ax  -f  C, 

2)  Volendosi  T  integrale 

1=  f ?iL_ 

J  ax^-j-bx  +  c  ' 
osservi  che  ax^'hbx-hc  =  a  1  (  ^  +  -^  )  +  L 


SI 

cosicbè 


_J_^  1   dx 

J   (^■^2^>)-^-l?- 


Se  4ac  —  J»  >  0,  poiché  dx  =  d{a!  +  -^  ,  V  integrale 
secondo  membro  è  della  forma   j- , ^ ^,  e  quindi 
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del 


arctg 


^  2a 


V^^    V' 


'4ac  —  V 


.arctg 


4a» 
2ax  +  b 


Se  4ac— *»<0,  l'integrale  è  della  forma    T^ita»' ®  *^"'°^' 

d        |/&«_4ac 


a 


:^/Z 


log 


4a* 


4a^ 


—  4ac 
40* 


2a«+  ft  —  j/é*— 4ac 


J/é«  — 4ac  ^laoì  +  *  +  |/F=ìcc 
Se  4ac  — J*  =  0,  è 

1     r       <to        _       1         1        _ 
al/         ftV""       «  *"" 


Gosichò,  riassumendo, 
/         2 


/d»         _ 


l/ioc— J* 

2 
2aa?  +  * 

1 


2ax+ft* 


arctg-r^=-+C  se  4ao— ft»>0 


|/4ac— ** 


+  C 


»  Aac — JM) 


log?2f±ÌÌ:^+C  .  4ac-y<0. 


V*»— 4ac      2ax+lH\^l>'-4ac 


16 


In  particolare,  se  a  =  1,  e  r=  1,  a  =  2  cos  9,   4ac  —  J*  = 
4  sen*  9,  abbiamo  la  formola  alcune  volte  utile 

Jdx  1  X    ^  +  cos  9  .  ^ 

1  -f  2a; co894-«*      sen  9        °     sen  9 


Q\       r     Ma?  4-  N  —  M    f- 


a;é2:v 


-/a 


dia; 


4) 


5) 


au^  +  bas-i-c  J  au^+bx+c        J  aa^+bx+c 

_  M     r2aa;+6  — ft  j.   r       rf.r 

"  2a  J  ax*+*a;+ e  ***  +  "  J  «««+  6»+  e 

2a  J  aa^+bx-^c         \         2a/  J  ax*+bx+c 


/da;       _  r         (to 1_  r    d(oa;"*) 
(a+*x»)7      -^  ««(a*-* +  6)^            ^-^  (<«?-» +ft)^ 


1    (ax^+b)    *        _         X 

■~       2a       ___!_  ~"a|/a  +  *i» 


+  C. 


dw rj/l  +a!  +  i 

l/r+S'-l/r^^  ""  J  2a; 


i/r^ 


dx 


/l  +  a?      dx      ,    ri  — 
a?    21/7T5    J"^ 


1  — a?       dd? 


2|/r^ri^' 


dove  supponiamo  rz;  diverso  da  zero  e  |a?|<l. 
Osservando     che  r=  d\/\  ^  (^   a 


2[/TTx 


ZVY—x 
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"dl/l — X,  siamo  indotti  a  provare  le  sostituzioni  [/ìH-xz=zy 
nel  primo,  |/l — xz=z  nel  secondo  integrale  dell' ultimo  mem- 
bro della  formola  precedente.  Ciò  facendo,  il  primo  integrale 
diviene 

/y^dy        fy*  —  1-f  1  ,  1    ,     y  —  1 


ed  il  secondo 


e  perciò 


1   ,     z  —  l 


Jz^az  .    1   ,     z  —  l 


JVl-hx  —  yi  —  x  2         (l/l+a?4-l)ft/l-rr+l) 


=  j/l  +a?  +  l/l— a?  +  log 


(|/l+a;4-l)(j/l-rr+l) 


a; 


ESBRCIZI 


^    r  dx  2  ±  « 

1.  1^7====— -^====  =  5-^  (I). 


^     ri — sena:  ,        ,     , 

2.    1 — ; rfo?  =1  log  (a? -f  cos  a?). 


3.  J[/2— 3x^7 x'ila^  -  I) da?  =  ^(2— 3a?+7a;»)^ . 
'  Jl  —  Zw+Sx'—bai'  ^~  ^^1/7  — 2a?-h3a;^-5a;« 


(*)  Tralasceremo,  per  brevità,  di  aggiungere  la  costante  arbitraria, 
tranne  in  qualche  caso  speciale  ove  ciò  sia  opportuno,  come  si  inten- 
derà subito  eseguendo  il  calcolo. 
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6   f__*L_  = L_ 

'  J  seno^tgo;  seno;  ' 

6     C     ^      —  ^ 

8.  JSLlÈ^MIax  =  ^  [ia+db\^ìS^]  log  a> . 

-     f  xdx  1         a*  +  a^ 

1.  r««Iog(l+e»)d«  =  (l+e*)log(H-0— e'+C 

2.  J-i^  =  ir-Iog(l  +  e«). 

^^  =  ««arctg-  +  -^-a«a.. 


e     rx  +  cosx.         1  +  senx 

5.    I dx=x 

J  l — senx  oosx 


6.    j  y-— ^ are tg xdx  =|x-'n- are tgx laro tga?-log|/l+ 

/X£«dx_ 
(l4-x)«- 


-     I  xe^dx  _    ^ 

7.     |-,,^-__j_ 


"-^'T^-^^r.r 


:^\r.r-rr<'r 
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18. 


/: 


dx 


X 


(n  qualunque   diverso 


da  zero). 

are  sen—  dx  =  x  are  sen h  |/a*  —  x*. 


20. 


j  xarcsen  —  dx  =  -j'\2x*  —  a^)sircBen hxl/a*-x*  1. 


2) .    farctg—  dx=arctg  ^  —  ^  log(a»-fx*). 
22.    j  X  are  tg  —  dx=  -ó^K^c'  +  a*)are tg axl , 


23. 


Jdx        _ 


j[/¥ 


—  are  sen h  C  =  — arceos hC, 


1        ,  V^^_^n 
— arctg^— — -  +  C,. 


24. 


I  !- 2.da?  =  J/a?'  — a*  +  «aresen — . 


1  |/?^^ 


/dx 1  |/Vl 


26.    r-=È=  =  2arcsenl/^ 
J  yax—x^  ^    f^ 


a 


27.    I  I/a* — a;*da;  =  -:r-aj|/a*  —  .r*  4-  -rr-arcsen — , 
J  2  2  a 
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28,  Jx*]/a*  —  x'da:  =  -^\a* arcsen -^  +x{2x*—a*)\/a*  —  •^'l. 

29.  J(a*-»«)7(fa-^(^'-^'>^ 

3<>-  f(^^  =  -^{7Tb^)^  pern  qualunque  di- 
verso da  -1;  se  n  =  -l  è  J_-^  =  2-log^. 

(tg'*a;  +  tg**'*^57)cfx=r: -S — —  per  n  qualunque  diverso 

da — l;sen=:— le  jf-r^ h tga;ìdx=^logtgx. 

32.  Se  n  è  intero  positivo  si  ha 

J   °  n  —  1        n — 3      n  — 5 

dt-2— :;i(tgaj— a;)    se  n  è  pari 

it  -%-  ±  log  cos  a?    se  n  è  dispari* 

33.  Se  /*(x)  è  funzione  razionale  intera,  abbiamo 

-^[m-9!-.^>-...], 
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f/-/  X            w             cosoarf-.  ,       f\aì)  .  P^(x)  -i 

J/-(a;)sena«<to= 5^[^(^)  ~  ~5»T.t. -^.-r •••  I 

34.  Se  /*(ji)  è  funzione  razionale  intera  digrado  n  —  1,  ab- 
biamo 

J  ll-x)'^'''*"  |n_  1  -*  1(1  -a;)-»  ^^^^      (1  -<r)»-^  ^*^ 
+  jìi=^r(«)-. ..+  (-!)"-*  Y^/'"^'(«H(-ir/^'""(*)]- 

35.  I  X  arctgj/— dtB  =  -5-(x*  — o'jarctg^- 

l/ò^  ri         i 

1  a!*arctg  1/  —  rfjjrr  —  (as'  +  a*)  are  tgl/  — 

foc'»  are  tg  |/il  rfa> = ^j-^  ja»^'  +  (—1)»  a!*^\  are  tg  |/iL 

n+lL2n+l*       2n— 1*^      ^2n— 3 

—  2   !_5^^"^^ . . .  +  (— l)»^ -|-a»-'<p+ (-l)'»a*l . 
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Integrazione  delle  fnnzloni  raBlonall. 

23.  Si  posseggono  metodi  certi  per  la  integrazione  di  al- 
cune classi  di  funzioni;  tra  esse  si  presentano  prime  le  fun- 
zioni razionali. 

Le  funzioni  razionali  intere  si  integrano  senz'altro,  giacche 


/' 


{fiffic:^  4-  Oi»**"*  +  . . .  -f  a«,^ia?  -f  a^dx 


tn-r  l  Tìl  C 

24.  Passando  alle  funzioni  razionali  fatte      \  !  ,  dove  F  e 

(p  sono  funzioni  intere,  se  il  grado  di  F(^)  supera  o  uguaglia 
quello  di  (f{x)  è  opportuno  (ma  anche  per  le  considerazioni  che 
seguiranno  non  necessario)  eseguire  la  divisione  di  ¥[w)  per 
<f{jx),  ottenendo  cosi 

dove  Qix)  è  funzione  intera  ed  il  grado  di  f(x)  è  minore  di 
quello  di  (f{x)\  allora,  poiché 

il  problema  è  ridotto  alla  integrazione  della  frazione  più  sem- 

plico  A-T'i  ^^®  possiamo  supporre  inoltre  irriduttibile. 

La  integrazione  di  questa  si  opera  integrando  altre  frazioni 
più  semplici,  corrispondenti  alle  radici  della  equazione  9(0?)  =  0, 

nella  cui  somma  si  decompone  la  ^j-^ . 


ti 
Se  A  è  radice  delta  equazione  9(x)  =s(S,  ol  il  suo  grado  di 
moltiplicità,  cosichè  sia  ^(x)  ==  (x  —  a)*^i(x),  allora  esistono 
delle  costanti  A^^, Aa_i,... Aj  tali  che 

(U  f  (x)  _     A^  Ag^i  .     A,        fa(x) 

^'^  9(x)  -  (x-a)«'^  (x-ar*"^ •••■*'  x-.a"^  9,(x) 

dove  fa(x)  indica  funzione  razionale  intera. 

Cominciamo  dal  provare  che  si  può  determinare  A^  in  guisa 
che  risulti 

/o)  A^)  ^         n^)        ^     A^  /Ito) 

dove  /^|(a7)  è  funzione  intera. 
Invero,  abbiamo  identicamente 

f(^)^     K      ,         m  Ag     ^     A^ 

9(x)       {x—a)^     (iP— a)*?i(x)      (x—a)^      (a?— a)* 

/'(a?)-Aay^(a?) 

che  diviene  la  (2)  se  assumiamo  A»  =  A-r,  dove  f{a)  e  (p,(a) 

sono  certamente  entrambe  diverse  da  zero  per  le  ipotesi  fatte, 
poiché  allora  /"(a;)  —  A^  ?i(a?)  risulta  divisibile  per  x  —  a,  e 
possiamo  porre 

essendo  cosi  fi(x)  funzione  intera. 


Applicando  Io  stesso  procedimento  alla  frazione 


(x-<i)«-'?.(a;)' 
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ed  alle  analoghe  che  successiVatiaente  si  ^resentàQo,  si  arriva 
evidentemente  alla  formola  (1). 

La  determinazione   effettiva    delle  costanti  A  &  riassunta 
nelle  formole  seguenti: 


X — a 


x—a 


(3)  /  A      _/;(«)       ^/^x  _  /ì(ar)— A^,(p>(a;) 


X — a 


rai^y- 


./à-i(g)-A|<p,(a:) 


a: — a 


ed  è  a  notare  che  le  operazioni  indicate  si  eseguiscono  con 
relativa  celerità,  giacché  i  quozienti  delle  divisioni  per  x—a 
si  ottengono  subito  colla  tavola  del  Ruffini,  e  si  ha  anche  il 
vantaggio  di  avere  un  controllo  della  esattezza  dei  valori  delle 
A  nel  fatto,  che  se  qualche  valore  non  è  ben  calcolato,  la  suc- 
cessiva divisione  per  x  —  a  non  da  più  zero  per  resto. 

Osserviamo  ancora  che.  se  9,(0?)  fosse  una  costante,  sarebbe 
allora  f(x)  di  grado  al  più  «-1,  la  /[{x)  di  grado  al  più  a-2,  ecc. 
cosichè,  la  fa-ii^)  riducendosi  ad  una  costante,  la  /«(x)  sa- 
rebbe zero. 

Se  poi  b,...c  sono  le  altre  radici  della  equazione  (f{x)z=zO^ 
/3,...'/  i  loro  gradi  di  moltiplicità,  poiché  esse  sono  radici, 
collo  stesso  grado  di  moltiplicità,  della  yi(a;)c=0,  si  vede  che. 


applicando  alla 


lo  stesso  procedimento,  e  tenendo   pre- 


è& 


sente  l' uitiaui  osservazione,  si  giunga  alla  forinola 

nx)_     A  Ag-,  ,       A, 

^(a;)  ~"  («— a)«     (x— a)""'  "^  *  '  '  "^  x— a 

■      BjS  _  ,       Bg-.       .        ,      B, 


+ 


^  (a:-c)T  ^  (ar— c)Tr-'  ^  •  '  '  ^   ^—c  ' 

f(x) 
ed  otteniamo  cosi  la  decomposizione  della  -7—-  in  frazioni  sem- 

plici. 

25.  ia  frazione  -j-r-  non  pwó   decomporsi   in   frazioni 

semplici  della  precedente  forma  che  in  un  sol  modo. 
Invero  se,  procedendo  in  altro  qualunque  modo,  si  trovasse 

nx)_     A'>.  A'«._.  ._B'i5'       . 

si  avrebbe 

A/.  A  nt 


T-\-..^ 


(a?— a)*  (a?— a)«' 

per  tutti  i  valori  di  t  diversi  da  a,  &, .  . .  ma  prossimi  quanto 

si  vuole  ad  a,  d, . . . 

Dico   primieramente,  che  aLz=.a  \  giacché   se  fosse  a  >  a', 

A 
ricavando  dalla  formola  precedente  il  valore  di  ■; — ^^^  e  ri- 

ducendo  il  secondo  membro  al  denominatore  comune  (a;-a)*~''^(x), 
dove  'i(a?)  non  si  annulla  per  d?  =  a,  avremmo 


u 

Prendendo  x  con veoiaa temente  vicino  ad  a  possiamo  ren- 
dere il  secondo  membro  minore  di  qualunque  quantità  prefis- 
sata positiva  1,  e  quindi  la  costante  A^  deve  essere  zero;  e 
COSI  pure  si  vedrebbe  che  devono  essere  zero   le  costanti  A^_,, 

Dimostrato  cosi  che  oc  =  a',  la  formola 


ci  (ìk 


(x^-a)' 


■  +  ...= 


A' 


(a?— a)« 


+  ... 


dove  '^iice)  non  è  uiinullata  da  x^a,  da  cui 


|A.-Ag  =  lx-a| 


■Ux) 


Ji 


6  qui  pure  si  vedrebbe,  come  precedentemente,  che  A^ — A'(^=0, 
ossia  A^  =  A\* 

Sopprimendo  allora  dalla  (1)  i  due  termini  uguali  nei  due 
membri,  si  dimostra,  nello  stesso  modo,  che  A^-i^^^^'a-i  ^^ì 
e  poi  che  (3==:;?,  Bg  —  Bg,  Bg_i  =  B'^j,  etc. 

26.  Decomposta  la  frazione        --  in  frazioni   semplici,   la 

integrazione  del  difTerenzlale  ^-^rfx    è  immediatamente    ese- 
guita,  giacché  abbiamo,  supposte  reali  le  a,  i, ..., 

^T—^  d^  =  ; — iVT— ^-^1  -^  7 — cirr^^ — rs"*  - ^  +  K l*>fr  (^^^) 

(1)   -i;s=ii^rwF=-iJ32^Ì»p--À+«.i»«^(-« 


1 


I 


§e  a  è  radice  semplice  la  parte  di  integrale  che  da  essa 

proviene  è  semplicemente  AJog(a? — a),  dove  A|=r:  ^-t-t. 

Osservando  che  dalla  eguaglianza  9(/i?)= (a? — à)(fi{x)  si  ri- 
cava f'(x)z=z(fi{x)'h{x'- a)(j>\{x)  e  quindi  y'(a)  =  <pi(a),  abbiamo 

ancora  Ai=^y--;  e  cosi  pure  se  b  fosse   radice   semplice  si 

avrebbe  Bi  =  ^7-rT  ecc.  Se  le  radici  della  q)te)  =  0  sono  tutte 
fio)  ^' 

semplici,  gioverà,  per  determinare  i  coefficienti  corrispondenti 
A],  Bi...,  far  uso  di  queste  formolo. 

27.  La  decomposizione  precedente  in  frazioni  semplici  vale 
in  ogni  caso,  anche  se  la  (f{x)  =  0  ha  delle  radici  complesse. 

Ma  noi,  almeno  per  ora,  cioè  fino  a  che  non  siano  trat- 
tate convenientemente  le  funzioni  di  variabili  complesse,  non 
possiamo  eseguire  la  integrazione,  a  meno  che  non  si  possa  li- 
berare dagli  immaginari  il  secondo  membro  dello  sviluppo  di 

^7— i.  Ciò  riesce  facilmente  se  i  coefficienti  di  f{x)  e  y(x)  sono 

reali.  Allora  le  radici  di  9(0;)  =  0,  ove  siano  complesse,  sono 
coniugate. 

Supponendo  a  e  b   radici   semplici   complesse    coniugate, 

a  =  u4.iV,  J  =  z;.  — iV  (t=|/I=T),  abbiamo  A,  =Q^^ÌA!^  =  G 

a'(ix-|-*>) 

+ 1 H,  B,  ==  ^!:^~^'!\  =G— iH,  e  la  parte  -A.  ^  — 2i—  dello 
Q>'(a — 21/)  '^  X  —  a        X  —  b 

sviluppo  di  ^y-Ti  che  da  esse  proviene,  riducesi  a 

G-fiH      ^      G  — m    ^  2G(a?— fx)  — 2Hy 
X — u  —  ly      a?  — a-fiV  (x  —  u)*-fv* 


che  è  scevra  da  immaginari;  e  la  corrispondente  parte  di  in- 


sa 

tesrale  di  ^-4dx  è 

=  G  \q^[{x  —  |u)*  -f  V*]  — 2H  are  tg  ?^J^ , 

28*  Supponiamo  ora  a^fi  +  ?":>,  é=fA  —  fj  radici  coniugate, 
il  cui  grado  rli  moUipIicità  sia  a,  cosichè  '^{x)^^^ify{x),  tl^bimìo 
posto,  per  brevità,  r.=^{x  —  fi)* 4- >%  Dico  che  allora  esùtono 
delie  costanti  reali  P*.  Q^,  P^_i,  Qa^i,...  tali  che 

(/otte  /(,(«)  è  funzione  intera. 
Infatti,  avremo 

dove  /I(t)  è  funzione  intera,  poiché,  se  nella  identità 

f{x)  _  P,.r  +  Q,         f{x)  P,g  +  Q„  „  P,a;  +  Q^ 

determiniamo  P^  e  Q^  dalla  equazione 

(3)  n?  +  tO  -  [PaCfii  +  »V)  +  Q  J  ^,(.a  +  r,)  =  0, 

risulterà  /"(a?) — (P«*  +  Qo)  flivisibile  per  x  —  u.  —  ik  e  per 
ss — U.  +  ÌV,  e  quindi  per  /i,  ed  essa  divìoiie  iippunto  la  (2). 
Dalla  (Li)  si  possono  effettivamente  determinare  le  quantità  reali 
P^  e  Q«,  giacché  la  (3)  è  della  forma 

P.(f^  +  -)  +  Q«  =  ^^  =  G.  +  ^'H„, 


m 


dalla  quale  Pal^+Qa  —  Ga,  t^aVrrHa  e  <Ìa  queste 


P   — ^      O 


_G^v-H^ 


Operando  allo  stesso  modo  sulla  frazione 


/.(*) 


__,    ,  -     e  sulle 
p*-'?,(a;) 

analoghe  ohe  soccessivamente  si  presentano,  si  giunge  alla  for- 

mola  (1). 

La  determinazione  delle  costanti  P,  Q  è  riassunta  nelle  for- 

mole  seguenti: 


(4) 


P„= 


H. 


Q. 


■  Gg^-Baft. 


/:(»)= 


P«-.= 


H(x-i 


Wflt-i 


<j.,(fx  +  »y) 


P.= 


H. 


Q.^ 


.  ,^x  _  /•a..(a:)-(P.a;+Q.)9.(a;)- 
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Anche  qui  può  essere  opportuno,  per  eseguire  le  divisioni 

per  6,  cioè  per  dividere  successivamente  per  a;— y. — tv  e  per 
?:  X  —  jx-f  tv,  di  far  uso  della  tavola  di  Ruffini;  e  si  osservi  an 

|!  che  qui  che,  ove  7i(x)  fosse  una  costante,  /*a(^)  risulterebbe  zero. 

?^  29.  La  funzione  -—  non  può  decomporsi  che  in  un  sol 

fi'  ^  .r       .      .  ,    .  ^  ,,    ^  A        Px+Q 

;  -  modo  m  fraztont  sempltct  della  forma  .  _ivA.  — 5^ —  • 

Infatti  se 

^^        ?(a?)~(a:-*)P  ^"'^       p«        ^ (a?-*)^'^-* 

^'  1  75?  r  •  •  •  » 

V  ■ 

\:  si  dimostrerebbe,  come  al  n.  25,  l'identità  delle  parti  dei  due 

r'  ■  '  B 

^.\  membri  che  contengono   frazioni  della  forma  r— -rrg •  ^^^  ^^' 

I  mostrare  ancora  l'identità  delle  parti  restanti,  cominciamo  dal 

f  provare  che  a  =  a .  Invero,  se  fosse  a  >  a',  ricaveremmo  dalla 

formola  precedente, 

dove  '^{x)  non  si  annulla  per  a;=:fxd:ti/.  L'ultima  formola  vale 
per  valori  di  x  diversi,  ma  vicini  quanto  si  vuole  a  fx  ±r  aV,  co- 

sichè  potremo  dire  che  lim  (P^a?  +  Q^)  zn  limp    l      nzQ   i) 

ossia  Pa(|x4-2v)+Qa=0,  da  cui  Pa/x-fQ^zirO,  P^v  =  0,  e, 
poiché  V  è  diverso  da  zero,  avremo  Pa  =  0  e  quindi  anche 
Qa=0.  Allo  stesso  modo  si  dimostrerebbe  che  Pa.i=0|  Qa-i=Ov 
Pa,^=0,  Q^,^iz=0,  e  perciò  aizza.  Ciò  posto,  dalla  (I)  ri- 


*)  Verrà  in  seguito  esattamente  definito  il  limite  nel  caso  di  varia- 
bili complesse. 
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caviamo 

e  da  questa,  come  precedentemente,  P«  —  P'»  =  0,  Q^ — Q'^^  =  0. 
Tolti  dalla  (1)  ì  termini  uguali,  si  dimostra,  al  modo  stesso, 
che  P«_i =?'««_„  Q«_i=Q'«_i,  e  poi  che  Pa^=P'«_„  ecc. 

30.  La  parte  dell'integrale  di  —-^  dx  che  proviene  dalle 

radici  f^driv,  il  cui  grado  di   moltiplicità  è  a,  &  composta,  in 

r? \« — im^' 

dove  m  è  intero  positivo,  il  cui  calcolo  si  effettua  nel   modo 
seguente. 

Se  9n  =  l  abbiamo 

=  ^  log  [(a?-fA)«-i->»]  +  (Q-f  P(x)  —  are  tg  ^.=ii . 
Se  m  è  diverso  dall'unità,  abbiamo 

PI  /*         d^ 

'^"'2(w— 1)  [(a;-a)»+v«f-'  +(Q  +  P'")J  [(a:_^)t+^.]m  » 

e  rimane  cosi  da  calcolare  V  ultimo  integrale  Izz:  f  =7 = — sr-. 

A  tale  scopo,  pongasi  a?  — (x  =  i/y  ed  allora 
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ma 


(U 


~J  (l+yT-^     J   {14-yT  ' 


J(H-yr  ~J^^(  2(m-l)(l +»*)"-*) ' 
da  cui,  integrando  per  parti, 

r   y^dy ^ 1        C_Él_ 

J  (H-yT~      2(m— l)(l-f  y»r-*      2(w-l)J  (l-hy^'' 

e  la  (1)  diviene 

r     rfy      __       1 y  2m      3  r__dy__ 

J  (1-f  yr  ~2m— 2(l  +  y«)'«-»'^2m— 2j  (1  +y«)'*-^  ' 

formola  di  riduzione,  colla  quale  il  calcolo  di     f  7; —  ,,^  è 

J  (l+y*r 

ridotto  a  quello  di    |  -^i — Tm^r-  Applicando  la  stessa  formo- 
la, il  calcolo  di  questo  si  riduce  a  quello  di    j  — 755^5-    e 

cosi  di  seguito,  finché  si  giunge  a    |  •Y-^  =  arc  tgy. 
Cosi  si  verificherà  subito  che 

Jdy  1         y  1  ^ 

C      dy       _  1  V  3         y  3 
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e  ia  generale 


r    <i»    _     i y         a 

J  (l+yT~2m-2  (1+y*)"^'  "*'(2m- 


2m— 3 


-2/(2»»— 4)  (l+y*)"^ 
(2w— 3)(2m— 5)  y 


-+.... 


(2m--2)(2m  — 4)(2»t— tj)    (l+y*)*»-» 

,  (2m~3)(2m— 5)...3.1    /     y      ,        ,     \ 
+  (2m-2)(2m-4)..,4.2   VTT7'"'''*^V- 

Per  tal  modo   si  riesce  a  calcolare  V  integrale    j    i  ,    tyn» 

e  quindi  T  integrale  I. 

Trascriviamo   qui,   per   comodo   del    lettore,    le    parti   di 

'  dx  che  nascono  dalle  radici  [J'-±ìv,  quando  il  grado 

di  moltiplicità  sia  2  o  3.  Nel  primo  caso  esse  danno  orìgine 
alla  espressione 


e  nel  secondo  a  questa  stessa  espressione  cui  si  aggiunga  la 
1       (Q,+P.f^)(^-.'^)-P»»* 

nelle  quali  i  valori  delle  P  e  Q  sono  quelli  che  competono  a 
ciascun  caso,  e  che  abbiamo  imparato  a  determinare. 
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31.  Da  tutti  gli  sviluppi  fatti  fin  qui  si  raccoglie  infine  che: 
L'integrale  d'un  differenziale  razionale  è  esprimibile 

in  termini  finiti  mediante  funzioni  algebriche,  circolari  e 
logaritmiche. 

32.  Diamo  ora  alcuni 

Esempi. 

2a:-f  I 


1)  Sia  da  calcolare  \  =  j  ^_^J^^^^_^ 


doo. 


Abbiamo  f{x)  — 2x^-1,  (f<a?)  =  a;'— 6^-flld?— 6. 

Si  riconosce  subito  che  1  è  radice  della  9(0;)  =  0,  e  quindi 
le  altre  due  radici  sono  quelle  della  a;*  — 5a;  +  6  =  0,  cioè  2  e  3  ; 
perciò 

y(x)  =  (a?— l)(a;  — 2)(a?  — 3) 
(}.'(x)  =  (d?— 2)(a?— 3)  +  (a?  — I)(a7— 3)+(^  — l)(a:  — 2). 

Cosichè  avremo  (caso  delle  radici  della  9(x)=:0  semplici) 
I = A  log(a:  —  1  )  -f  B  log(a?  —2)  +  C  log  {x  —  3)+ cos  t, 
dove 

^-7(17-2-'  ^-7(2r— ^'  ^-IT 

e  perciò 

/^3^7TF:::6-*"=  4  iog(«-i)-5iog(»-2) 

2)  1=1  -s i r  **^» 
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/•(«)  =  òx+2.  (f(x)  =  3?-  a:*+  aj—  1  =  (a?—  1)  {X—i)  (a?  + 1) 

■—(X—  1)  (a;'+  1),  (p'(a?)  =  .*;«+ 1  +  2x(*  —  1), 
per  cui 

I  =A  log(x  -  1)  + G  log(ic»+ 1)  — 2 Harc  tgaj  +  C 
dove 

A-illi-A    fi,  jH-   AO  _    3t  +  2    _    2^3» 
<?'(!)  ~  3  •  "■^*"—    <p'(t-)  —  2»(«  — 1)  — -2-2t• 
_  j2+^i)J— 2+20  _      _^      Jl_  . 
~  8  ~       4         4   *' 

e  perciò 

5  5  1 

l=-^\o%{x  —  \) — _iog(a>»+l)+.^arctga;  +  C 

5    ,         X  —  \        1  ^  _ 


Si  giuuge  allo  stesso  risaltato,  forse  più  presto,  osservando 

3    (V( 

perciò 


che  (vedi  n.  24)  9,(a;)r=ic*4-  1,  e  quindi  /I(x)= s »© 


I  =  A  log(^  -  1)4- ^J^^d^  =  ^  log(a.- i) 
5  1 


3) 


ai* — 5a;*-f  ac —  1 

IT 


da?. 


Essendo  (f(a?)  =  (^ — l)\x-h2),  abbiamo  la  radice  1,  il  cui 
grado  di  moltiplicità  è  3.  Ponendo,  nelle  formolo  (3)  del  u.  24, 

5 
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azniS,  ai=il,  y,(a;)  =  x'+  ì,f(x):=zx^ — òx^-^-x  —  1,  otteniamo 

successivamente; 

A3=-2,  f,{af)  =  x'-2x^ì,  A,=  -l,  rz(^)  =  2x, 

A3=l,  Uix)  =—a;+ìy 
e  quindi 

—  a?4-l 


(a:  —  1)*       X — 1  ^^  '     J     o(^-\-l 


dx 


^^  ^  ~  J(flr-ir(a;*-2aT  +  2r  ^^• 


Abbiamo  una  radice,  1,  e  due  radici,  l=bf,  complesse  con- 
iugate il  cui  grado  di  moltiplicità  è  3  per  tutte. 
Ponendo 

lx=\,v  =  \,oL=:^J{x)=x^\,^y/ix)—{x—\f=zii(?—^x}^'òx—\ 
nelle  formolo  (4)  del  n.  28,  otteniamo  successivamente 

G3=-l,  H3=2,  P3  =  2,  Q3  =  -3,/;(a:)  =  -2a;«4-5a?-l, 
G,=  ^  1,  H3  =  4.  P,=4,  Q,=  -6,  A(a?)  =  -4a:«-f  90?— 3, 
G,=-l,  H,=6,  P,zz6,  Q.  =  -7,  ;^3(a;)=— 6^«-f-13a?-5, 

ed  allora  rimane  da  integrare  l'integrale    j  ZI-5LJ1— ^Zp  dx^ 
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pel  calcolo  del  quale,  poneado  a=l,x  =  3,  f,(a;)  =  l,  /'(<r)= 
—  6^+13a;— 5  oelle  formole  (3)  del  n.  24,  otteniamo  suc- 
cessivamente 

A,=2,/;(»)  =  -6«  +  7.  A,=  l,  /;(a;)  =  -6,  Ai  =  -6, 

per  cui  sostituendo  questi  valori  delle  A  nella  formola  (1)  del 
n.  26,  e  i  precedenti  valori  delle  P  e  delle 'Q  nelle  formole 
trovate  in  fine  del  n.  30,  abbiamo: 

,  1  1  AI      /         nx    ^     _(a;  — D  — 4 


+  3  log  (dj»  -  2flj  +  2)  —  — -  are  tg  (a;— 1) 
I      -(«—!)  — 2        3     r      a?— 1  ,   ,        ,1      ^ 


OS 


1 


«+1 


la  +  9 


(«  —  !)»         4    (x*  — 2a;  +  2)*         *«— 2a?+2 

...      o!*  — 205  +  2        15         .    ,        ,.  ,  -, 
^'*>8      / nt ^arctg(a!  — 1)+C. 


(x-\y 


8 


5)  Trattandosi   di  integrali   semplici,  si   può   alcune   volte 
procedere  per  mezzo  di  speciali  ripieghi,  suggeriti  dalla  pra- 

-5 — r,  si  osservi  che 

»»— l=(a;— l)(««  +  a!+I), 

e  poi  mediante  semplicissimi  tentativi  si  trova 

1  1     /_ì. x  +  2    \ 

{x—ìf       ó    \x—ì        x'  +  x+l/' 


r 


1 
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per  cui 

e  ricorrendo  alla  formola  dell' esempio  3)  al  n.  22,  si  ha 

J-^  =  ~ioe(x-i)-l-ìoe{x*+w+ì) 

-pr""*ì7r— '"• 

Cosi  pure  si  vede  subito  che 

Jdx     _  Jl_    r    dx 1_    r    dx    _  \^ .       x—  1 
a^*— 1  ""  2    J  a>^^        2    J   ;c«-M  —  T  ^^    x-^i 

:^arctg4?-4-C. 

Esercizi. 
a?  —  a^ 


1        f      cfa^        _  J_  1 
Ja;(aj«-a«)~  2a«    ^^ 

r  dx 1 1      .     x+c 

^'    J  {x—by{x+c)~      Tò+c)(x  —  b)'^{b+c)*°^af—ò' 

r  3x*  +  x  —  2    -  4— 5«     .   3,      «»+l 

r rf^ _ì.       (a;—!)*         2a;*-4x  +  5 

■    J  (a?— l)(a;»  — 2a;  +  2)'' ""2   ^!i^-2x  +  2     4(a7*—Zx+2)* 


0.  r ^±i dx= 


3a;*  — 3»— 4      5  ,     ,        ,, 


7. 


/ 


+  ^log(«+l)  -  ^'og(<»*-a;  +  l). 


«.h.tS:^^mo=t-«<"'+^>-'<"»«<-+^' 


+  -y-IOg(«  +  5)- 


X 


x*dx 


a" 


X*  b* 

—  _  _  Jx  -  ^i— ^  log(a:+  J) 


r(4«»— 63a;»+338a:  — 619)d«       3x  — 16       ^,     ,       ,, 


10. 


X 


do; 


a^-^-aP  —  x^-'a?' 


_5jc«  — 2x4-2       ,       rr+l 
+  log  — -— 


4a?*(a?+l) 


1    ,      x^—\  1 


l-4)da; 


3  a?  — 1  2  ^-¥2x 

•  2(1  -ar)  ■*"  3(1  +  .r  ^x')  "^  :^|/3"  ^"''^ ^^    I/3" 


12.  Se  m  è  intero  positivo  o  lo  zero,  n  è  intero    positivo 
ed  è  m<n,  posto 
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B^  =  cos  — -^ —  log  1  a?«—  2ir  cos +  I  I 

n  \  n  / 


•  2  sen  — ^^ '—  are  to 


X — cos 


2ki: 


n 


n  -  2kn 

sen 

n 


ofc-       » 


se  n  è  pari, 
x^dx        1 


1     "  « 


Jx^dx        J  1         * 


e,  posto 


Dk=  —  cos 


(2A+1)C 


|(m  +  l)7T,      r.      ,.          (2A+l)7r     ,1 
^  log  lx« — 2ircos  —  -h  1  I 


^^        (2A  +  l)(m-hl)7r 
4-  2  sen  ^ i —  arctg 

TI 


X COS 


(2A+l)7r 


n 


sen 


(2k-^\)n     ' 


n 


— ^r — .-  =  —     2    D*      se  n  e  pan, 


j 


a»m^^        (—ir  1    ^"^"^ 

^;r|-j-  =  — ^;p-log(aj  +  l)+—     1    Dh  se  n  è  dispari. 


n 


fc=0 


r».  ^  ' 
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13.  Se  n  è  intero  positivo,  m  intero  positivo  diverso  da 
uno,  che  potremo  porre  sotto  la  forma  mzz:m  +  s,   dove  r 
avrà  uno  dei  valori  0,1,2,3,...  ed  5  uno  dei  valori  l,2,..n, 
abbiamo 


r       dx  \  1 

J  x**(x'* — 1)  ""  (w— 1)0?'*"'     (m— w  — 


1)0?'^ 


1 


(m  — 2n-l)x^ 


,«»— 9n— 1 


+  ...+ 


1  ra:"~*dx 


(w  — m — l)iB'"~^' 


1  ' 


J<to 1 1 
x'»(<p"+  1)  "~      (m  — 1)»"*-'       (m  — n—  1 


w" 


+  ...+(-ir+' 


1 


(m— 2n— l)*"^*^' 


(»»  — m— l)x'"~''"~' 
«"-•«te 


^  ^=1- j5ó^=-'°^^  +  /^'''"' 


14.  r_£fL_=_i_ 


1     ,       l+l/2a!  +  a^ 
=-log 


4|/2     "    1— |/2<r  +  x* 


+  ^arctgV^^ 


2|/2" 


1  — X* 


x*da; 


•^•/S 


1    ,     1— X       1 
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'6-  J;<^ = iV  >«g  [(ttt)*  ìtS^ 


1     arctg_Ekl. 

2(/3  1— a:» 

17.  Se  /'(a;)  è  funzione  razionale  intera  di  a;,  di  grado 
minore  di  n,  è 

f  A«)   .^_  na) r(a) 

J  (x  —  af       ~      (n  _  )  )  (ar — a)»-*      (n— 2)  (a;  —  a)—» 


r(a) 


rHa) 


{n-3)\nco~ay 


«-S 


(n  — r— l)|r  (x—a)" 


+     n_l  ■  log  ('«^  -  «)• 


|n  —  2(a;  —  a) 


(giova  porre  a^=y). 


a!*+3 


20. 


J;,f^x^!.2  rf^^T'»g<^-'>-^'^g^'^^^ 


2). 


„,      r  ar*»-'da;  1    ,     ,-.    ».  ■  «"{3«'"+4*'")_LP 


=  —  bg(a'»  4-  «•") — a?'»  ;j— t-= zrr  -»■  C,. 


w^mr 


7a 

22.  Se  m  è  intero  positivo,  abbiamo 
x"'SiTCiga!dx= r-arctga? 7-I—  -— h  — 


X*       1 


I  =t  -5-  :+:  ^  log(l+^)l  se  ?w  è  pari 
±: rrzp are tga? j  se  w  è  dispari , 

23.  Si  dimostrino  le  formolo 

Jdx       __  1  (  X 

(a  +  Jx'^r""    m(n—ì)a     lia-hbxn'"' 

/x'dx       _  1  (      a^' 

{a  +  bxT   ~  m(n  — l)a     |(a  +  Jas"»)»-* 


nelle  quali  supponiamo  n  diverso  da  uno.  Se  n  è  intero   po- 

Jdx 
". '     a  quello  di 

/doc 
r-;r-f  che  si  ricava  facilmente  dalle  formolo  dell' eser- 

cizio  12,  se  m  è  intero  positivo;  la  seconda  riduce  il   calcolo 
di    r . ;— =T:r  a  quello  di    ( =— —,  che  si  ricava  dalle  for- 

mole  degli  esercizi  12  e  13,  se,  essendo  m  intero  positivo  e 
p  intero,  è  p<m. 
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I 


Integrazione  di  alcune  tnnilont  Irrazionali. 
33-  I  differenziati  irrazionali  della  forma 

dove  fé  simbolo  di  funzione   razionale  ed   n,m,.,   sono  nu- 
meri  interi,  si  riducono  razionali,  e  quindi  si  sanno  integrare, 

mediante  la  sostituzione  —  =  v*;dove  k  indica  il  miciiitio 

multiplo  comune  ai  numeri  m,n,.,.,  giacché,  essendo 

_  cy^—a      ,       k{ob  —  ag)tj^^^dy 

il  differenziale  proposto  diviene 

■■      *(«»-w(^^.,-..v-....)fiÉ^. 

dove  m\n\,,.  sono  numeri  interi. 

Si  noti  che  i]  caso  eh—  a^:=:0  non  può  presentarsi,  perchè 

allora  sarebbe  una  costante. 

c  +  ^af 

J  1+l/F 

Posto  x=zy*,  abbiamo 
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=  4  [--^+ -^  +  y_arctg.y— i-log(I +y«)l +C 


4  .  _ 


=  —^a;*  +2i/a?+4l/«"-4arctgp^a!-2Iog(l  +  [/7)+C. 


2)    I: 


,__    [ [(2+3a>)  »  -arldx 

J  (|/2  +  3a;— 2|/'2  +  3a!  —  |^2  +  3a;  +  2)(3fl;  +  2) 

Posto  2  +  3«=y*,  abbiamo 
.  116y»  +  2y«  — 116y  +  2l^         3,3,      14     ,    ,  .  ,    „ 

O  ORO 

+  logy-2Iog(y-.l)-  — Iog(y  +  l)+-^log(y-2)  +  C, 

ed  otteniamo   il  valore  di  I   espresso  per  or,  ponendo,   nell'ul- 
timo  membro,  yz=|/2-f  3r. 

Posto  =  v^  abbiamo 

-=^»-«)/à^=(-«)[/<ar-/,^] 


1 
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che  esprimeremo  per  w  ponendo  y-zziy  . 

34.  Consideriamo  ora  i  differenziali  della  forma  f[x,\/R)(ix, 
dove  R(.K)zr:R  =  a-f  26a?-f-crr*,  e  dove  /  è  simbolo  di  funzione 
razionale. 

1)  Se  c>0  poniamo 


l/a4-2fta?4-ca;*=;2r  —  a?|/c, 


da  cui 


x-=.' 


z^  —  a 


2{z\/r+b)  ' 


e  il  differenziale  /'(a;,)/R)cfa?  diviene  razionale  in  z. 
2)  Se  c<0,  a>0,  poniamo 


da  cui 


2(jg[/^— ft) 


ir: 


C  —  ;3: 


«       » 


e— 2* 


ed  otteniamo  lo  stesso  scopo. 


^ 


1 
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Questa  trasformazione  vale  anche  se  c>0,  a>0. 
3) Se  c<0,a<0,e  le  radici  a,/3  della  equazione  ai'2bx-\'Cx^=0 
sono  complesse,  allora  il  trinomio  a-f  2&x  +  cx'  è  sempre  ne- 
gativo per  qualunque  valore  di  a?;  in  tal  caso  è  inevitabile  la 
considerazione  di  quantità  immaginarie;  ma  posto  [/R^=i\/  —  R 
ricadiamo  nel  primo  caso. 

Supponendo  dunque  a,j3  reali,  poniamo 


da  cui 

C  —  Z^  {C  —  Z^f  ^  G  —  Z* 

Notiamo  che  questa  trasformazione,  quando  a,/3  sono  reali, 
può   adoperarsi   per   rendere   razionale   in    z  il    differenziale 

/(a;,|/R)d6?,  qualunque  siano  a  e  e. 

35.  Per  integrare  il  differenziale  f{x,[/R)dx  è  quasi  sem- 
pre praticamente  più  utile,  ed  anche  teoricamente  più  oppor- 
tuno come  primo  passo  a  ulteriori  ricerche,  procedere  nel 
modo  seguente. 

Si  osservi  che  alla  funzione  f(x^\/R),  razionale  in  j^  e  |/R, 
si  può  dare  la  forma 

dove  le  9  indicano  funzioni  razionali  intere,  che,  moltiplicando 
numeratore  e  denominatore  per  (f^(x)  —  qp4(a?)|/R,  può  scriversi 

?(a:)-f^(a;)|/Rr 
dove  f(x),  '^x)  sono  razionali  in  a;;  e  quindi 

//•(x,  \/R)dx  =  f(f[x)dx  +  f^x)\/Rdx, 
e  la  questione  e  ridotta  a  calcolare 
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/|(x)|/Rrfj:=    r JlL-L-  dx,  il  cui  calcolo,  dopo  aver  decora- 
J    |/ R 

posto  la  funzione  razionale  '|(a7)R  nella  sua  parte  intera  ed  in 

frazioni  semplici,  è  ridotto  a  quello  di  integrali  della  forma 


Jx'^dx      r        da  r         A^-4-B 


dx, 


dove  n  è  intero  positivo,  o  zero. 

Jcc**  dx 
si  riduce  a  una  parte  finita  e 

all'integrale  |  ■    ::;  invero  abbiamo 


^_    cx  +  b-b^^^_^  j^^,      d^ 


|/R 


Jx^ax  _  1      r 
l/R e    J 

+— r«»-'rfi/R"=— —  r^*d«+— x—'i/R 

__  !lZll  Co}»-*\/Rdx  —  —  —    f^' dx  +  —  «»-' |/r" 

n  — 1    r  x^-*  (g  -f  2bx  -h  co?^)  . 
e      J  l/R- 

da  cui  si  trae  la  formola  di  riduzione 


dalla  quale,  ponendo  n=:l  ,2,3,...,  si  ha  successivamente: 
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5*         15J»  — 4ac 


6c» 


)l/R 


(Sy 3aJ\  r  da? 


Li' integrazione   di     ( 7=.  si    riduce    a   quella    di 


Jdx 
{a-  a)l/ll" 
Infatti,  partiamoci  della  forinola 

f    |/R_I_      (w-  t)l/R^  CJ  +  & 


_      (n— 1  )  (a+26a?4CJ!*) 
~  (a;-  a)"!/ R 


ca+b 


(a;— a)"-»|/R 
la  quale,  osservando  che 

a+2*x  +  ca>»=R(a?)  =  R(«)+R'(a)(*  — «)+-^^(a;— a)». 
.  .       R'(«)       R'(«)      R"(«) , 


ctx. 


^^^'^f^jamm^^K 


■^ 
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può  scriversi  così: 

(2)        d \    ^^  1^  - (**-^)K(')<^^  _  (2n-3)lt'(a)(to 

(n— 2)R"(a)d3; 
2(ar— «)»-»|/R' 

dalla  quale,  se  R(a)  è  diverso  da  zero,  otteniamo,  integrando, 

r      dco  1  |/R         (2n-3)R'(g)   r       dar 

J  (x-xWr" [n-\)R{x)  {x-xf-'       2(tt-l) Ii(a)  J  (a;-a)-VB 

(n-2)R"(a)  f       <to 


{x-xY 


2(n-l)R(«)J(;c-a)-VR' 


e,  poiché  da  questa,  facendo  n  =  2,  ricaviamo    1  == 

^  ^  J{x-  ^fl/R 

espresso    mediante    i r= ,  potremo  ottenere,  usandola 

*^  J(x-x)l/R^ 

ripetutamente,     1 '■ — r=  espresso  mediante  j r-5=. 

JCf  — «r|/R      *^  J(x-«)l/R 

Se  poi  R(a)  =  0,  cioè  se  a  è  radice  della  a  +  2bx+at?  =  0, 

allora  la  (2)  diviene 


l/R^l (2n  —  3)  R'(a)dx      (n  —  2)  R"{x)dx 

2(x  —  a)»- VR       2(a;  —  «)'-VR  ' 


da  cui,  cambiando  n  in  n+  1  ed  integrando,  otteniamo 

,o.  r        rfa;  _  2  |/R 

^'  J(x-«)'»t/R~     (2n-l)R'(«)(a'-«) 

(n— 1)R»  r         dw 
(2n-l)R'(«)J(a;_«)-'p/^' 

-p=;    in 

(«  — a)l/R 
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termiai  finiti,  possiamo,  adoperandola   ripetutamente,   ottenere 
dw 

In  quanto  agli  integrali 


il  valore  di     ( ;=:  in  termini  finiti 

J(x_a)VR 


xdx r  dr. 

[(a?_a)«4-v«f|/R'    J  [(a;  — a)«-|-v*]^|/R' 

che  provengono  dal  supporre  che  il  denominatore  di  ^(a7)R, 
uguagliato  a  zero,  abbia  delle  radici  complesse,  essi  si  riducono 

agli  integrali  J^ .   J-^ .   J-^,    avendo  posto 

p  =  (o; — uf-fi/*.  Le  formolo  che  servono  a  tale  riduzione 
sono  piuttosto  complicate,  e  in  pratica,  supposti  noti  gli  ele- 
menti delle  funzioni  di  variabili  complesse,  non  sarebbe  oppor- 
tuno servirsi  di  esse  poiché  si  potrà  allora  supporre  a  numero 

JdiX 

Accennerò  dunque  solamente  al  modo  con  cui  si  giunge  ad 
eseguire  la  detta  riduzione,  lasciando  al  lettore  la  cura  di  eser- 
citarsi ad  efiettuarla. 

Si  calcoli   il    differenziale    d  (    ^        \  procedendo   come 

precedentemente  e  poi  si  integri;  si  troverà  così  una  formola 

,            .                                       *    r*  xdx             r    dx 
che  esprime  una  certa   somma  M  I =r  -f  N  | t=i    me- 

diante     ( =  e    | 7==  ;   si     calcoli    il     differenziale 

di ^^ \  e  poi   si   integri,  e  si  avrà   una  formola  che 

/x  dtX               f*    dx 
t4=.  -f  N,  ( T=  mediante 
|o^l/R        .  J  p'^l/R 

Jxdx          r     dx           r     dx         ^  ,     :,       ^ 
-7= ,     I y^ ,     I 7=  ;    da   queste  due  for- 

6 


"^1 


xdx        e    dx 

ciascuDo 


JQD  (Lx-         /*    cLoo 

j.     ^      f    ajda?         r     dx  r     dx 

espresso  mediante  J-^j^,  j-^-^.  J^;;^^.epo.. 


j.    r  a?afl?        r    aa?         r  dx 
mezzo  di    I  — y=. ,     i 7= ,     I  '    '  >■ . 


che  in  queste  forinole  cosi  ottenute  si  può  fare>n=2,  si 
vede  come  in  ultimo  quei  valori  possano  esprimersi   solo  per 

xdx        r   dx         r  dx 

p|/R'  J   /o|/r'  J     1/1 
Cosichè,  da  quanto  abbiamo  esposto,  si   vede  come    l'inte- 
grazione del  differenziale  f{x,\/R)dx  sia  ridotta  al  calcolo  degli 
integrali 

/dx       r       dx  r  xdx        r  dx 

jTl'  J(a7— a)|/R'  J  p|/r'  J|&|/r' 

dei  quali,  per  le  ragioni  precedentemente  accennate,  i  più  im- 
portanti, e  da  considerarsi  veramente  come  tipici,  sono  i  due 
primi. 

36.  Diamo  ora  alcuni 

Esempi. 

Gomincieremo  dal  calcolare  i  due  integrali  tipici  trovati  nel 
numero  precedente. 

1)         1=  f  ^    ^ 

Se  c>0  facendo  uso  delle  formole  1)  del  n.  34  abbiamo 

J  zy  c-\-b     yc 

=  -7=log(&4-Cir4-l/cl/a-f26a?  +  ccc^)  -h  C . 
Ve 

In  particolare 

dx 
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Se  c<0,  a>0,  usando  le  formole  2)  n.  34,  abbiamo 
dz  .^  r        dz  2 


J   c  —  z*  J  (l/-cM«-h;j« 


arctg-^4G 


2          ,    l/a4-2ft.r-hca:«  -j/a      ^ 
=  -,-7=arctg!^ -y= !^-f  C. 


Se   c<0,   a<0   e   le   radici    x,fi  della   a -f 26x' i- ex*  =  0 
sono  reali,  usando  le  formole  3)  del  n.  34,  otteniamo 


2  ^     [/a'h2ba-\-caf^      ^ 

1  = ; are  tg  ^ .         -h  C. 

y—c  {a!  —  (x)y~c 


Però,  quando  c<0,  giova  calcolare  il  nostro  integrale  senza  far 
uso  delle  formole  precedenti,  ma  semplicemente  osservando  che 

1         r dx 

"V-  J  (/-(-|-)V^ 


l/=^ 


.are  sen 


i/^ 


4-C, 


—  ac 


dove  è  J'  —  ac>0,  altrimenti  le  radici  a , /3  essendo  complesse, 
si  avrebbe  da  integrare  -r-  |  ,   che  appartiene  al  pri- 

mo caso  in  cui  è  c>0. 


2) 


J    (X- 


«fa? 


a.)[/a+2bx+cg* 


B4 


Per  integrare  giova  scrivere  coai: 
1=^  f  ^^ 

cosichè,  posto  X  —  ^^y,  é 

i^  f '^y.  _  . 

Jy|/R(a)4-R'(^)y  +  cy' 
Se  c>0,  la  sostituzione  1)  n.  34  ci  dà 


=    log  /-—        so     R(i)>0 


I, 


are  tg 


e  perciò 


rfjj 


(X— ^)|/e"Ì 


1       j^    (j-ii}l/c  +  |/Rr-|/R[a) 

|/R(^  °'^{«-a)|/c"-fl/R+l/K(r) 


se     R(2)<U, 


+  Cse  Rt3t)>0 


>  l/-R(a) 


^      arctg±Il^S^±i^+CseR(.)<0. 


|/-R{^) 


Se  c<0,  R(a)>0,  la  sostìtu/Joue  2)  n.  34  ci  dà,  in  modo 
analogo, 


|/lM«)l/R-R{=')-^\x-: 


■) 


I  =  77=^,  log ~ -<-  C. 


R(«) 


che  vale  anche  se  c<0. 

Se  c<0,  R(j)<0,  iudicandt.)  con  y,ù  le  radici  reali  della 
R(i:t)  +  R'(^)^  "f  c^*  :=:  0 ,  ricordaiido  che  y  ^  ar  —  x    e   quindi 


=/ 


dy 


,vl/R(«)  +  R'(a)y  +  cy 

dz  2 
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,  la  sostituzione  3)  n.  34  ci  dà 


I 


=  2  f      ^"        =-^C. 


dz 


e  poiché  7  e  cJ  devono  avere  lo  stesso  segno  e  c<0,  avremo 


y—cyd 


=r  arctg^l/_L_  +  c 


[/-cyà 


are 


tg([/^      l/t^     )  +  c. 

V^    — ce;    a? — 7 — a/ 


Se,  infine,  R(a)=:0,  la  formola  (3)  n.  35,  posto  w  =  l,  ci  da 


3) 


l=zf\/a-j-2bx-^cx^  dx; 


osservando  che  I  m 


=/' 


'a-h2ix  +  cj?^ 


|/R 
(1)  del  n.  35^  abbiamo  subito: 


dx,  e  adoperando  le  forraole 


l=l-(x  +  b)]/H-+^(ac-b^)J 


dx 


4) 


m 

Giova  adoperare  il  metodo  iadicato  al  n.  35.  Ci&   facendo 

avremo,  posto  R=zip'H-^fl:  +  2, 

r  dx        r       dx  r       dx 

~  J^17r^  J  (^- 1)|/R^    J(iP_2)l/R 

La  formola  che  segue  alla  (2)  n,  35,  facendo  in  essa  ^t^O, 
n  =  2,  R=.tH2£C4.2,  dà 

/dm |/R 1_  r  dx 

che  in  virtù  delle  forinole  dell'esercizio  2)  diviene: 

I/R         1     .      a?4-l/R  — 1/2 


Jai/R~       ^^       21/2  ^^ 


a^R  ^^       21/2     ^  a7H-|/R+l/2' 

ed  abbiamo  analogamente,  osservando  che  R(l)z=5^  R{2)  =  10. 

r       dx        „    '     ,Q    A+l/R  — 1/5 
J  (x- ljl/R~|/5    ^^a;-KÌ/H4-|/5' 

J  (^  -2)t/R~|/T0  ^^^  +  i/irf  \/W 

sosti taendo  i  valori   di  questi   integrali  nella  (1)  otteniamo  il 
valore  di  I. 

37.  Dopo  avere  studiato  gli  integrali //'(x,l/R)rfr,  dove  R 
è  un  polinomio  di  secondo  grado  ed  f  è  sìmbolo  di  funzione 
razionali^,  si  presentano  naturalmente  gli  integrali  della  stessa 
forma,  dove  R  è  uo  polinomio  di  grado  qualunque.  Senza  en* 
trare  in  proposito  in  particohirì,  accenneremo  solo  che  quelli 
fra  essi,  pei  quali  R  è  di  terzo  o  quarto  grado  dìconsi  integrali 
eilitiich  e  integrali  ipeì^elliiiici  di  p  —  1   ordine  quelli  nei 
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quali  R  è  di  grado  2p+l  o  2p-f2.  In  particolare  gli  integrali 
ellittici,  pei  quali  R  è  di  quarto  grado,  si  riducono  a  quelli 
in  cui  R  è  di  terzo  grado,  e  questi,  procedendo  in  modo  com- 
pletamente analogo  a  quello  sviluppato  nel  n.  35,  si  riducono 
a  funzioni  algebriche  e  logaritmiche,  ed  ai  tre  integrali  fonda- 
mentali o  tìpici 

Jdx  r  xdx  r       dx 

|/r"      '       J    I/rT       '      J(a;-a)|/R' 

che  diconsi  integrali  ellittici  di  prima,  seconda  e  terza  spe- 
cie-, e,  quantunque  questi  integrali  non  si  sappiano  conseguire  in 
termini  finiti,  poiché  altri  integrali,  cui  essi  si  riducono,  e 
che  si  considerano  come  normali,  sono  stati  considerati  come 
nuove  trascendenti  e  largamente  studiati,  un  problema  suole 
considerarsi  come  risoluto,  allorché  è  ridotto  agli  integrali 
ellittici. 

Qualunque  integrale  a  differenziale  algebrico  è  poi  compreso 
come  caso  particolare  nell'integrale  Jf{x,y)dx,  dove  y  è 
funzione  algebrica  di  x  definita  dalla  equazione  F(a:,^)  =  0, 
essendo  /* simbolo  di  funzione  razionale  e  F  di  funzione  razionale 
intera.  Cosi,  ad  esempio,  gli  integrali  ff(x,\/R)dx^  sono  della 
forma  Jf{x,y)dx,  dove  la  F(a?,y)z=0  è  la  y*  —  RnzO. 

Questi  ultimi  integrali  generali  chiamausi  anche  integrali 
Abeliani^  dal  nome  del  sommo  geometra  norvegiano  Àbel  (nato 
nel  1802,  morto  nel  1829)  che  arricchì  la  loro  teoria  delle  più 
importanti  scoperte. 

38.  Proseguendo  lo  studio  di  alcuni  integrali  a  differen- 
ziale irrazionale  ci  occuperemo  ora  dei  differenziali  binomi, 
che  sono  della  forma 

d  I = x'^{a  +  bx'y  dx, 

dove  uno  almeno  dei  numeri  m,n,p  è  a  supporsi  frazionario, 
altrimenti  esso  apparterrebbe  ai  differenziali  razionali. 

11  numero  n  può  supporsi  positivo,  giacche  possiamo   seri- 


m 

yere,  ove  n  fosse  negativo, 

che  è  della  stessa  forma  e  l'esponente  di  x  entro  la  parentesi 
è  positivo. 

Gli  esponenti  m  ed  n  possono  anche  supporsi  interi,  poiché 

se  fosse 

Ili'  n' 

basterebbe  porre  .t^js"'"*''  per  ottenere 

che  è  pure  un  differenzialo  binomio,  ma  nel  quale  gli  esponenti 
rli  ;:  fuori  e  dentio  la  parentesi  sono  numeri  interi. 

Posto  p=—  (i!  caso  di  p  intero  rientra  in  quello  studiato 

al  n.  33),  per  integrare  il  differenziale 

cominciamo  dal  tentare  la  sostituzione 
la  quale,  dandoci 

nò  » 
riesce  a  rendere  di  razionale  in  y  nel  caso  che  i   numeri    m 

ed  n  siano  tali   che  — risulti  un  numero  intero. 

n 

K  questo  il  primo  caso  dì  riducibilità  a  forma  razionale. 

fìi  4- 1 
Se    non  ò  numero  intero,  si  provi  la  sostituzione 

aa?~"  -i  b^y^        ossia        a  -f  6.r**  =  x^y^. 


la  quale,  dandoci 

mH-i        q 
ra   n    "^  r  y"^^-^ 

riesce  a  rendere  di  razionale  in  y ,  se 1-  —  è   un  nu 

n  r 

mero  intero.  É  questo  il  secondo  caso  di  riducibilità  a  forma 
razionale,  che  può  presentarsi  se  non  è  verificato  il  primo. 

39.  Diamo  ora  delle  formole  di  riduzione,  che  servono  a 
ridurre  la  integrazione  d'un  differenziale  binomio  alla  integra- 
zione di  tipi  più  semplici,  che  potremo  ottenere  in  termini  fi- 
niti, colle  indicate  sostituzioni,  quando  il  primitivo  differenziale 
binomio  soddisfaccia  ad  una  delle  condizioni  di  riducibilità  a 
forma  razionale. 

Posto  nuovamente  —  zzp^  abbiamo,  integrando  per  parti, 

(1)  Cx'^{a-hbxydxz=z  Cx'^'''^Kr:^-\a  +  bx''Ydx 

n(p-fl)i  (p-fl)n*J  ^ 

(2)  Cx'^{a'\'ba-ì''fdx 

= ^ -, — — r     (  x"^""  (a  +  bx"")^"^  dx, 

le  quali  formole,  valevoli  sempre,  eccetto  il  caso  m  =  — 1 
per  la  seconda,  opereranno  una  utile  riduzione  se  nella  prima 
è  \m — n|<|m|,  |p-flj<|p|,  o  nella  seconda  |m+n|<|m|, 

lp-l|<p. 

Masi  ottengono  formole  giovevoli  in  ogni  caso  nel  seguente 
modo. 
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Nel  secondo  membro  della  (1)  poniamo 

afx'*-'*(a  +  baf^fdx  +  bfai'^ia  +  bx")"  dx 
in  luogo  di  /"x"^"  (a  +  óx")*^'  dr,  e  nel  secondo  membro  della  (2) 

in   luogo   di  fx"^'*(a  +  bx'*y~*dw,  e.  fatto  ciò,  risolviamo  le 
(1),  (2)  rapporto  a  Jar{a  +  baf*f;  otteniamo 


(3) 


Cx^a  +  bx^ydx 


=     i.m^\+np)b      -  (m+l-fnp)&  J  ^  ^  ^^  +  ^^'J"^^' 

(4)  ^x'^a  +  bs^fdx 

ji^+'Ca  +  ix")"  npa         r  „,       ,  „,^, , 

= r-; + r I  «^  (a  +  &a;**)'^'d.'r. 

m+l+np        OT+l  +  npJ       ^  ' 

Cambiando  poi  m  in  m-k-n  nella   (3),  e  p  in  p+1  nella 
(4),  abbiamo 

(5)  Caf^{a-{-ba^Ydx 

-       (»^  +  l)a (m+l)a         J  ^""^"(«^ *^"^'''' 

nip^Da      +      n(p+l)a      j  ^'"(a  +  ^a'T^'d^. 


I       -T'^StTF»*:'* . 
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Queste  forinole  valgono  in  ogni  caso,  solamente  le  (3)  e  (4) 

non  valgono  quando  m  4- 1  +  wpnzO  ossia h  p=0,  ma  al- 
lora siamo  nel  secondo  caso  di  riducibilità  a  forma  razionale, 
e  la  (5)  non  vale  quando  w-f  1=0,  ma  allora  siamo  nel  pri- 
mo caso  di  riducibilità  a  forma  razionale. 

Ora  ecco  come  queste  formolo  possono  utilmente  servire. 

1)  Sia  zz:  A,  A  numero  intero  e  sia  m>0;  allora  è 

n 

anche  h  positivo,  qualora  n  si  supponga  positivo.  La  formola  (3) 
applicata  successivamente  riduce  il  nostro  integrale  ad  altri 
della  stessa  forma,  nei  quali  l'esponente  di  a;  fuori  della  pa- 
rentesi è  successivamenie  m — n,  m — 2n,  w— 3n,...m — (h — ])n, 
l'ultimo  dei  quali,  ponendo  nella  (3)  w  —  (A  —  l)n  in  luogo  di 
m  ed  osservando  che  m-f-1 — wAzuO,  è 

J  nJ(p-hl) 

ed  otteniamo  così  il  nostro  integrale  in  termini  finiti  algebrici. 
Esempio.  —    j  x^\a  +  ha?)^da>  ;  qui  abbiamo  m  =  14,  n  z=:5, 
A=z:3,  per  cui  applicando  la  (3)  otteniamo 

—      5(3+p)6         5(3  +p)(2  -r- pW  ^  (3+p)  (2+p)6«J  *  ^"+^*  ^"^"^ 

_  x'\b  +  ba?)'^    _  2aa^(a  +  bx^y-**  2a*(a+b3?y>+' 

~~       5(3  +p)b  5(3+p)(2+p)J«  "'"  5(3+pX2+pK1+P)*''^ 

W  "T  1 

2)  Sia  w  <  0,  ed  — ^ —  =  —  A,  A  intero  positivo  ;   la  for- 


r 
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mola  (5)  ripetutamente  adoperata  riduce  il  calcolo  dell' inte- 
gralo proposto  successivamente  a  quello  di  integrali  della  stessa 
forma,  nei  quali  l'esponente  di  x  fuori  della  parentesi  è  suc- 
cessivamente m-fn,  m  +  2n,  ...  m-hnh;  però  all'ultimo  non 
possiamo  più  applicare  la  formola  (5),  perchè  m  +  nA-f  1=0, 
e  lo  si  dovrà  perciò  integrare  mediante  la  sostituzione  relativa 
al  primo  caso  di  riducibilità  a  forma  razionale. 


Esempio. 


-  fx-^il-hbx')' 


^dx 


a7-*^(l  -f  i./:')^       136  r    . 


2.1 


1  ~sh    /^  •* 


ar-^d+Ja;»)-?      13*a?-'«(l+èa:»r^      52J' 


'il 


+ 


270 


+ 


S^/-^- 


ha?)Tdx 


x-"  (1  +  Jx9)  l      Vòbx-^»  { l+^a;')^      h2¥ar^a-¥bi?)T 


27 


+ 


270 


675 


Per  calcolare  l'ultimo  integrale   poniamo  ?n  =  '--l,n  =  9, 

a=l,  =  0,  <7  =  3,  7'  = — 5,  \-\rhx^  =  y'^  nelle  formole 

ti 

di  sostituzione  relative  al  primo   caso   di   riducibilità  a  forma 

razionale  ed  avremo 


J'-'<'+"^>"*^=t/,?ì^^ 


oppure  poniamo  5  =  — 3,  r=ii5,  1-f  ia^^zz:^  ed  avremo 

■"  6  ^  9  Jy-  1        9j   y*+y+l   "^ 


1  ,    2y  +  l 

3|/3         **     1/3 


1 


che  si  esprime   per  x  ponendo  y  =  [\-\-boiP)'^ 

3)  Se \-pz=.  —  A,  A  intero  positivo,  ossia  m-fl-fnp 

-fnA=0,  la  formola  (5)  successivamente  adoperata  riduce  il 
calcolo  del  nostro  integrale  successivamente  a  quello  di  inte- 
grali della  stessa  forma,  e  nei  quali  gli  esponenti  di  x  fuori 
della  parentesi  sono  m-l-n,  w-f  2w,  ...  7>^-h(A—  l)n,  l'ultimo 
dei  quali,  in  virtù  della  stessa  (5),  diviene 

^  (m-f  (A  — l)n+l)a 

cosichè  otteniamo  il  nostro  integrale  in  termini  finiti  ed  alge- 
bricamente per  X, 
Esempio. 

J'o                                                                      10 
x(a  +  èa:*)   »  dx,  pel  quale  è  m=:l,  n  =  6,  p  = ^, 

m  +  1 


n 


--fp= — 3;  avremo 
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j  x{a  +  baf)   3  rfa^—  — i — - — 1 —  +  —  I  a;'(a4-6a^)  ^  (iac 


_2_ 
a!*(o  +  Ja;*)  s  r      'ibx 


•Za 


4)  Se hpi=A,  A  intero  positivo,  la  formola  (3)  ri- 
duce l'integrale  proposto  al  calcolo  di  integrali  della  stessa 
forma,  nei  quali  l'esponente  di  x  fuori  della  parentesi  è  sue- 
cessi vamente  m — w,  m  —  2n,  ...  m  —  An,  ma  all'ultimo  di 
questi  non  è  più  applicabile  la  formola  (3),  perchè  m  —  An-f 
1  4-  wpz=0,  e  bisogna  integrarlo  colle  formolo  del  secondo  caso 
di  riducibilità  a  forma  razionale. 

Esempio. 

\x\a  —  a^ydx 

e  per  calcolare  l'ultimo  integrale  usiamo  le  formolo  del  secondo 
caso  di  riducibilità  a  forma  razionale,  le  quali,  ponendo  in  esse 
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m  =  — 2,   n  =  3,    q=l,    r=3,    d  =  — 1,  ^^+ -^  =  0, 

— -- —  =  y^  CI  danno 

—     »  I  ^  f  ^y        ^  r{y—2)dy 

-      ^"^   3j   y+1         3jj,«_y+l 
= — y + -3- log  (y  + 1)  — -g- log(y« — y  4  1)  + -^  are  tg  ^^^. 

che  otteniamo  espresso  per  x  ponendo  y  = — . 

4)  In  ultimo,  se  non  è  verificata  alcuna  delle  condizioni  di 
riducibilità  a  forma  razionale,  le  formolo  (3)  o  (4)  adoperate  h 
volte  di  seguito  riducono  l'integrale  proposto  ad  un  altro  nel 
quale  l'esponente  di  co  entro  la  parentesi  è  w  —  An,  o  m-f  An, 
cosichè,  se  |m|>n,  potremo  prendere  h  in  guisa  che  risulti 
\m:±hn\<^n.  Fatto  ciò,  le  formolo  (4)  o  (6)  adoperate  A' volte 
di  seguito  riducono  l'integrale  ad  un  altro  nel  quale  T espo- 
nente della  parentesi  è  p  —  A'  oppure  p-f-A'  e  quindi  potremo 
prendere  A'  in  modo  che  risulti  |p±:A'|<l.  Avremo  cosi  ri- 
dotto l'integrale  proposto  ad  un  altro  della  stessa  forma,  ma 
più  semplice,  che  però,  generalmente,  non  sapremo  conseguire 
in  termini  finiti. 

Ad  esempio,  colla  formola  (3)  riduciamo  la  integrazione  di 

r  —  /.  J. 

ja^'^(a  +  bx^)9dx  a  quella  di  jx\a-{'boi^)^dx^  e  colla  formola 

(4)  quella  di  questo  alla  integrazione  di  Jx\a  4-  ba^)  s  dx. 

Cosi  ancora  colle  formole  (5),  (6)   il  calcolo   dell'integrale 

^                                                 f*         dx 
Jar^\a-hba^)'^^dx  si  riduce  a  quello  di    j ' p. 
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40.  11  dififereuziale 

scritto    nella   forma  x'^^^^ia-^bx^^fdx,   diventa  un    differen- 
ziale binomio,  e  si  integra  coi  metodi  precedenti. 


Esercizi. 


1. 


^   1/1  —  0? 


X 


dx 


(a^bx)\/\^ 


1  |/a'-f&(&|/l4-a;'-|/a'<-y)-ha(a4&a?) 


a*-f6' 


h{a  +  bx) 


3. 


; 


dx 


{a  +  bx)[/\  —  x^ 


l|/a»-è« 


are 


(a-&){l-x) 


se  |*|<|a| 


Ji 


rfx 


(a  +  èx)^/!-»' 


1  i/mc 

a  ^  \  —X 


se 


se 


a=6 


ar=: — 6. 
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4. 


J  (a*  + 


dx 


1 


are  tg 


a|/l  —a?* 


(Giova  eseguire  una  prima  sostituzione  co^=zìj), 

dx 


ox 


log 


a;*-ha«+a;  J/ 1  +£c«— a  |/a'—  1 


— ,  are  tg ;         — 

6:  Posto  R  =  a4-2Ja?+Cir^  è 


se        a>  1 
se        a<l. 


Ca\/lidx  — 


2ac—ò¥-V bcx^-2c'x^ ,  .  5-     b{ac  —  J*)  f  rfx 


6c* 


J/R  — 


4c'       J  1/ 


Jdx 
i71' 


J 


t, /p  ■   _  5(  1  Sy—  l 'iac)  4  (3ac— 5yjcj;+26cV+6c»j:»  ^^ 


_  (oc— y)(ac— sy)  r  do; 

8  J  |/R' 

J"^^5--        2atr«'^'^"      ^    J4/R' 


Jrfg?    


2aa;« 
b-^-cx 


l/R*        (ac-J')|/R' 
x'rfa:       aJ  +  (2i*  — ac)a?       1    r  dx 


Jx'ax 


(oc— **)c|/R        e  J  1/ 


Jaa; 
171' 


rx*dx 1_ r(flc+y)(^4cx)     ab+(^—ac)x] 

J   l/R»       3c{ac-**)l/it  L       ac—ò*        "^  R  J 


/; 


x^dx 


8.       r-7£l_=  =  -Liog^^i±^t!=2 


l/x  +  a 


Jl  X  X  -^-  /l  

-77-==  da?  =  log(x  +  |/x«  —"a*")  -  are  sen  — 
xl/x—a  X 


10.       J{/T{a^b[/x)    '  dx  =  ^''^''^^y^(y^_^\ 


%h^AV'^^^'^r^V'-^M 


-log(|/^±|:Ì-,>^)+|/3arctg- 


11.  Se  m  è  intero  positivo  abbiamo 


(/3Ì/* 


/, 


0?' 


i.m— 3 


(m— l)(m— 3)  a« 


(m-2)(m— 4)  6« 


(m-l)(m— 5)(y^-5)  o^  ^^, 
(m— 2)  (m—i)  (w— 6)  J" 


+  7— — r^fr— — 7t  -TT  ^'"^^  —  f-^ — rTT-T- — rrh- — ^tt  "TT  iK"*~'-f . 
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(w— l)(m-3)...5.3  flT-'     "I  _(m— l)(w— 3)...3.1  g» 


(w— l)(m-3)...5.3  flT-     "I 
(m-2)(m-4)..;4.5i  jf-i*'J 


^  (w— 1)  (m— 5)...  4.2  a^ri 
-(m-2)(m-4)...5.3,^^J 


-   f- 


dx 


m(m—'^) 2    j-2  J  [/  a+*a!» 

se  m  é  pari 

se    m    è  dispari  ; 


Jdx        \/a+bx*  r_l ì 


_     \/a+bcó*\    1 m-2  ^i      1 

m—'ó  a  a!*""' 


(m— 2)  (m— 4)  b*     1 

"^  (m— 3)  (m— 5)  a*  »"-«      '  *  " 

(m— 2)(m— 4)...2  j"~'   Il  .         . 

±  1 Li :../  ..■■-■  — 1  se  m  e  pan 

(m-3)(m-o)...3.1  „^i  <»J  *^ 


a* 


+ 


!     (>»— 2){m-4)...3  J"r-'   1 


^  -4)...3  &~"'  J_1 

^  -  (m  -3)  (w-5) ...  2  ^!!t^-.  .1*  J 

m-l 

<■»»— 2Wm— 4)...  3.1  J  i    r      ax  i  j-       • 

=:ill! ^  "  — li-: r     — ■ se  m  è  dispari: 

^(m-1)  (m-3) . .  4.2  ^t!!r!j  ar|/a+&x*  *^      ' 


/, 


dx 


\^ìogibx-^[/b[/a^bx^ 


J  \/a-^bx* 


2            ,   l/aT*x«-l/a 
•  -T=  are  tg  ^^^ ry'=^ — 


d^ 


r    da 


[  1    ,     [/a\/aTbc^—a 

^log 5 


j/o+i^ 


2  ^  l/a+èdj'+aH/ft 


se   &>0 

se  &<0,  a>0; 
se    a>0 
se    a<0,  i>0. 


j 
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12. 


J  {\—x*)\/\^      \/2         ì—x* 
\bi  ponga   Yzr^=y)' 


13         r    [\—3^]dx     _    1 
J  (l+a;')|/l+a;*      |/2 


1  xl/2 

are  sen  ^ — = . 


14.  11  differenziale  /l(x,  |/l  +  x*)(a-  +  (/l +  a?')  »  rfj,  dove 
in,n  sono  interi  e  /"  è  simbolo  di  funzione  razionale,  si  riduce 
razionale  in  z  colla  sostituzione  x  +  |/l  +  x*  =  z'*. 


Es..- 


/^1^l^F^-=f(-»^f^'" 


L     m-h2n 


{m-2n){a)  +  [/  \  +  oc^]! 


15.  Sia  il  differenziale  f{x,fj)dx,  dove  /'è  simbolo  di  fun- 
rÀoììQ  razionale  e  la  ^  è  definita  come  fanzione  di  x  da  una 
equazione  della  forma 

allora,  posto  !/:=:jz,  si  trova 


jc: 


5^= 


a^z'"  4  a,2^-»  4- . . .  +  a^^i  2  4-  a"»    ' 
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e,  preso  z  per   variabile,  il  differenziale  proposto  diviene   ra- 
zionale in  z. 

Cosf  abbiamo,  essendo  y^  —  2x^  -f  3xy  z=z  0, 


dove  ^-f/^^f/^+f/l+^^^H^^^/>^-|/l+a:^ 

Vx 


J  a?  3y  a:  l/i+|/l  +  x« 


Integrazione  di  alcune  funzioni  trascendenti. 

41.  È  quasi  superflao  notare  che  i  dififerenziali  trascen- 
denti della  forma  f[u(x)]  u'{x)dXj  ove  u[x)  indica  una  qua- 
lunque funzione  trascendente  e  /*  è  simbolo  di  funzione  razio- 
nale, si  rendono  razionali  ponendo  uz=zu{ù')  e  prendendo  u 
per  variabile.  La  stessa  sostituzione  riesce  poi  utile  sempre 
trasformando  il  differenziale  integrando  in  f{u)du.  Cosi  ab- 
biamo immediatamente 


;  ZZI  log  (are  sen  a:  -  a)  +  C , 

|/1  —  X*  (are  sen  x  —  a) 

Jdx  (are  tg  a?)"*  __^  (are  tg  a;)"*"*"^ 
(1  +  x*)      "      m-hl 

r    ,y,-f!!       .  =log[loga;  +  t/l4-(loga;)«]  +  a 
J  ir|/14-(loga?/ 


42.  I  differenziali  della  forma  f{e''^)dx,  dove  /*  è   simbolo 
di    funzione    razionale,  si   rendono    razionali    in    y   ponendo 


l02 
e'^^zzzy,  giacché  allora 


Esempio. 


f{e^-)dx=  —  mdi,. 


Je'^dx     J_  r    dy 


=  ^  log {e'^- 1)-  4-  log(^'^-f  e«^-hl ) -  — L- are tg  ^^^^li+C. 
•4^     6v  /    hn      &v  al/3  1/3 


3a 


6a 


43.  Sia  da   calcolare   l'integrale   l=fu^Pdx,  dove  t^   è 
una  funzione  trascendente  e  P  è  una  funzione  qualunque  di  x. 
Fatte  le  posizioni 


(1)    Jprfx^P..  Jp.^rfX  =  P.  JP,^rf.  =  P3.... 

si  ottiene,  integrando  per  parti, 

I  =  Tm-  Pdx = M»  P,  —  »  Cu"-'  P,  -ji.  <te, 

J«-P.-^rf..=«'.-.p,-(n-l)  J«-P,  ^^ 


du    , 


rM'»-«P,-^rf.r=w"-'P3  — (n-2)  rw»-3p^^^^^ 

cosichè,  se  n  è  intero  e  positivo,  ricaviamo 
I=:ie''Pi— nw^-»  P2+n(n  — 1  V^-^Pg— n(n— 1)  (n— 2)^^^  P4  +  .. , 

-h(-]r  n(n-l)(n-2)...2.1P,+i  +  C. 
e  la  questione  è  ridotta  al  calcolo  degli  integrali  (1). 


Ì03 


&SEMt>t. 
1)  I  = /(are  sen  ojy* da?.  Abbiamo  wzzzarcseaa;,  Pml, 


J  l/l-x»  J\/i-a?       ^ 

e  in  seguito  le  P  si  riproducono  periodicamente,-  in  conseguenza 

I  —  ac[(arc  sen  a?)**  —  n{n  —  1  )  (are  sen  d?)**""* 

4-  n(n  —  1)  (n  —  2)  (n — 3)  (are  sen  xY'^  -  . . .] 


+ 1/ 1  —  a?*  [n(are  sen  a:)**""'  —  n(n  —  1  )  (w — 2)  (are  seu  aj)""^ 

-f  n(n  —  1)  (n  — 2)  (n  —  3)  (n  —  4)  (are  sen  xf-^  —  . . .]  +  C. 

Questo  risultato  si  può  anche  ottenere  ponendo  arcsen.r  =  ,y 
e  poi  usando  la  forraola  dell'esercizio  33  a  pag,  50. 

2)  /a?(arc  sen  xY  doo  ; 

x^  \  1         , 

P=:ap.  P,r=:-^,  Pgzr: -7- are  seno? —x\/\ — x^, 

1 


P.= 


t/ 


are  sen  x 


2  '  "'~  4 


1/1- 


^        4  / 


a-f/ic 


~  472  ^*™  ^®"  '*'^*~  4T2"  *'• 


P4  =  4-à~3  ^^^'^ ^®" ^)'  ~  4  2.2  ^'"'^ sen ^  +  47772" ^^^'  "'**' 
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^^=  4x0  ("'"«^^°^>'-4:2V2  («••«««"^'*+4-:2X2 '^*' 


per  CUI 

j  a:(arc sen xy dxzzz—  (x^-\--:t'\  (afe sen x)^ 

-f  x[/ì — X*  (are  senx)*-h  -^  ( — ac*+  -^)  (are  sena?)* 


-  -^  X 1/ 1 — X*  are  sei)  X  +  —  a?* + C . 


Si  vede  da  questo  proeedimento  eome  si  possa  anehe  deter- 
minare fx{eircsenx)^dx  quando  n  è  intero  positivo. 

44-  I  diflferenziali  della  forma  /*(send?,  cosa)dx,  ove  f*  è 
simbolo  di  funzione  razionale,  si  riducono  razionali  in  y  me- 
diante la  posizione  ig-^x=t/,  poiché,  avendosi 


2fify  ^11  2y 

dx=:-z — ^,  sena:zr:2sen  •7r-.rc0s---.rrr-; — ^ 
l-fy*  2  :;i  i-fy* 


cos X  =  cos'  -j:?-  a?  —  sen*  -r-  x=  -; — V 
2  2  l4-y* 

il  proposto  differenziale  diventa 

^{    2y         I— y*\     2rfy 
^Vl-^y*'    Ì4-yV    l-fy*  * 


ESBMPI 


r    ^^     _o  f       ^y        —    ^    p   ^y 


t.'-  .      '*rr^^rr"'-y 


los 


e  quindi 


^"••"^K^^lTl^^t")^^  '""*»'*' 


Jdx 
a  4"*  ce 


b  cos  X  ' 


.     1  l/a+b 

1x1 


1x1 

i cot  -jr-  a:  4-  e 


+  C 


\a\<\b\ 


»  a=:J 


»  azn  —  b 


2)  1=  r___!!^___  =  9  f        ^y 

J  asena?  +  *cosa?  +  c         J  (e  — %*  +  2ay-f  e  +è' 
e  quindi 

/  o 


■  -  ■  are  tff 


(c— &)tgy4-a 


[/(^^b''—a^  [/c^—b^  —  a* 


se  c*>a'-f  y 


1 


I  — /  ,  =log 


(e  — &)tg-^  -ha  —  l/a*  +  i«— c« 


+  C 


se  c*<a'-h** 

2 

hC    se  c*=a*-f  6' (escluso  a  =  0,  c=J). 

(1/ 


(e  — i)tg  — H-a 

Se  c=:0,  abbiamo 

dx  1 


^  ai 


(sen 


.r+*cosx      p/a«  +  *''"%_jtg^^^^i^. 


+  C. 
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Questo   integrale  possiamo   anche   ottenerlo   direttamente, 

X 

senza  usare  la  sostituzione   tg-^  =  ?/,  nel  seguente  modo. 
Posto  a  ZZI /3  cosi,     inzj&senA,    da  cui    /i:=:|/a*  4- i^*, 

/'i^arctg — ,  abbiamo 
a 

Jdx Ji_    r     dx 
a  sen  a?  -f  &  cos  r        f.    J  sen(a;4-  ft) 


x  +  k        x-¥k        Pi.    «?  +  ' 


ar  +  A^ 
k 


1    ,     ,  ar+A     ^  1        ,     ^     1  /  X     *  \     /^ 


Se   il   differenziale   fosse   della   forma  /(sen*a;,   cos*.i?)rfr, 
basterebbe  porre  tgxrzzy,  poiché 

dxziz- r,  sen'rczz:      '     , ,  cos*a;=  -i =, 

l-fy*  l-fy*'  1+y* 


V+1 


Esempio.  —        f — j — ^    ,     zz:  C—. — :rdu 


1  ,       f/^/2^       ,,  1  ,      p/2  tgor    ^  ^ 

"-— =  arctg    •^'^    ^    -f  C  =--^=arctg-^-— -4—  fC 


=w-'«(W)-- 


|/2~         '' V  1/2 
45.  La  integrazione  dei  differenziali  della  forma  Pdx,  dove 


fm     -    m    i-r,-^  K    -     ' 
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P  indica  un  prodotto  di  seni  o  coseni  di  funzioni  lineari  di 
jr,  si  effettua  facilmente  nel  modo  seguente. 

Supponiamo  primieramente  sia  Pz=zcos{aa:  hi)cos(a'x-f  J'); 
poiché,  come  è  noto,  si  può  scrivere 

P  =r  —  cos  [{a  +  a')x  -f  i  4-  6']  +  -^  cos  [(a — a'}x  -f  *  —  b'], 

abbiamo 

Jp.   _sen[(a-f  a)a;•f^>-4-y]      sen[{a  —  a)x-\-b-'b']      ^ 
^^''-  2r^^)  "*■  2(a-a')  "^^^ 

che  vale  se  a  +  a',  a  —  a'  sono  diversi  da  zero. 
Se  a  — a'znO,  oppure  a-f  a'=rO,  è 

J  4a  2 

Cpdx=x'''''^^'^^'W  sen(2a^-h&-&-)  ^^ 
J  2  4a 

Se  P  ha  la  forma  generale  di  un  prodotto  di  n  fattori 
P  z=z  cos(ax  -f  b)  cos{a'x  +  b')  cos(a"x  -f  *" j , 

si   intende  come  possa   ridursi   alla  somma  di   2^*"'    termini, 

il  cui  tipo  generale  sarà  -p;^^- cos(aa? -f /3),  e  quindi  si  calcola 

immediatamente  fPclx. 

11  caso  in  cui  i  fattori  di  P  siano  tutti  seni  o  in  parte  seni 
e  in  parte  coseni  si  riduce  subito  al  precedente,  osservando  che 

sen  (ax  -f  è)  =  cos  fax  -hb  — -p-  j . 

Esempio.  —  Volendosi  f  cos'ex  dx,  dove  n  è  intero  positivo, 

..         ,     .        ,     /           n(n  — l)...(w — /i4  1)\ 
rammentiamo  le  formolo  in;t=— ^ ( -) 
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'^"-J  Artert 


nrt_  cosar +-T-n„  se  n  è  pan 


«n-3  cos3^ +  n„_i  cosx       se  n  è  dispari. 


ed  abbiamo 


,,,  .   f      .,     ,  seiiB;r  sGn(w — 2)^  senfn  — -  ^ 

J  n  n  —  2  *n  —  4 


';r-n„a?  +  C  se  n  è  pari 

n„_j  seDJC4-C       ^&  n  è  dispari. 

Il  valore  rli  fs^en'^^dw  si  ricava  da  questa  stessa   forinola 

sostituendovi  — ^.r  in  luogo  di  x. 

Trovoremo  ora  altre  formole  che  ci  danna  gli  stessi  integrali 
46.  I  diflereitziali  della  forma 

sen'"a?  cos**Jtd^ 

sì  riducono  a  difFerf^nziali  binomi  mediante  la  sostitnziono 

-L                                             dy 
(ì)  8enicz=y,  casari (1  —  jf*)  '  .ms.wdm-z^dy,  dx::^ p, 

placche  otteniamo 


mt^x  zo%'^xdx:z=iy'^(l — y^)  *  dy 

3  (3),  (4),  (5),  (6)  del  n.  30,  ove  in 
n=:2,  fYrr^I,  i^= — 1,  e  si  sostituisca  y  in  luogo  di  ai. 


Le  formolo  (3),  (4),  (5),  (6)  del  n.  30,  ove  in  Bs^m  sì  faccia 

n~  X 
2 
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in  luogo  di  p,  e  poi  si  ripassi  alla  variabile  x  mediante  le  (1), 
ci  danno  le  seguenti  formole  di  riduzione: 

(2)  J  sen***  X  cos**  x  dx 

sen**""*a?cos'*+*a?      m — Ir     -.  •         ^     , 

= -— 1 I  sen**"*  X  co^^x  dx, 

m-\-n  m-hnj 

(3)  j  sen**a;cos'*ix  dx 


sen"*+'a;cos**~*a7       n  —  ì     r  ,      , 
H I  sen*"a?cos'*~*xfte. 


(4)  j  sen"';rcos'*xdj: 


sen"*+*.rcos'*+*a?     m+n-h2   ,       ^.,  ^     ^ 


mi- 1  m 

(5)  j  sen"^xcos^xd. 


-  H —   I  sQn"^xcos*'^xdx, 

n4-l      J 


n+l 


delle  quali  le  due  prime  valgono  sempre,  eccetto  quando 
m  +  n=0,  che  è  un  caso  di  riducibilità  a  forma  razionale  pel 
precedente  differenziale  binomio,  la  terza  vale  sempre,  eccetto 
quando  w+  1=0,  che  è  pure  un  altro  caso  di  riducibilità  a 
forma  razionale  pel  differenziale  binomio,  e  l'ultima  vale  sem- 
pre, eccetto  se  n  =  —  1,  nel  qual  caso  il  differenziale  binomio 
è  razionale. 


Ilo 

Notiamo  che  nel  caso  m4-nz=0  si  ha  la  formola  di  ridu- 
zione 


tg***~*  X 


m- 


f-jtg- 


*xdx. 


Le  precedenti  formole  di  riduzione  si  adoperano  in  modo 
analogo  a  quello  per  gli  integrali  a  differenziale  binomio,  e 
permettono  in  ogni  caso  di  ridurre  l'integrale  /sen'"a;cos'*a?rfi: 
ad  un  altro  in  cui  gli  esponenti  m  ed  n  siano  numeri  i  cui 
valori  assoluti  siano  compresi  tra  0  e  1. 

Nel  caso  speciale  di  m  e  n  numeri  interi  (caso  che  è  com- 
preso in  quello  trattato  al  n.  44,  ma  che  giova  meglio  consi- 
derare in  questo  modo,  e  cui  corrispondono  casi  di  riducibi- 
lità a  forma  razionale  pel  corrispondente  differenziale  binomio) 
lo  formole  precedenti  permettono  di  ridurre  il  nostro  integrale 
ai  seguenti,  che  otteniamo  in  termini  finiti: 


ldx=zx,  lsenxdx  =  —  coso?,    j  coserete = sena?, 


/ 


sen*a;      ^           cos*ì;      ^       sen2a:      ^ 
seiìxcosxdxz::^  —o h  Gin ^ hCiZiz — j^ h  C,, 


Jsen 
coi" 


X  .  ,  '  rcos  X  _       , 

—  dxzzz  —  logcosa?,  j  axi^logseno?, 

X  ^  sen  X 


Jdx 
COS*  X  . 
1^- 


Jdx                I   COS*  a;       , 
zza     1    z=z  log  tg  X, 
sen  a;  COS  07          j     tgx  °  ^ 


Ili 


Jdx  r  dx  ,      ^     1 

^  2  sen  -p-  a?  cos  -^  d? 

Jdw  r  dx  ^      j.    /  OD        n  \ 


—  —  e     ^^ 


É  à  notare  che  alcune  volte  la  integrazione  può  compirsi 
senza  ridurla  agli  integrali  precedenti;  cosi  se  si  arriva  a  un 
integrale  ysen'^a?cosa7da?,  possiamo  sostituirlo  subito  col  suo 
sen***+*  X 


valore 


m  +  l 


Esempi. 

1)  Ponendo  n  =  0  nelle  formolo  (2),  (4)  e  cambiando  m  in 
—  m  nella  (4),  supponendo  poi  m  intero  positivo,  ed  applican- 
do ripetutamente  tali  formolo,  si  ottengono  le  seguenti,  che 
potrebbero  anche  ottenersi  dalle  formolo  dell'  esercizio  Ila 
pag.  98,  ponendo  in  esse  a  =  l,  b=L — 1,  y  in  luogo  di  rr  e  poi 
t/:=zsenx, 


J^      _  cos  a:  r 

m    L 


m —  1 
w  — 2" 


sen*^~*  X  4-  — ^  sen" 


m— l)(m— 3)       ^, 
(m— 2)(m  — 4) 


(m-l)(m-3)...3  1     (m-1   m-3)...3.1       ^  . 

) ^f^ ^_-^sena?l  +  — — ~- jT^To^+C   se  w  è  pan 

(w-2)(w-4)...2  J      m(m-2)rw-4)...4.2  ^ 

^    "   'V        -'"••     I  ^.  e  se  me  dispari. 


(w-2)(m-4)...3. 
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Jdx     cos^   r      1 
sen***  X  m  —  1  (sen"*""*  x 


m~2      1 


m — 3sen"*"^;P 


.  (m-2)(m-4)       1       ^ 

"T"    r~ ov     /- r:     ni-*  „  "T  . 


(m—  3)  (m  —  5)  sen**^a; 


(m  — 2)(m-4)...2      1 


1  (m  —  3)(m  —  5)...3  sen  x\ 

^  y  (/n  — 2)(m  — 4)...3  _1_1 
^  (?n— 3){m— 5)...2  sen*a?J 


se  ?»  e  pan 


/ 


(»»— 2)  (m— 4)...3.1 


\  •^"i;.-i;(:;-3):7^'^g*gÌ-^-^^    se  ^  è  dispari. 

Cambiando  in  queste  formole  a?  in  -o*  -f-  ^  otteniamo 

/cos"^  00  da).  1 — -~. 

J  cos'ha; 

2)  Ii=Jsen^d?cos^a;rfr. 
Applicando  la  formola  (2)  abbiamo 


sen^^rcos^a? 


10 


•^00       3    r     ^         «      .             sen'jpcos': 
— -h  -jzr-  I  sen*xcos*a7aiPn: r- 


—  -oTT^seno;  cos'a;  -f  — -  j  cos*a:rf.r, 


e  quindi,  sostituendo  per  fcos^xdx  il  suo  valore, 
sen^xcos'o?         3 


1  =  . 


10 


80 


sena?cos'd7 


3    sen  X 
"80"  ""IT" 


r   5      ^     3     5.3      1 

Icos^iP-f  —  cos' .1:4- ^—:7  cosa?! 


3      5.3  ^ 

-^so-ott:^^^-^^- 


3)  ì=J]/\ 


sen  o)  cos  *  x  dx. 


ffppvmpv" 


Ì13 
Applicando  la  forinola  (3)  abbiamo 


3 


-      sen«a:cos«a?       1     C.. «1 

^  — 2 + -T- J  l/sen 0? cos    ^xdx. 

Per  calcolare  l'ultimo  integrale  lo  trasformeremo  nel  cor- 
rispondente integrale  a  differenziale  binomio  col  porre  y  =  sena;, 
cosicbè 

I  I/sena? cos'ha? rfaj=  ry*"(l  —  y*)"'*rfy. 

1  —  y* 
Poniamo  — - — znz^  (abbiamo  il  secondo  caso  di  riducibi- 

y 

lità  a  forma  razionale,  ^ -f  -^  = r-=0)ed  avremo 

n  r  4  4 

1  ,    «1/2 

ed  in  conseguenza,  poiché 

^       jT  sen'o? 

abbiamo  in  ultimo 

/i  / -r      1       sen  *  a?  cos  «  x         1     ,      1  -|/2|/cot  ìt+co  t  a; 
|/sena;cos«  a:da?= -f-  — 7=Ioff      ^  ,1.  ,JL~ 
2               81/5        l-fl/2|/^^+cota; 

1  ^   l/2l/cóti     ^ 


4\/Z         ^   l-cota; 

8 


r 


4)  Iz:::  fsen^ a; cos^x da); 

applicando  la  forinola  (3)  abbiamo 

sen"^"*"*  X  cos*  x         2      r 

1=1 r; h ò  I  sen^xcoswdx 

m-hS  m-hSJ 

sen'""*"^  X  cos*  x         2seu**'*"*  x 


m-i-3 


(m4-3)  (m-f  1) 


-f-C. 


47*  Speciali  artifizi,  e  specialmente  la  integrazione  per  parti, 
permettono  di  integrare  alcuni  differenziali  trascendenti. 

1)  Integrando  per  parti,  prendendo  una  volta  e^^  e  l'altra 
costar  come  fattore  finito,  otteniamo 


/' 


^  cos  bxdx: 


e**  sen  bx        a 


—  i  a^"^  sen  bxxdx, 


a  a  j 


dalle  quali  duo  formole,  eliminando  prima  l'integrale  dei  se- 
condi membri,  o  pai  quello  dei  primis  ricaviamo  rispettiva- 
mente 


\e'^QQsbwdx:=ie^ 
Xe'^mnbxdxzize'''' 


b^Qnbx  -f  acos&a; 
as&tkbx  —  boo^bx 


2)  Si  ottengono  pure  in  termini  finiti  gli  integrali 


j  X''  e"»*  cos  bx  dx,        ix*"  e"**  sen  bx  da?. 
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quando  n  è  intero  positivo,  giacché,  integrando  per  parti,  ab- 
biamo 


**  cos  bx  dx  z=:  x^  e^ 
nb 


r— r  iaf^^  ^  sen  bx  dx r^^^  fa?**-*  e**  cos  bx  dx, 

1  x"  e^  sen  Ja?  dxz=  a?**  e*^  ' 


.  asenfrop  —  bcosbx 


; — rr  fa?*^*  e"*  sen  bx  dx  -f   ,^  , ,  \x^^  e^  cos  &a?  do?, 

formolo  di  riduzione,  che  ripetutamente  usate  riducono  i  nostri 
integrali  agli  integrali  precedentemente  considerati.  Così,  ad 
esempio,  abbiamo 

/...tir       r    j            ^  Jsen  Jx-f  acosjar 
xef^  cos  bx  dx  •=:  xe"^ = — tz 

=— rt  { e^^Qnbxdx = — ^z  [e^cio^bxdx 

ar-h  IrJ  a*+  b*j 

^    r  j« a«  2ab  1 

=  -r — TA^{b  sen  Jìc+a cos  bx)-\-  — = — rr-  cos  bx z — =-,  sen  bx\-\-G. 

3)  L'integrale  fz^ìogxfdx,  posto  a;  izze*',  si  riduce  a 
jyng(a+i)y^y^  cho  Sappiamo  conseguire  in  termini  finiti  se  n  è 
intero  positivo  (Vedi  n.  21),  e  si  ottiene 


Jrr«(loga?)«da?  =  ^  |^(log  xY  -  ^  (Ioga:; 
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,  n(n— 1),,       ,_  ,  ,      -  ,^,  n(n  — 1)...2, 


-(-'r*^i^?7r^l-o. 


che  vale  per  a  qualunque  diverso  da  —  1,  e  per  a= — 1  ab- 
biamo 

4)  Integrando  per  parti,  prendendo  e**  per  fattore  finito, 
abbiamo 

la  qual  formola,  quando  n  è  intero  positivo  diverso  dall'  unità, 
ripetutamente  adoperata,  riduce  il  calcolo  del  nostro  integrale 

,  che  però  non   sappiamo  conseguire 

termini  finiti. 

Posto  e^z=:y,  quest'ultimo  integrale  diviene    (  f— ^.   che 

suole  considerarsi  come  una  nuova  trascendente,  cui    è  stato 
dato  il  nome  di  logaritmo  integrale  o  iper  log  aritmo. 

48.  Abbiamo  calcolato  al  n.  21  T  integrale  Je'''*^/(;»)da?,  ove 
f{x)  è  funzione  razionale  intera.  Se  f(x)  è  funzione  raziona- 
le, decomponendola  nella  sua  parte  intera  e  in  frazioni  sem- 
plici, avremo  da  calcolare  integrali  della  forma  Jx^e^dx,  che 

— ,  i  quali,  posto  x  —  cczizy, 

(x — a) 

j^,  che  abbiamo  precedentemente  con- 
siderati. 


in 


\ 
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Sappiamo  pure  conseguire  in  termini  finiti  gli  integrali  della 
forma 


Cf{a>  ,  e"^  ,  e**,...e<^^)da:, 


dove  f  è  simbolo  di  funzione  razionale  intera,  giacché  questo 
integrale  verrà  a  essere  composto  dalla  somma  di  integrali  della 
forma 

A  fa?**  e"*«^  e**«^ . . .  e'^*  dxzzzk  Cx*"  e^  dx, 

dove  A  indica  una  certa  costante  ed  è  Azz:ma  +  iJ4-...-f  fc. 
Notiamo  infine  che,  se  negli   integrali  considerati  compa- 
rissero delle  esponenziali  a^,  essi  si  ridurrebbero  ai  precedenti 
osservando  che  a'zzie^^^^^. 


Esercizi 
l.jM£^  =  [,og(Ioga.)-l]log.. 


al/a        [/a  -f  be^""  -h  \/a 


3.    I  . ,  r  — / — _=- are tg ?-——=: —  se   a<0 

J^/a  +  ie**      ]al/-a        ^    (/_a 


se  a=0. 


r    sen^dscos^r      ,   _   r      tg^xdx       ^     1       1 
J  (sen^a?-fcos^a?)*  J  (i  4-tg'a?)*cos*a:~     3  l+tg'a;' 


t 


118 


/sen*  X  dx 
a-hbcos^x 


-f-TP-7^-'^(^/.-^'.')        'e^>0 


ì^xdx    _^j       b 


a-^b     ^ 

se — 0 

a 


f       b         2by~'T 


log 


._l/_« 


+  b 

se <0; 


tgx  +  [/_£±*        « 


f-TK^-rctg(|/-±-^tg.) 


X 


Qos^Xdx 
a-^b  cos^x 


b       btgx 


se  >0 

a 


a-hb    ^ 

se ^=0 

a 


I  .  1/     a-f 


se    — --<0; 


mediante  questi  integrali  si  calcolano  subito  gli  integrali 

r^^/e  quindi   anche     f    -/^%-),     rjen^^da; 
Ja+*cos*.r\    ^  J  «  +  *sen*ac/'  J  a-f  Jsen*a; 


[+Jcos* 
cos^xdx 


COI 

a-hbsen^oo  ' 
cos  x  dx 


Jcosxax    X        a    r 
a  4-  6  cos  a;  b         IT  J  oT 


dx 


b  cos . 


7.  Si  provi  che  si   possono   determinare,  quando    \a\  è    di- 
verso da  \b\,  le  costanti  A,  B,  C  in   guisa  che   risulti    identi- 


«HVfHP 
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camente 

Jih -i^  g  cos  osyda:    __      A  sena?  r(h-^CQosw)dx 

Si  trova  A  =  ^^^,  B  =  «4^.  C  =  ^J^i^. 
e  qaÌDdi  la  forinola  di  riduzione 

/{k-V  gt^o^x)dt ag  —  bh         seu^ 
(a  +  6cosaj'*+^      n(a* — 6*)  (a  +  i  cos  or)** 


ri(a'  <-  &*j  J 


(a  +  ècosx)'*  ' 


che  riduce  infine  il  nostro  integrale   a   una  parte   finita  e  al- 

/diX 
r- (Eulero). 

Cosi  ad  es,  è 

/cmxdx    1       l  asenx    ,     r       ti^v       "j 
(a  +  bcosx)*      a*-  &*  |a  +  6cosx         J  a-hbcosx} 

Se    |at  =  Ì*|    avremo  da    calcolare    J  n^coB€o)'^'      '  ^ 

JJl  — i-  fi  GDS  ^  1 
— r-:^:,  dx  i  quali,  osservando  elio  1  -f  cos  x-=2  cos^  r;-  x^ 
{ì  —  C0SJ^}**+*                                                                                            ^ 

1— cosa:=2sen* -n-iC,  cosa:=icos^  ^a?— sen'  -g-ic,  si  ridu- 
cono alla  forma  di  quelli  considerati  al  n,  46,  Cosi  ad  es,:  è 

J(l+cosa;)'  "  2    **  i         6^2 

/"              ,              ,.   ,        :ecos2      senSjT 
8     I  sente  +  1)  sen(jr  —Ddxzrz  —~ — -- — . 
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9.  Jsenxsen2xsenSxda;=~l^^  _2^.cos2zl 


10.    I  e*^sen bas sen cxdx=  -r-  e^ 


/ 


(b-c)seaib-c)cf+acos(b-c)x 
2   -  a*+(b  —  c)* 

1     gg,{b  +  c)  sen  (&  +  c)a;  +  a  cos(^  +  e  Vp 
e** cos(Ja;  +  c)6to zi:  __-  [a C08(&a;  +  c)-f  *  sen(Jx  +  e)]. 


/• 


12.  Si  dimostrino  le  formolo  di  riduzione 

e^  cos^~^^y(a  cos  bx  4-  nb  sen  bx) 


e^^cos**6a?dap: 


/■ 


e"*sen"5crfx=: 


n(n-l)yr^cos"-*toda.. 
a*4-n*J*J 

^<*^  sen"""*  J  j:(a  sen  i2?  —  ni  cos  bx) 


a^'^n^b^ 
n(n  — l)y   r 


e^sen**"*6a;Gte, 


utili  se  n  è  intero  positivo. 


13.  Si  provi  che,  se  n  è  intero  diverso  da  — 1,  si  possono 
conseguire  in  termini  finiti  gli  integrali  fx^aLVC  sen  x  dx  ^ 
fx"*  a,TCigu'dx;  cosi  ad  es.  :  è 

j  ac*  are  sen  a;  ete  :=:  —  [3a:^  are  sen  x  -i-  (x*  +  2)|/ 1  —  a?*J, 

Jarcsenxdaj       ,      1 — l/ì  —  x^ 
^ =  '*»« X 

Jarctga?dj? x  arctgfl? 


are  sen  x 
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1     ,      l-f[/2x-fa: 


14.       ^= — =21/ù7arctgx-f--p=log — 77= 

J        IA;  ^1/2     ^l_|/^+x 


I/o         *     P^^^ 
— 1/2  are  tg  f . 

°  1  — a? 


, ^    rlogxdx   1  /jcloga?  __  log(a+&a?)"| 

•  J    (a-hbxf  ""  a  \a  +  èx  i         J' 

J         x^^»  1  +  I/a?       I/a; 

17.    r(l  +  tg»)|/f^tgl-rfx  =  2|/Ut^x 


- l/l^-TT  log l/2"+l-tga;  +  |/2(|/2+l)(l-tga;) 
|/^+ 1  — tga>— 1/2(|/2+ l)(l-tgx) 

-2P/pivrarctg^5pEnIi^). 

k^-l+tga; 

18.   rl/|J±^rfa;=-21og(|/s-ira;+[/rTi^a:) 
♦-^  ^     1 — yaeax 

I /^.     1/2(1  +  sen  x)  —  [/sen  a;  —  l 

|/seux — 1 
19    r J^da;  _     a:»(log  2f  +  3a!'(log  2)*  +  6  j  log  2 + 6 


20, 


2^   ~"  2*(log2)« 

3'-* 


J(l-a-)3— rfa;=^-j^^[(log3)«(.'t'-l)  +  2Tlog3+2]. 


H  122 

\ 


IL  Integrali  leMtl 


Aloani  teoremi  sagrli  Intesrrali  definiti. 

49.  Riprendiamo  ora  lo  studio  degli  integrali  definiti,  che 
abbiamo  cominciato  nei  n.^  1  a  14,  mantenendo  le  stesse  nota- 
zioni allora  adoperate. 

Dalla  definizione  stessa  di  integrale  definito  si  ricava,  sen- 
z'altro, 

b  b 

jcf{x)dx  =  C  jf(x)dx, 

a  a 

dove  G  è  una  costante. 

Se  e  indica  un  numero  compreso  tra  a  e  ò  abbiamo 

b  e  b 

(1)  Jf(x)dx=Jf{x)dx-^  jf[x)dx, 

a  a  e 

giacché  la  divisione  dell'intervallo  (a,b)  in  parti  può  farsi  in 
^Miisa  che  un  punto  di  divisione  coincida  sempre  con  e. 
Dalla  formola  precedente  si  ha 

e  h  b  b  e 

jf{x)dx  =  jf{x)dx — jf{x)dx  =  Jf{(c)dx  +  j f{x)dx, 

a  a  c  ab 

e,  poiché  il  punto  b  è  fuori  dell'intervallo  {a^c)y  possiamo 
asserire  che  la  formola  (1)  vale  ancora  se  il  punto  e  è  fuori 
tieir intervallo  (a, 6),  supponendo  però  che  la  f{x)  sia  data  e 
sia  integrabile  anche  nell'intervallo  che  dobbiamo  considerare 
fuori  di  (a, 6). 
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Si  ha  poi  evidentemente  ancora,  sotto  analoghe  condizioni 
se  i  punti  c?i ,  Cj , . .  c^ ,  alcuni  o  tutti,  escono  dell'  intervallo  (a,J), 


«2 


J  f{x)dxz=.  j  f{x)dx  -f  J  f(x)dx  +  •••+(  f{oo)dx. 


50.  La  somma  algebrica  di  un  numero  finito  di  fun- 
zioni integràbili  in  un  certo  intervallo  è  pure  integrabile, 
e  V  integrale  della  somma  è  uguale  alla  somma  degli  inter 
grati  delle  singole  funzioni. 

Infatti,  se 

o(x)  =  f{x)ztf,{x)±..,:tf^{xl 

e  indichiamo  con  So  la  somma  S  relativa  alla  funzione   o{w), 
con  S^  quella  relativa  alla  funzione  fr(x),  la  formola 

So  =  S|drSe±..zbS, 

dimostra  il  teorema. 

51.  Il  prodotto  di  un  numero  finito  di  fattori  integra- 
bili  è  integrabile. 

Cominciamo  dal  dimostrare  il  teorema  pel  prodotto  9(.r)z=: 
fi{ocì)  fiix)  di  due  fattori.  Formiamo  per  la  funzione  o{x)  la 
somma  D^zzlk^Dg,  e  indichiamo  con  L\,Vg  i  limiti  supe- 
riori, con  ^a,/"^  i  limiti  inferiori  e  con  D',,D"5  le  oscillazioni 
delle  funzioni  fi(x),  fj^x)  nell'intervallo  A,  e  poniamo  D'=2/^5D's, 

Se  si  suppongono  le  fi{x),  f^{a:)  sempre  positive  in  tutto 
l'intervallo  d'integrazione,  avremo 

D,<L',L^-r,r,  ossia  D,<L',(L",-0  +  r,(L',-0, 

D,<L',D",4-r,D',, 

e  quindi  ancora,  indicando  con  K  un  numero  maggiore  dei  li- 


ÌU 

miti  superiori  di  /[(a?)  e  /^(a?)  in  tutto  T intervallo   d'integra 
zione, 

D.<K(D",+  D'.), 

da  cui  ricaviamo 

D<K(D"-f.D'), 

la  quale,  ricordando  che  per  ipotesi  D',  D"  hanno  per  limite 
zero  al  decrescere  delle  A,,  dimostra  il  teorema. 

Se  le  fiix),  /g(x)  non  sono  sempre  positive  nell'intervallo 
di  integrazione,  prendiamo  due  costanti  G^,  Cs,  tali  che  le 
somme  Ci  +  /i(a?),  C^-f /^(jj)  siano  sempre  positive  in  detto  in- 
tervallo. Allora  il  prodotto  [Ci  +  /Ì(a?)]  [Cj-f  /i(a?)]  è  integrabile, 
e  la  formola 

<f(x)  =  [C,  4-  rM]  [C,  4-  /;(x)]  -  C/,(a:)  -  C./;(x)  -  Gfi, , 

nella  quale  i  termini  del  secondo  membro  sono  tutti  integra- 
bili, dimostra  che  è  integrabile  la  funzione  9(0?). 

Dimostrato  cosi  il  teorema  pel  prodotto  di  due  fattori,  si 
estende,  senz'altro,  al  prodotto  di  un  numero  finito  di  fattori. 

52.  Se  la  funzione  f(x)  è  integrabile  e  si  mantiene  in 
tutto  l^  intervallo  di  integrazione  numericamente  discosta 
da  zero  più  di  una  certa  quantità  assegnabile,  la  sua  in- 
versa j. —  è  pure  integrabile. 

Supponiamo  primieramente  la  f(x)  sempre  positiva  nell'  in- 
tervallo di  integrazione.  Allora  se  L,,  l^  sono  i  limiti  superiore 

e  inferiore  di  f{x)  in  A,,  si  riconosce  facilmente  che  -7-,-ì^ 
sono  i  limiti  superiore  e  inferiore  di  7:7— r  in  A.,  cosichè  avremo 

n'_i 1   -U-h_    D.    ^  D.     - 


mni  II  iLPi. 
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indicando  con  K  un  numero  minore  del  limite  inferiore  di  f[x) 
neir  intervallo  di  integrazione,  dei  quali  numeri,  per  le  ipotesi 
dell'enunciato  del  teorema,  ve  ne  è  una  infinità. 
Dall'ultima  formola  si  ricava 

che  dimostra  il  teorema. 

Se  poi  f(x)  fosse  negativa  o  cambiasse  segno  neir  intervallo 
di  integrazione  (ciò  che  può  avvenire  senza  che  la  funzione 
passi  per  lo  zero,  giacché  può  essere  discontinua)  allora  si  os- 
servi che 

1    _/'(a?)4-l 1_ 

e,  poiché -==5-  é  integrabile  e  cosi  pure  il  prodotto  [/*(a:)  +  l]  ==2* 

vediamo  che  é  pure  integrabile  -rz — . 

Da  questo  teorema  e   da  quello  al  n.  51,  osservando   che 

jy-(  ZZI  f[{x)  -Trr-;:,  ricaviamo  subito  che 

Se  le  funzioni  fi(x),  U(x)  sono  integrabili,  e  la  seconda 
si  mantiene  neir  intervallo  di  integrazione  numet^icamente 
discosta  da  zero  più  di  una  certa  quantità  assegnabile,   il 

quoziente  ~— r  è  pure  integrabile, 

53.  Data  la  funzione  f{x)  finita  e  integrabile  in  (a ,  b)  con- 

n  n' 

sideriamo  le  somme  ^h^y^,  ^A'^y',  relative  alla  divisione   del- 
1  1 

l'intervallo  (a,b)  in  n  parti  A,,  in  n'  parti  A',  e  ai  valori 
y,,  y,  compresi  tra  il  limite  inferiore  e  il  superiore  (questi 
inclusi)  di  f(x)  rispettivamente  in  A^,  A',,  e  siano  D,,  D'^  le 
oscillazioni  di  f(x)  in  A,,  AV  Indichiamo  con  A«  le  parti  nelle 
quali  (a ,  J)  é  diviso  dalle  due   scomposizioni   precedenti,  p   il 
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loro  numero,  y'\  un  valore  qualunque  compreso  tra  il  limite  su- 
periore e  l'inferiore  (questi  inclusi)  di  f(x)  in  A^,  e  D",  la 
oscillazione  di  f{x)  in  k^.  Avremo 

e  potremo  scrivere 

ed  in  conseguenza 

ìh,y,=ìk,y\^K 
1  1 

dove  A  è  la  somma  di  tutte  le  somme 

relative  agli  intervalli  h^,  e  poiché  queste  non  possono  nume- 
ricamente superare 

|*a+iD,-*-A;^3^^D,-|-..,  + 4^4.^0,1    cioè    |A,D,|, 

risulterà  |A|<|ÌA,DJ. 

In  modo  analogo  avremo 

lh\y\  =  ìk^\^h    dove     |B|<f^A',D',|, 
1  1  1 

e  quindi 

(1)  lky.-fA>'3|z=:|A-B|<|2A,D,^^ 

Osserviamo  ora  che 


m-^^'vmfmr-  : 
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cosichè 


\lhfi,\>]U.Ì)",\ 


nf 


Inoltre,  poiché  i  termini  della  somma  ^h\Us  che  non  com- 

pariscono  in  2i,D",  sono  quelli  soli  che  corrispondono  a  inter- 

1 

valli  h's  nei  quali  cade  qualche  punto  della  divisione  di  (a,b) 
nelle  parti  A,,  e  questi  termini  sono  al  più  in  numero  di  n,  e 
ciascuno  di  essi  non  supera  d'Do,  dove  d'  è  il  massimo  dei  nu- 
meri \h\\j  e  Do  è  la  oscillazione  di  /"(a?)  in  tutto  (a,&),  avremo 

I^A',D',|<|lA,D",|+wcfDo,  e  quindi  ancora 


nf 


\lh'fi\\<\lhJ)s\-hnd'J)o, 


in  virtù  della  quale  la  (1)  diviene 


n' 


\U,ys  —  lh'^\\<2\lhfi,\  +  nd'Do. 


Supponiamo  ora  la  scomposizione  di  {a ,  b)  nelle  parti  h'g  tale 
che  risulti 


o 

Ìh\yJ-Jf(x)dx 


<<^. 


essendo   a  uu  numero  positivo   prefissato  comunque   piccolo  ; 
avremo  allora 


V 


<2 


2A.D. 


+  nd'  Do  4-  <J, 


e,   poiché  possiamo  prendere  d'  e  j  piccoli  come  si   vuole, 
dovrà  essere 

» 

f  K  y,—jf{x)dx   <2  I  £  A,D,  I , 
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ja  qaal  formoh  ci  dice  che,  la  somma  1^7.  è  un  valore  ap- 
prossimato deir  integrale  J  f(x)dx,  con   un  errore  per  ec- 


cesso 0  per  di  fello  non  superiore  al  doppio  della  somma 


2h,D. 


Applicando  r ultima  formola  alla  parte  (a,a-|-Ai-f  Aj4-...+  ^i) 
di  intervallo  [a,b)  si  ha  la  formola 


(2) 


i 

04-2  ns 


ÌKy,-  j((x)dx 


<2 


2A,D, 


54.  Se  la  funzione  f{x)  integrabile  in  (a,J),  ove  non  è 
zero,  ha  sempro  lo  stesso  segno,  cioè  f{x)>Q,  oppure  f{x)<^, 
è  chiaro,  io  seguito  alla  definizione  stessa  di  integrale  definito, 
che  sarà 

b  b 

jf{0G)dx>0  oppure   \  f{x)dx<0  se  a>&, 


l  f{x)dx<^  oppure   j  f'{a))dx<0  se  a<è. 

a  a 

So»  quindi,  /(w),  /x)  sono  integrabili  ed  è  /'(x)>(^(x),  avremo 

ti  b  b 

fin-)-  'r{x)]dx=  jax)dx  -  J^(x)dx  >  0 

li  a  a 

h  b 

j  <^{x)dx  >   I  <^{x)dx  se  a  >  é, 

li  a 

d  b 

j  f\x)dx  <  1  (^(a;)dx  se  a  <  J. 


cioè 
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Se  (f{x\  ove  è  diversa  da  zero,  ha  sempre  lo  stesso  segQo 

e  m,M  sono  il  limite  inferiore  e  superiore  di  f(a;)  in  (a, 6), 

il  prodotto  f\x)  9(^0  sari  sempre   compreso  tra  le  quantità 

m(^x),  Mfi{x)  0  sarà  uguale  ad  una  di  esse,  cosichè    j  f(x)  %>(x)dx 


a 

b 


sarà  sempre  compreso  tra  le  quantità  m  i  (^{x)dx,  M  j  'i(x)dx  0 

a  a 

Uguale  ad  una  di  esse,  e  perciò  avremo 


M. 


(1)         Cf(x)(^{x)dx:=zk  f(^(x)dx        dove  m<k< 

a  a 

In  particolare  se  (^(x)=:\, 
b 
\f(x)dxz=ik{b  —  a)        dove  m<A<M. 

a 

Se  f(x)  è  continua  in  (a, 6)  possiamo  scrivere 

b  b 

^f(x}^{ai)dx=f{a-{-'j{b-à))C^{x)dx,      0<^<1, 

a  a 

b 

^f(x)dx=f\a+  9{b  —  a)\{b—a\      0<5<1. 


;  La  formola  (1)  costituisce  un  teorema  che  suole  chiamarsi 

'  primo  teorema  della  media;  e  si  intende,  senz'altro,  la    ra- 

gione di  questa  denominazione. 

55.  Se  le  t?, ,t?,,...t?;»  sono  quantità  tali  che  le  somme 

siano   tutte  comprese  tra  due  quantità  a,  A,  dove  a<A,  e 

9 


•  '^'^lyjJM  Jf  iVvJiw  faMB^fVfki'fm^tmw^rr^ 
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se  le  £i, (:-{,. ..c^  sono  quantità  positive  ed  è  H^H^^a^"'^^fn 
avremo 

(1)  €ia  <  €iV|  +  fit?t  -^ .  -  +  £^1?^  <  ^1  A. 

Infatti,  poiché  ^ 

è 

6  da  questa,  sostituendo  in  luogo  delle  s  una  volta  a,  e  un'al* 
tra  A,  abbiamo  la  (1), 

Ciò  premesso,  siano  f(x),  ^(x)  funzioni  finite  ifitegrabili  in 
(a,£),  e  sia  (f(x)  mai  negativa  e  mai  crescente  quando  la  va< 
riabile  x  passa  da  a  a  A. 

Dividiamo  T intervallo  (a,b)  in  parli  h^  tali  che  risulii 

fl 
lS^^D,|<ar,  essendo  or  un  numero  positivo  comunque  piccolo    e 

i 
Dg  l'oscillazione  di  f((v)  in  A,;  indichiarau  con   y,  e  js^  i  soliti 

valori  di  f(x),  (f{x)   compresi   tra   il   loro   limito  superiore    e 
inferiore  (questi  inclusi)  in  /i,,  prendendo  ^i^^(a). 
Per  la  formola  (2)  n-  53  abbiamo 


1 


0+2*, 


f(x)dx  —  lh,y. 


/ 


<7.  (2=i,2,.;,w), 


ossia 


i 


a+S**^ 


cusichè,   indicati   con   m,  M   il    minimo  e   massimo    valore  di 

à- 

(f{x)dw,  quando  x,  limite  superiora   dell'integrale»  assuma   i 
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valori  da  a  a  d,  avremo  ancora 


m  — J<ZA4^,<M-f  7,  (1  =  1, 2,. ..n). 

Ma  le  (f(a),  js:,»..,^^  sono  quantità  positive  non  crescenti, 
e  perciò,  applicando  al  caso  nostro  la  formola  (1),  abbiamo 

(p(a) (m  —  j)< ^h,y,z, < 9(a)  (M  +  j). 

Supponiamo  ora  la  divisione  di  (a,b)  nelle  parti  A,  anche 
tale  che  sia 


Jn^)  ^(x)dx  —  ihsifs^, 


<  ?(a)  <7, 


ossia 


a 

allora  avremo 

9{a) (m — 2 j)<  f/^C^) (^(a:)rfa? < (^(a) (M  +  2^), 

a 

e,  poiché  <j  è  arbitrariamente  piccolo, 
(2)  9(à)ni<  \f(x)(^(x)dx<(f{a)M, 


ossia 


Cf{a!)(^{x)dx=h^{a)    ,    m<k<M, 
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ovvero  ancora,  ricordando  che  un   integrale  definito  f'\f{u)  du 
è  funzione  continua  di  a?,  abbiamo  la  formola  notevole 

6  a-h6(&-a) 

(3)  {f[x)^{x)dx  —  (^{a){f{x)dx,    0<5<1. 

a  a 

Notiamo  che,  se  nel  punto  a  la  (p(^)  è  discontinua,  deve  esi- 
stere il  limite  per  h  convergente  a  zero  di  ^(a  +  A)  se  a<h  o 
il  limite  di  ^(a  —  h)  se  a>d,  perchè,  per  le  ipotesi  fatte  sopra 
la  ^x),  in  virtù  del  teorema  al  n.  17  del  primo  volume  di 
quest'opera,  la  discontinuità  non  può  essere  che  di  prima  spe- 
cie; perciò  le  quantità  ^(a-l-O),  oppure  ^(a — 0)  hanno  certa- 
mente significato.  Ora  nella  (3)  possiamo  in  luogo  di  cp(a) 
porre  ^(a-f-O)  o  ^(a — 0),  giacché  se  assumiamo  (p(a-f-O),  o 
q5(a — 0),  per  valore  di  ^(x)  nel  punto  a,  il  valore  dell' inte- 

graie  §f{c6)  ^{:É\dx  non  cambia  (Vedi  n.  12);  cosichè  avremo 

a 

{f(x)^{x)dx-==i^{a-\'^)^f{x)dx  ,  0<9<1  ,  se  a<ft, 

a  a 

(4)  { 

f    Ta^)  ? Wd^  =  9(«  —  0)  r/'(a;)rfj;  ,  0<5<1   ,  se  a>é, 

\   a  a 

le   quali,  osservando  che  se   in  a  vi  è  continuità  per   la  ^x) 
è  9(a  +  0)=zf(a)  o  y(a  — 0)rz:(jp(a),  comprendono  la  (3). 

Se  la  ^(x)  è  anche  negativa  nell'intervallo  (a ,  6),  ma  però 
non  mai  crescente  quando  x  varia  da  a  a  é,  allora  possiamo 
applicare  alla  funzione  9(0;)—  9/(6),  mai  negativa  e  non  crescen- 
te, la  formola  (4)  avendosi  cosi 

J/(.r)  [^(0!)  -  "^(*)]  dj-  =  [^(adbO)  -  9.(*)]  J/  (a;)dr 
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ossia 

6  »  a+0(»-a)  a+Blb-a) 

TAx)  <^(a>)dx=(^{b)  Cf(x)dx  -  <^{b)J/-{x)dx  +  f{a±0)J/'{x)  dx 

a  a  a  a 

=  9(a  dt  0)  ^f{x)dx  4-  a>(*)  ^f[x)dx, 

od  aDche 
(5)  rA^)?(«)rfj^  =  9>(«^0)  ^f{x)dX'{-<f{b^O)(f{x)dx  ,  0<9<1, 

a  a  a+ft&— a) 

nella  quale  dobbiamo  prendere  i  segni   superiori  se  a<d,  gli 
inferiori  se  a>b. 

Se  la  funzione  9(x)  è  mai  decrescente,  applichiamo  alla  fun- 
zione 9(é:+:0) — 9(0?),  non  crescente,  la  formola  (5),  ed  avremo 

a  a 

che,  come  si  riconosce  facilmente  sviluppando,  si  riduce  alla  (5). 

Cosichè  abbiamo  il  teorema,  conosciuto  col  nome  di  secondo 
teorema  della  media  *): 

Se  f(x),  ^(x)  soYio  finite  e  integrabili  in  (a,b),  e  ^(x)  è  mai 
crescente,  o  è  mai  decrescente,  quando  x  varia  rfa  a  a  b, 
ha  luogo  la  formola  (5). 

56.  Sia  ^(x)  finita  in  (a, 6)  ed  ammetta  derivata  continua 


>)  La  formola  (2)  fa  notata  dal  Bonnbt  nel  voi.  14  del  giornale  di 
LiouviUe  nella  nota  cRemarques  sur  quelques  Intégrales  défiaies».  La 
formola  (5)  è  stata  pubblicata  nel  voi.  69  del  giornale  di  Crelle-Bor^ 
chardt  dal  Du  Bois-Rbymond,  cui  la  aveva  verbalmente  comunicata 
il  Weibrstrass,  che  la  aveva  trovata  e  se  ne  era  servito  nelle  sue 
lezioni  senza  pubblicarla. 
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'^'(a!);  allora,  se  x,x  +  h  sono  punti  di  (a  ,h\  avremo 

'^{a  +  h)  -  '^(a:) = Af  (x  +  Oh),  0  <  5  <  1 . 

e,  posto 

■yix  +  Oh)=-}'{x)+i, 

abbiamo  ancora 


d'altra  parte,  poiché  la  ^(a?)  è  continua,  in  virtù  rlel  teorema 
al  n,  3,  dato  ^,  esiste  un  numero  positivo  d  tale  che,  qualun- 
que sia  a?  appartenente  ad  (a,i)  e  per  \h\<CÌ,  e  in  modo  che 

jc  +  A  appartenga  ad  (a,*),   è  |i|z=|y(^H- ^/t)  — f(x)|<  —  ; 

coliche  avremo  ancora,  qualunque  sia  x  e  per  quei  valori  di  h. 


e  poiché  è  ancbe 


IfW-fWK-n-, 


indicando  ar^  un   punto  qualunque   dell'intervallo   (x^  a?+^), 
avremo 


Hw-^h)-'^{x) 


-  n^o) 


<^- 


Ciò  premesso,  abbiamo»  relativamente  al  carabiamento  dì 
variabile  di  integrazione  in  un  integrale  definito,  il  seguente 
teorema  : 

Posto  X  — x(t),  sta  tiz:zx{x),  bi=rx(/5),  e  sia  x(t)  una  fun- 
zione univa/tmJe  sempre  cresceniti  o  sempre  decrescente^ 
e  che  ammette  derivala  continua   x'(t),  così  che  mentre   i 


j 


135 
sempre  crescendo  o  sempre  decrescendo  passa  dal  valore  a 
al  valore  jS,  x  sempre  crescendo  o  sempre  decrescendo  passi 
da  2L  a  h  una  sola  volta;  allora,  se  f(x)  è  finita  e  integrabile 
in  (a,b),  è  f  [x)]x'(t)  finita  e  integrabile  in  («  ,i3)  e  si  ha 


Jf(x)dx=Jf[x(t)]x'(t)dt 


Invero,  assegnato  il  numero  positivo  ?)  »  interpoliamo  tra  a 
e  /3  i  numeri 

in  modo  che  le  ampiezze  k  delle  parti,  nelle  quali  si  scompone 
(a,/3),  siano  minori  del  numero  d,  pel  quale,  prendendo  \k\  <<J 
e  qualunque  sia  /  appartenente  ad  (a,j3)  e  qualunque  sia  f 
appartenente  a  (/,  t-hk)^  è 


a?(/-4.4)— a?(/) 


-  coV) 


<^i, 


ovvero 

-^ ^ ^i<a?(0< ^ +  ^1- 

Allora  abbiamo  le  disuguaglianze 

dove   /',_i  indica   un    qualunque  valore  di    t  appartenente    a 
(/j-i,/,),  disuguaglianze  che  valgono  qualunque  sia  la  scompo- 
sizione di  (a,/3)  in  parti,  le  cui  ampiezze  siano  <cJ. 
Consideriamo  ora  la  somma 

S^ìy.xXe,^,)  (fa  — /^i). 


m 

dove  Va  ìndica  un  valore  qualunque  compreso  tra  il  limite  in- 
feriore e  superiore  (questi  inclusi)  dei  valori  di  f[x{t)]  nelT in- 
tervallo (ifj_,  ,4),  o,  ciò  che  è  lo  stesso,  un  valore  compreso  tra 
il  limite  inferiore  e  superiore  di  f{x)  nelT intervallo  A,  ^=3?(/J 
—  M^*-j)'  corrispondente  all'intervallo  (/,_i*/,);  e  i/i^'{/',«,)  è 
ancora  un  valore  qualunque  compreso  tra  il  lìmite  inferiore 
e  il  superiore  dei  valori  del  prodotto  f[x{t}]  xit)  in  (/(_i ,  tX 
Le  differenze  /,  —  t^i  hanno  tutte  ÌI  segno  di  /3  —  %  per 
ipotesi;  per  fissare  le  idee,  supponiamole  positive.  Allora  se 
y^  è  positivo  oppure  negati vo»  aumentiamo   il   valore  dei    ter* 

wi  \  —  xlt     \ 
mini  della  sommasse  in  luogo  di  j:'(;'^_,)  poniamo  -^ — ^— — -h^i 

cioè        ;      +  cTi ,  oppure    ^y     /  '  ''  ~  7,  cioè  r— / ^, , 

cosichè  avremo 

1  I 

ovvero,  ponendo  in  luogo  di  ztì/^  un  numero  positivo  A  niag- 

giore  dei  valori   assoluti   di  fiiS{f)]   nell'intervallo  (^,j5),  ossia 
di  f(a;)  in  {a,b), 

S<fA4^,  +  cr,A{,S  — ^); 

ed  in  modo  analogo  si  avrebbe 

S>lA,y,-7,A(/3  — a), 


n 

2 

1 

cosichè 


ed  in  ogni  caso,  cioè  sia  a  >  /3  o  sia  jc  <  /3,  si  arriverebbe  alla  fcir- 
mola 


1S7 
l)ato  ora  <j,  prendiamo  nelle  forinole  precedenti  ai  =:  crr-j-à — r 
COSÌ  che 

|S-lA.y,|<^, 

e  supponiamo  3  anche  tale  che  per  |/, — /,-i|<cJ  i  corrispon- 
denti A.  risultino  così,  che  sia 


< 


2  • 


allora  per  tutte  le  scomposizioni  delP intervallo  (a,j3)  in  parti 
di  ampie^sza  <d  è 


-  jMdx 


<<x, 


J 


cioè  ììmS= ff(x)dx;  e,  poiché  il  limite  di  S  è  Jf[Go{t)]a/{t)dt, 
abbiamo  in  ultimo 


(  1  )  jf{x)dx = jnx(t)]  x\t)  dt, 


come  volevamo  dimostrare. 

Questa  formola  vale  anche  se  la  funzione  x{t)  ha  nell'in- 
tervallo a,/3  un  numero  finito  di  massimi  e  di  minimi.  Invero, 
qaesti  massimi  o  minimi  corrispondano  ai  valori  ai,»,,...»^  di 
<,  dove,  supposto  p.  e.:  a<|3,  è  a  <  a,  <«,<.. ..<a^</3, 
cosi  che  negli  intervalli  (a«  «i),(«i,at)>***  1&  ^(0  ^  sempre  cre- 
scente o  decrescente;  indicati  allora  con  a,,  0,,...^^  i  valori 


1S8 
di  X  corrispondenti  a  quei  valori  di  ^  avremo,  applicando  la  (1), 


«1 


(2) 


«  a 


jf{x)dT  =  jf[x{i)]x\t)dU 


le  quali  sommate  danno  appunto  la  (I),  dove  è  a  notare  che 
alcuni  o  tutti  i  numeri  aiya^^,..an^^oiTdMiio  essere  fuori  del- 
l' intervallo  {a ,  b)\  solo  dobbiamo  supporre  allora  la  /{a-ì)  data  e 
finita  e  integrabile  per  i  valori  di  x  che  occorre  considerare 
fuori  dell'intervallo  (a, 6). 

Il  cambiamento  di  variabile  in  un  integrale  definito  giova 
spesso  per  l'effettivo  calcolo  dell'integrale  stesso. 


Esempio.  —  Sia  I=  j      i       »    dx\  poniamo  a?  izrtg^, 


co- 


siche   variando   /   da  0  a    -7-,  la  x  varia  da  0  ad  1  ;  abbiamo 

4 

allora 

g  - 

'log(l+tg/) 


i=j^^4^(i+^')rf^=/iog(i+tg/) 


dt 


0  0 

jc  jr^  ^ 

4  4  4 

Jsen  /  -i-  cos  t  r*  f* 

log di^=i  1  log(sen/-f  cos/)d/-  |  log  cos /d/; 


0  0 
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osservando  che 


sen 


/  +  cos/=|/2/-^s0n<+  ^cosA===|/2eos/^-^ A. 


abbiamo 


9 
4 


I  =  flog  [|/2  cos^-^  —  Al  dt  —  flog  cos  td  t 

0  *  0 

4  4  4 

=  log  1/2"  Cdt  -h   jlog  cosf -^ t\dt—  jlog  cos  t  dt. 


Poniamo  nel  secondo  integrale  dell'ultimo  membro 

1:=  -^ A,  e  allora 

4 


4 


I  =  log  |/2  Cdt  —   flog  cos  /,  d/i—   flog  cos  tdt=i^  log|/2 


0  «^ 

4 
»  g 

4  4 


-f   jlog  cos  /,  d/i  •=-    j  log  cos  tdt=:  —  Iogl/2  zi:  -^  log  2. 


Il  teorema  precedente,  che  suppone  uiiiyalente  la  funzione 
trasformatrice  xz=:x{t),  sussiste  ancora,  come  è  naturale,  se 
per  x{{)  si  prende  un  ramo  univalente  di  una  funzione  a  più 
valori,  purché  tutte  le  condizioni  dell' enunciato  del  teorema 
siano  soddisfatte.  Ove  ciò  non  avvenisse  in  tutto  V  intervallo 
(a, 6),  se  questo  potrà  spezzarsi  in  un  numero  finito  di  parti 
in  ciascuna  delle  quali  tutte  quelle  condizioni  siano  soddisfatte, 
si  potrà  applicare  il  teorema  a  ciascun  integrale  relativo  a  cia- 

Senna  di  queste  parti,  integrali  la  cui  somma  uguaglia  J/(2')(to  : 
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otterremo  cosi  delle  forinole  analoghe  alle  (2),  tiìa  da  esse  non 
sempre  potremo  passare  alla  formola  (l)*  Suppcfiiamo  ad  es. 
a<é,  e  x^{(),Xt{i)  due  rami  univaleati  dì  una  funzione  pluri- 
valente,  e  sia  Xj{y)=za,  x^(f:i)=:b^,  art(iS)rr&,  07,(7) ^a?t(y)=:c, 
a<J4<c<i,  3t<^6<y.  Assumiamo  per  fun^one  trasforma- 
trice x^3^{t}  la  funzione  cantinna  costituita  da  Xi{t)  pei  va- 
lori di  f  da  £x  a  7  e  dalla  xj^t)  pei  valori  di  ^  da  /  a  |3;  e 
questi  rami  siano  tali  che^  mentre  la  /  sempre  crescendo  prende 
i  Talori  a,,.j3,..y,  la  :c  sempre  crescendo  prenda  i  valori 
a.-.&j.,.c,  e  mentre  t  sempre  decrescendo  prende  i  valori  da 
y  a  |3,  la  0?  sempre  crescendo  prenda  i  valori  da  e  a  è.  Allo- 
ra abbiamo 

e  Y  ftp 

Jr(x)dx^  Jr[x,in]  x\{(}  diAf{x)dx= jf\x,(()\xii)du 

e  quindi  ancora 

9,  quantunque  sì  soglia  anche  scrivere 

Jfix)  dx~  Jn^co]  x\i)  di + J/  {x(  01  x\i)  du 

è  chiaro  che  si  commetterebbe  errore  scrivendo 


jax)dx=  Cf\<i)W{t)dU 


Esempio.   —  Sia  \^Jf{w)dx,  e  si   ponga  x=:arcsen?, 
prendendo  cosi  2?(/)^zzarcsen /,  Ora,  per  potersi  servire  di  qoe- 
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sta  posizione  per  'trasformare  V  integrale  I  in  altri  colla  varia- 
bile corrente  di  integrazione  t,  bisogna  non    limitarsi  a  consi- 
derare i  valori  di  are  sen  /  compresi  tra  —  —  e  -^,  come  si 

è  fatto  nel  Voi.  I  n.  26,  ma  bisognerà  considerare  i  valori  di 
are  sen/  compresi  tra  0  e  tt,  cosichè  indicando  con  Are  sen/  il 
più  piccolo  arco  i1  cui  seno  è  i,  noi  considereremo  della  fun- 
zione are  sen  t  i  due  rami  Xj{t)  r=  Arcsen  t,  Xi(t)=.  k  —  Are  sen  t, 

e  poiché  abbiamo  a;i(0)  =  0,  a?,(l)z=a?2(I)  = -^,   oc^fO)  z=in,   e 

tutte  le  condizioni  richieste  sono  soddisfatte,  avremo 


sen  t)dt 


I     r^/  X  j         r^/  v^  r f (krc  sen  t)dt        rf(K -Are  sì 

0  j^  0  I 

t 

1  I 

J  f  {Are  sen  t)dt       ff{i: — Are  sen /)d/ 

0  0 

57.  Facciamo  ora  alcune  osservazioni  degne  di  nota. 
Ricordiamo  the  r  integrale  (f{x)z=:ff(y)dy^  essendo  x  un 

a 

punto  qualunque  dell* intervallo  (a,b),  ove  la  f(y)  si  suppone 
finita  e  integrabile,  è  una  funzione  continua  di  a  in  (a, 6),  la 
quale,  nei  punti  x  ove  f{i/)  è  continua  ammette  derivata 
9'(a?)z=/'(x),  e  nei  punti  a:,  ove  f\f/)  ha  una  discontinuità  di 
prima  specie,  non  ammette  derivata  ordinaria  ma  ammette  la 
derivata  a  destra  e  quella  a  sinistra,  che  indicheremo  con 
9'd{^ì^  ?',Hed  è  ì''d(x)  =  /'(a?  +  0),  o',{w)=f{x—0);neì  punti 
X  ove  la  f(y)  ha  una  discontinuità  di  seconda  specie  non  pos- 
siamo più  asserire  subito  se  la  (f(x)  ammetta  o  no  derivata,  ma 
si  conoscono  dei  casi  nei  quali  si  trova  che  la  ammette,  come 
ora  vedremo. 

Supponiamo  ora  che  la  /*(y)  non  abbia  discontinuità  di  se- 
conda specie,  e  sia  F(^)  una  funzione  che  nei  punti  a;  ove/'(y) 


^^'^Ffmmmm 
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è  continua  ha  la  sua  derivata  uguale  a  f(x),  e  nei  punti  co 
ove  fiy)  ha  una  discontinuità  non  ammetta  derivata  ordinaria 
ma  ammetta  derivata  a  destra  e  a  sinistra  e  sia  F'd(^)=/^(x+0), 

F',(aj)zz:/l(a?— 0).  Allora  la  differenza  ^x)—ff(y)dy  ammette 

derivata  ordinaria  in  ogni  punto  di  {a,b)  e  questa  è  sempre 
zero,  cosichè  * 

Y((c)  —  Jfiy) dy=zC        (C  costante), 

a 

dalla  quale,  per  xrzia,  si  ha  F(a)=i:C,  e  quindi 
(1)  jf{y)dy-V{w)-¥{fl). 

a 

Cosi  che,  se  la  funzione  f{y)  ò  integrabile  e  non  ha  di- 
scontinuità di  seconda  specie,  e  si  trovasse  una  funzione  Y(x) 
soddisfacente  alle  precedenti  condizioni,  la  formola  (1)  ci  per- 
metterebbe di  calcolare  subito  il  valore  dell'integrale  definito 

jf(y)dy.  Così  se  f{y)  è  funzione  continua,  e  coi  metodi  dati 

nei  capitoli  precedenti  si  riesce  a  trovare  V  integrale  indefinito 
ff{x)dx-^x\  la  formola  (1)  ci  darebbe  subito  il  valore  dell'in- 
tegrale definito,  0,  come  suol  dirsi, servirebbe  al  passaggio  daUMn- 
tegrale  indefinito  al  definito.  Ad  esempio,  poichòjTsenx^xs-cosx 

t 


si  ricava  subito    \^^nxdx:=i — cos  -^  +  cos  0=  1  ;  poichò  è 

/ 

l'intervallo  (1,  2),  si  ha 


0 

—  ziiloga;  per  x  diverso  da  zero,  e  —  è  continua   nel- 

X  X 


f 


I 

^  =  log2-logl=log2. 
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Se  una  funzione  <f(x)  ammette  derivata  continua  ^(x)    in 
tutto  r  intervallo  (a,b),  questa  sarà  integrabile  ed  avremo 


(2)  ^x)-(fia)=J<f\y)dy. 


Ma  se  supponiamo  che  la  ^'(a;)  presenti  delle  discontinuità, 
allora  non  sappiamo  se  abbia  luogo  la  formola  (2),  anzi  si  pre- 
sentano spontaneamente  queste  due  domande:  Sarà  ancora  la 
<f\x)  integrabile  in  (a, 6),  e  se  lo  è,  avrà  luogo  ancora  la  for- 
mola (2)?  Senza  entrare  in  proposito  in  particolari,  che  non 
possono  trovare  luogo  in  un  libro  elementare,  mi  limiterò  ad 
accennare  che  alla  prima  domanda  è  stato  risposto  negativa- 
mente, cioè  vi  sono  delle  funzioni  le  cui  derivate  non  sono 
integrabili,  ed  il  prof.  Volterra  ha  dato  esempi  di  tali  fun- 
zioni ').  Por  queste  funzioni  sarebbe  sempre  \ero  che  f(j>\x)dx 
=  9'(a?)-hC,  ove  si  intenda  con  Jf{x)dx  quella  funzione  che' 
derivata   dà   f[x),    ma    non    avrebbe    significato    l'integrale 

j^\y)dy,  definito  come  limite  della  solita   somma  S.  Alla  se- 

a 

conda  domanda  rispose  affermativamente  il  prof.  DiNl  '),  cioè 
se  la  9'(x)  è  integràbile  ha  luogo  sempre  la  formota  (2), 

dalla  quale  risulta  così  che  l'integrale  Ji{y)dy  ammette  sem- 

a 

pre  derivata  e  questa  è  9(0?)  anche  nei  punti  ove  (^\x)  è  dis- 
continua, notando  che  le  discontinuità  della  (f(x)  non  possono 
essere  altro  che  di  seconda  specie  (Vedi  Voi.  1,  esercizio  4,  a 
pag.  131);  ciò  prova  quanto  avevamo  più  sopra  asserito. 


')  «Sui  principi  del  calcolo  integralo,  Voi.  19°  del  Giornale  di 
matematiche  diretto  dal  prof.  G.  Battaglini.  '^ 

*)  «Fondamenti  per  la  teorica  delle  funzioni  di  variabili  reali», 
pag.  280,  numero  199. 
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Esb;roizi 

I.  Si  dimostri  cti@  se  /(x)  ò  finita  e   integrabile   iq  (a,d) 
lo  è  pure  |/^(a?)|. 

f  f 

^  li' 

3.  O^ervaodo  che  la  derivata,  rapporto  a  /,  della  funzione 


l,2..[n—ì) 


^  r-r» — ; rt /^'**(*  +  '^^0»  si  provi  che  il  resto  dello  svilup- 

1  >  ^  *  *  (fi  ^  1  ) 

pò  del  Taylor  per  la  funzione  f{x-\-h)  è  uguale  a 

h 


e  si  ricavi  da  questa  forma  del  resto  quella  di  Laorahoe 
,  '  /■(«^(ar  +  Oh)  dove  0  <  5  <  1  0  ammesso  che  /*^'*'(a;  +  A  —  /j 
sia  continua  pei  valori  di  Ma  0  ad  h. 


'>  Arrivando  in  questo  modo  alla  forma  del  resto  di  Lagranub  at 
trova  propnaraente  0<9<lt  ma  noi  sappiamo,  d'altra  parte,  che  6  ^ 
una  vera  e  propria  frazione. 
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'^x  sen  xdx       rr* 


.      rx^^VLxax        n^  /k       ^t         _ir 


timo  integrale  si  ponga  x=:n  —  //). 

^      r  X  sen  X  cos*x  dx        tu     ,      ,,      ,  .— 
*y     l/l  +  cos^x  ^ 


6.    j  f(sen2w)cosxdx:=  r/*(cos'x)  cos  x  dj;,  dove  /'(sen2a:) 

0  0 

indica  una  funzione  qualunque  di  sen  2x  integrabile  in  1^0  ,  --^  j 
(si  cominci  col  dimostrare  che 


9  % 

t  4 


[/"(sen  2x)  cos  xdx:=  Cf(sen  2x)  (sen  x  -f  cos  a7)da,). 


Ad  es.    j  |/sen  2a:  cos  xdx=z  j  cos*  xdx:=i  -j-. 


4 


7.  jp/ir»«-=2/-^  =^[f .  logr.--  „]. 


Integrali  definiti  pei  quali  la  funzione  integranda  non  si 
mantiene  finita  nell' InterTallo  di  integrazione,  e  in- 
tegrali  definiti  con  limiti  infiniti. 

58.  Nella  definizione  che  abbiamo  data  di  integrale  definito, 
e  nelle  successive  considerazioni  intorno  ai  medesimi,  abbiamo 
supposto  che  i   valori   della   funzione   integranda  f{x)  fossero 

10 
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corapresì,  neir intervallo  {a,b)  di  integrazione,  tra  due  numeri 
finiti  m,  M,  cioè  che  essa  si  mantenesse  finita.  Supponiamo 
ora  che  ciò  non  avvenga,  e  non  avvenga  perchè  esistano  nel- 
r intervallo  (a,&)  dei  punti  ol  (che  possano  anche  coincidere 
cogli  estremi  dell'intervallo)  in  numero  finito,  tali  che,  dato 
un  numero  comunque  grande  e  positivo  A,  esista  un  corrispon- 
dente intorno  di  a  (alla  destra  o  alla  sinistra  o  alle  due  parti) 
per  tutti  i  punti  x  del  quale  {%  escluso)  sia  \f{x)\yk  (infinito 
propriamente  detto),  od  anche  perchè  in  tali  intorni  senza  essere 
sempre  |A3C)|>  A,vi  siano  dei  punti  a;  pei  quali  sia  [/"(a:)!  >  A. 
Supponiamo  inoltre  che  nelle  parti  di  (a,&),  cui  non  apparten- 
gono, come  punti  interni  o  come  estremi,  dei  punti  a,  la  f(x) 
sia  integrabile. 

Allora  se  «i,  ««...^t^,  indicano  i  punti  a,  che  si  incontrano 
procedendo  da  a  verso  è,  ha  un  significato  completamente  de- 
terminato la  somma 

(1}      (f[x)dx-\-   Cf{x)dX'\'  Cf{x)dx-\^..,.-h  ^f{x)dx, 

dove  le  s  e'  si  suppongono  tutte  positive  o  tutte  negative  se- 
condocbè  a  <&,  oppure  a>&,  e  tali  che  negli  intervalli  di  in- 
tegrazione relativi  ai  singoli  termini  non  cada  alcun  punto  -j., 
e  detta  somma  mantiene  un  significato  per  quanto  piccole  si 
fissino  le  e,  e';  e  notiamo  ancora,  quantunque  sia  superfiuo, 
che  se  il  punto  «i  coincide  con  a,  o  il  punto  a^  con  é,  man- 
cheranno il  primo,  o  l'ultimo  integrale  nella  somma  (1). 

Ora  se  la  somma  (1)  ha  un  limite  determinato  e  finito 
quando  tutte  le  e,  f',  indipendentemente  tra   loro,  convergono 

a  zero,  questo  limite  si  definisce  come  jf{x)dx,  e  si  dice  al- 

a 

lora  che  la  f(x)  è  integrabile  in  (a,b).  Ed  affinchè  questo 
succeda  basta  che  ciascun  termine  della  (1)  abbia  limite  de- 
terminato e  finito,  e,  poiché  le  e,  e'  devono  farsi  convergere 
a  zero  indipendentemente  tra  loro,  ciò  è  anche  necessario. 
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Sia,  per  fissare  le  idee,  a<J;  e  siano  ai,  a8,...a^i  dei 
puati  compresi  rispettivamente  tra  a,  e  a^,  tra  a,  e  a^,...  tra 
y-nr^  e  a^.  La  somma  (1)  può  scriversi  cosi 


ai-«i 


a2^«2 


««-«« 


r/(x)da?4-  rA^)dJc+   Cf(x)dx  +  ...'\-  ff(iXf)dx 


«i-H'i 


ed  affinchè  essa  abbia  limite  finito,  quando  le  s  convergono  a 
zero,  bisogna  che  lo  abbiano  i  suoi  termini    (  f{x)dx,  l  f{x)dx. 

Ora  affinchè  per  e,  convergente  a  zero  il  primo  di  questi  in- 
tegrali abbia  limite  finito,  fa  bisogno  e  basta  (Vedi  Voi.  I,  n.  20) 
che,  dato  a,  esista  un  intorno  di  «,,  alla  sinistra,  per  tutti  i 
punti  a,  —  dg,  Xg  —  d\  del  quale  (^t,  escluso)  sia 


as-5« 


a, -5', 


I  Cf{x)dx—  Cf(x)da 


<cr. 


'*S-P 


ovvero,  supposto  dg  <  à'^  e  poiché  allora 


*«~^a  <*«~^5  **""5s 


r 


ìàS 

sia 

«5-^,                                                a,-5. 

Jna^)dw 

<a,    cioè     lim   i  f(x] 

a,-5^. 

«3-^'s 

Analogamente  si  proverebbe  che,  affinchè  C/{x)dx  abbia 
limite  finito  per  e,  convergente  a  zero,  fa  bisogno  e  basta  che 
lim  l  f{x)  dx mO.   Cosi   che,   chiamando   integrali   singolari 

definiti,  relativi  ai  punto  di  infinito  «„  gli  integrali    j  f{x)dx, 

I  /'(x)  da?,  dove  cJ, ,  cJ',  sono  positivi  e  (J,  <  ò\ ,  notando  che  se 

cx^  è  uno  degli  estremi  a,  6  dell'intervallo  si  ha  per  esso  uno 
solo  di  questi  integrali  singolari, si  conchiude  che:  la  condizione 
necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  f(x)  sia  integràbile  m 
{a,b)  è  che  gli  integrali  singolari  relativi  ai  punti  di  in- 
finito «,  abbiano  per  limite  zero  al  diminuire  di  d",. 


Esempi 

1  i-a 

r    dw    _y     r    dx 
^  J  l/T^«""  èS  J  |/Tir^ 

0  0 

=  lim  [are  sen  (  1  —  e)  —  are  sen  0]  =^ , 

,.    /3         3     JL\      ^ 
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-é 


'cK-x) 


X 


3)  Poiché  lim   r^  =  lira  f^^jf^  =  Hm  f- 

—a  — rt  a 

a 

izilim(Iogc — log  a)  =  — co,  lim  j  —  :=:: 


00 


e,  dietro  la  definizione,  sarebbe 

a 


Jdx       ,.     rdx  .  ,.     rdx 
—  =::lim  I hlim  I  — , 


si  vede  che  la  funzione  —  non  è  integrabile  in  qualunque 
intervallo  cui  appartenga  il  punto  zero. 

4)  j  log.'cda?=zlim  j  loga?rf^  =  lim{a;(logx- 1) -c(log£- 1)} 

0  8 

zn  X  (log  X  —  1  ). 

5)  La  funzione  -j^  sen  — ,  coli'  avvicinarsi   di  a;  a  zero  , 

senza  che  abbia  per  limite  l'infinito,  prende  anche  valori  nu- 
mericamente maggiori  di  qualunque  numero  positivo  assegnato. 
Quindi  il  punto  2ero  è  per  la  nostra  funzione  un  punto  d'in- 
finito, nel  senso  che  noi  gli  abbiamo  attribuito.  Ora  i  due  in- 
tegrali singolari  relativi  a  questo  punto  hanno  per  limite  zero, 
perchè  abbiamo 


-5 


sen  —  rfa:  <  (  -^ — 


i/. 


sen 


1 


-5 


dx<  C^-—dx  =3(1^6' -^l^ó), 


1/ 


•sen  — dx 


~r        X 


|7«* 


<3(|/d^-|/J), 
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e  perciò  la  funzione  -3 —  sen  —  è  integrabile  anche  in  inter- 

|/^         ^ 
valli  cui  appartenga  il  punto  zero. 

59.  Il  teorema  seguente  permette  spesso  di  decidere  se  una 
funzione,  che  diviene  infinita  in  un  numero  finito  di  punti  di 
un  intervallo,  sia  integrabile  0  no,  senza  aver  bisogno  di  cal- 
colare i  limiti  che  compariscono  nella  formola  di  definizione 
per  l'integrale  definito  0  di  ricorrere  agli  integrali  definiti 
singolari  ; 

Se  la  funzione  f(x)  diviene  infinita  per  xr=b,  erf  è  finita 
e  integrabile  nell'intervallo  (a,  b—  s)  per  quanto  piccolo 
sia  £,  e  dove  a  <  b,  essa  sarà  integrabile  in  (a,b)  se  esisterà 
un  intorno  di  h  alla  sinistra,  per  tutti  i  punti  x  del  gtoale 
(b  escluso)  uno  dei  prodotti 

f(x)(b-x)'*   ,  f(x)(b-x)[log(b-xjp-^'*, 

f(x)(b-x)log(b-x)[log|log(b-x)|l^+^, , 


dove  u  è  un  numero  positivo  qualunque  e  nel  primo  pro- 
dotto minore  dell'unità^  si  mantenga  numericamente  mi- 
nore  di  un  certo  numero  positivo  k  (in  particolare  se  f(x) 
nel  punto  h  diviene  infinita  di  ordine  uguale  0  minore  a 
quello  di  una  delle  funzioni 

1  1  1 


(b-  xf  (b-x)[log(b-x)y+'*'(b.x)log(b-x)[log|log(b.x)|y-w*  -• 
quando  x  converge  a  b  *)),•  e  la  f(x)  non  sarà  integì^abile 


0  Vedi  Voi.  I,  n.  41.  42. 

Colla  regola  di  T Hospital  ripetutamente  adoperatila  oppure  'osser- 
vando che 

{\o^x)^\ (log  ,^')^l (log^)^i 


h 
in  (a,b),  perché  f{{tìix  avrebbe  un  valore  infinito,  se    in 

a 

detto  intorno  la  f(x)  mantiene  lo  stesso  segno,  ed  uno  dei 
prodotti 

f(x)(b.x),f(x)(b-x)Iog(b-x),f(x)(b.x)log(b-x)log|log(b-x)|,.., 


(loga-)'»!^''^^^^'^^      '^  2  ^  2.3        ^•• 

si  vede  che  lim  ^    "        =  0^  se  /?i,  n  sono  numeri  positivi.  Da  ciò  ap- 
parisce  che,  se  w,,  Wj...  sono  positivi,  sarà  ancora 

,.      (]ogJlog^_  (logloglog.r)>»3_ 

llUl     — 7^ r— —  yJ,     Hill   — rz ; r— m.^\j,,,,,, 

«=00     (logar)»»!  (logloga?)»»2 

cosichò  avremo,  quando  i  fattori  nel  numeratore  sono  in  numero  Anito, 
..      (loga?)*»i  (log  log  cc)*H  (log  log  log  a;)»»»*. 

_         r(log£)»i+|_     (loglog^?)M-'       (logloglog.r)>*3+^       1     Q 
^  J5=«L        07'»  *  Ioga;  '  loglog.>r;  •••j— 

Ponendo  poi  t/=3 — ,  abbiamo 
lim  y»  (log  y)'*i  (logllogt/|)"2  (log  log  |log  y\)*h, . . 

—  lim  f—  n»»!  (^Qg^)""  (^Qg  ^Qg  •^)'*^  (^^"  ^^^  log'y)^:i>  ' . .  _  Q 


e  quindi 

lim  (b  —0?)'»  [log  (6 — a?)]'»i  [log  llog(6  —  x)\]'H  . . . .  =  0, 

eezzb 

cosichè  le  funzioni 

1 

(0  — 07)"  [log  (6  — :r)]'»i  [log  I  log(6-Ar)IJ'»2 .... 

divengono  infinite  nel  punto  b. 


^ 
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s?  mantiene  numericamente  maggiore  di  un  certo  numero 
positivo  k  (in  particolare  se  la  f(x)  diviene  in  b  infinita  di 
ordine  uguale  o  superiore  a  quello  di  una  delle  /unzioni 

1  1  1 


b  — X  '  (b-x)  log(b-x)  *  (b-x)log(b-x)log|log 


(b-x)l ) 


La  prima  parte  del  teorema  si  dimostra  subito  osservando 

^-^ 

che,  per  le  ipotesi  fatte,  l'integrale  definito  singolare  l /(a:)dx 
è  numericamente  minore  di  uno  degli  integrali 

dx  ,  r  dx 


^J(b^^    '     ^J(b=-o 


-«;)llog(*-a;)]'+'" 
6-5"  tt-H 


u  c ^ 

* J  {b-x) log  {b-x)[ìog  \ìog(b-x)\Yi 


k 
i    quali    sono    rispettivamente    uguali    a     -. ((J'*"**  —  5*""'*), 

—  [(logr^-(logcJ'rn.  -y  [{log|logcJ'|)-'*-(log|logcJ|)-n... 

e  quindi  Y\mff{x)da-  =  0,  e  la  f[x)  è  integrabile. 

La  seconda  parte  del  teorema  si  dimostra   osservando  che 

Cf{x)  dx  =  Cf(x)dx  4-  Cf{x)  dx, 


dove  e  indica  un  punto  appartenente   all'intorno  di  &,  di  cui 
è  parola  nell'enunciato  del  teorema,  e  che  ff{x)dx  è  numeri- 
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camente  maggiore  di  uno  degli  integrali 


ft— 6  &— fi  6—8 


J  b  —  x     J  (b'X)ìog(b-x)'     J  (.6-a;)log(é-a;)log|log(J-a:)|'' 

ce  e 

i  quali  sono  rispettivamente  uguali  a 

A:[log(J.c)-logc],    A[loglog(6-c)-loglogc],.... 

e  quindi  ì\mff{x)dx  =  ±co,  ed  essendo  perciò  ancora 


a=o  e 

&-8 


lira  j /'(a?)rfx  =  droo, 

a 

la  f{x)  non  è  integrabile  nell'intervallo  (a,&). 


Esempi 


1)  La  funzione     ,  diviene  infinita  di  ordine 

|/(l-j:*)(l-A*x«) 

-^  nei  punti  1,  — 1»"T"» tt»  Perchè 

lim  [/iqzx 


cc^x  (/(i  _  /»«,(!  _  A:*a;«)      |/2(  1  —  **)' 

lim 


I/i-,         1         _[/     ^ 

^_j.'j_^     i  "*"    t/(l— x»)(l— AV)       '^    2(4*— 1) 

e  quindi  è  integrabile  in  intervalli  cui  appartengono  anche  i 
punti  1,  — 1,  -r-, r-.  Cosi  pure  è  integrabile   in   qualun- 


l54 

qua  intervallo,  cui  appartengono  i  punti  a,  ì,  e...,  la  funzione 

1 

[/(x  —  a){x  —  b)  {(C—c) 

so  tloi  ti  tendendo,  per  funzioni  come  queste,  di  considerare  va- 
lori di  X  pei  quali  esse  sono  reali 

2)  La  funzione  logsenx  diviene  inlSnita  nel  punto  zero,  e 
Tonline  del  suo  infinito  è  minore  di  qualunque  numero  po- 
sitivo *),  giacché,  se  fA>0, 

Iima;'*loffsena;z:zlima?'*(  log hloga?  )  z=0, 

e  noi  possiamo  supporre  anche  /x<l.  Quindi  essa  è  integrabile 
in  ogni  intervallo  cui  appartenga  anche  il  punto   zero,  ed  ha 

perciò  significato  l'integrale  fìogsenxdx. 

8)  Non  sono  integrabili,  in   un  intervallo  cui  appartenga  il 

punto  a,  le  funzioni   ,  — ; perchè  'esistono   intorni 

^  X — a  sen(a?— a) 

alla  destra  e  alla  sinistra  del  punto  a  nei   quali  esse  manten- 

gojio  lo  stesso  segno,  e  divengono  in  a  infinite  di  primo  ordine. 

4)  La  funzione   r^ r;;,  dove  supporremo  n  >  1,  di vie- 

'  sen  .r  (log  x)**  ^^ 

ne  infinita  nel  punto  teno,  come  è   chiaro,  e  nel    punto  zero 

perchè 

lim[sen.r  (log  «;)'*]= lira  1 x  (log  a:)**  1  =  0. 

flfrrO  L      «^  J 

Ma  pel  punto  zero  abbiamo 

lim  ^(^Qg^)'"*"^   =:lim[     ^  ^         1  =  0 

r=o  sena: (log ar)»»  Lsena:  (log  a?)**"*"**! 


')  I/ordine  di  infinito  delle  funzioni  Ioga?,  log  seno?,  log  tg  a?,...  e  si- 
mili, pur  a^  convergente  a  zero,  ò  minore  di  qualunque  numero  posi- 
tivo, si^nza  essere  zero;  quindi  è  una  grandezza  non  rappi^esentabile 
nel  comune  campo  dei  numeri. 


U^JP' 
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prendendo  a  positivo  e  <iin  —  1;  e  pel  punto  1,  abbiamo 

"wi  n x;r  =  lira  —ti r;nrT  =«>  ; 

ar=i  (Ioga?)'»  n(logx)'*"' 

quindi  la  nostra  funzione  è  integrabile  in  qualunque  intervallo 
cui  appartenga  anche  il  punto  zero,  ma  non  il  punto  uno. 

5)  Non  possiamo  applicare  alle  funzioni  — j-  sen  — ,  cos  — 

tic  «r  (c 

H sen — ,  che  divengono  infinite  nel  punto  zero,  il  nostro 

oc  X 

teorema,  perchè  la  prima  parte  di  esso  non  ci  dà  alcuna  indi- 
cazione circa  alla  loro  integrabilità,  e  la  seconda  non  può  ap- 
plicarsi perchè  negli  intorni  del  punto  zero  esse  subiscono  con- 
tinui cangiamenti  di  segno.  Però,  osservando  che  la  prima  fun- 
zione è  la  derivata  di  cos  — ,  la  seconda  di  a?  cos  — ,   per   a? 

X  X 

diverso  da  zero,  abbiamo 

J— 7-  sen  —  dx  =  lim  |  — r  sen  —  dx=i\\m  (cos oos  —  Y 


e,  poiché  il  limite  non  esiste,  la  funzione  — r  sen  -r-  non  è  in- 

a?'         X 

tegrabile  in  un  intervallo  cui  appartenga  il  punto  zero  ;  invece 

la  seconda  funzione  è  integrabile  perchè 

I  I  cos — -t-  — sen  —  |da?  =  lim(  orcos scos — i=a7cos — , 

^  \        X        X  X  /  e=o\  X  e  /  X 

0 

60.  Vediamo  ora  se  e  come  vengano  modificati  i  principali 
teoremi,  che  abbiamo  precedentemente  dimostrati  nell'ipotesi 
che  la  funzione  integranda  f{x)  fosse  finita,  quando  questa  man- 
tenendosi integrabile  divenga   infinita  in  un   numero  finito  di 


i 
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punti  deir  intervallo  di  integrazione  (a ,  J),  supponendo  per  fis- 
sare le  idee  a<^b. 

Posto  z,{r)z=:jf{x)dx,  è  facile  vedere  che  la  '^{x)  é  anche 

a 

continua  nei  punti  di  infinito  della  /*(x)-  Sia  x  un  tal  punto, 
e  e   indichi  un  punto  qualunque  tra  a  e  x  tale  che  tra  e  e  x 

y 

non  vi  sia  alcun  infinito  di  f{x).  Allora,  posto  J/Ca?)  da;  =  '}(y), 
abbiamo 

e  X  at—f^ 

^{'^)=  ff{'r)dxi-  r/'(x)rfaj=f(c)-f  lim  f/'{x)dx  =  (^(c)-hlìm^{x-h) 

J  J  ^=0  J  h=o 

a  e  e 

=  lira  [Qp(c)  -h  ^(x  —  h)]  =L  lim  (f(x  —  A), 

fc=0  71=0 

la  quale  ci  dice  chela  (f{x}  è  continua  nel  punto  x  a. sinistra. 
Inoltre  abbiamo 


flp(a: -f  A)  =  lim  Cf(x)dx^\\m  \  f(x)dxz=i(^{x)-^\im  \f{x)d. 

dove  è  supposto  h'<Ch,  e,  poiché,  essendo  per  ipotesi  la   f{x) 
integrabile  in  (a,J),  è  lim(lim//*(x)d.r)r=:0,  abbiamo  ancora 

lim  9(a? -f  A)  =  9(^), 


^=0 


cioè  la  (^{x)  è  continua  anche  alla  destra  del  punto  .r. 

Riguardo  alla  derivata,  la  funzione  f(x)  si  comporta  come 
abbiamo  visto  nei  n.  5  e  13,  se  nel  punto  x  la  f(x)  è  finita. 

Se  poi  nel  punto  x  la  funzione  diviene  infinita,  ma  esiste 
un  suo  intorno  nel  quale  (il  punto  x  escluso)  la  f(x)  si  man- 
tiene continua,  abbiamo  la  formola  nota 

(1)  ìif±^l:il(^)=,'(.+.>;i)=/-(.+  ,A). 


^^ 


157 
cosichè  se  il  punto  a;  è  un  vero  e  proprio  infinito  della   f{x) 

cioè  se  lira  /'(a7  + c)=::idr  oo,  allora  nel  punto  X  la  9(2;)  ha  una 
8=0 

derivata  infinita;  ma  se  il  punto  x  non  è  un  vero  e  proprio 
infinito  della  f{x)^  cioè  se  avvicinandoci  al  punto  x  la  f(x) 
prende  anche  valori  numericamente  maggiori  di  qualunque 
numero  positivo  prefissato,  rimarrà  dubbio  su  ciò  che  avvenga 
della  f(x)  relativamente  alla  sua  derivata  in  x. 
Cosi  ad  es:  l'integrale 


1 
cos  — 


dx)  =   I  (cos 1 sen  —  ì dxzzLX  cos  —  4-  a  ( 

^^  J  \         X         X  X  /  X 

—a 

non  ammette  derivata  nel  punto  zero,  perchè  non  esiste  il  li- 
mite pei 
tegrale 


z.      A  j-  9(0-+- A)  — 9(0)  1  ^        u     !.. 

mite  per  Az=0  di  -^ — ^i-^^-^=:cos  -7-,  mentre  che  1  in- 

h  h 


9(0?)=    r[2a?cos  (^e  * ^  -f  ^  ^  sen  ("é?  *  )|  dx 

—a 

^  \_ 

zi:a?«cos(«*  )  — a«cos(e     "  ) 
aaimette  derivata  nel  punto  zero,  perchè 

lim5Ì^±4=l(2)=,i„.Acos(e^)==:0. 

Lo  stesso  dubbio  avrà  luogo  se  non  esiste  un  intorno  del 
ponto  X  nel  quale  la  f{x)  si  mantiene  continua  (come  ad  es: 
se  il  punto  X  fosse  punto  limite  di  un  gruppo  di  punti  in  cui 
/"(a?)  è  discontinua)  perchè  allora  la  ^(.r)  non  ammettendo,  0 
non  potendo  noi  asserire  che  in  queir  intorno  ammetta  sempre 
derivata,  non  potremo  stabilire  la  formola  (1). 

Supponiamo  ora  che  la  f(x)  non  abbia  discontinuità  di 
seconda  specie  in  (a, 6),  e  che  esista  una  funzione  Y{x)  finita  e 


r 


1 
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continua  tale,  che  nei  punti  x  ove  f{x)  è  continua  sia  F'(x)  :=f{r) 
e  nei  pujiti  a  ove  è  discontinua  sia  F '^  (a?)  r= /"(a; -f- 0), 
F\(x)^^f{x  —  0);  allora  avrà  luogo  la  formola 

(2)  F{x)-F{a)=fnx)dx. 

a 

luvoro,  se  ai,at,..an  iudicano  gli  infiniti  di  /"(a?)  tra  a  ex 

avremo: 

ai— S  og— « 


«!+« 


»1— B  *»X — • 

(3)  F(o,  _ .-)  _  F  (a)  =  Cf(x)dai,  F  (a,  -  e)  -  F{o,+e)=  r/T(«)<^.  •  •  • 

a  '    '  ' 

Y(x)-¥{a^-\-t)=jf{x)dm, 


e  sommando  e  passando  al  limite  per  e  convergente  a  zero, 
osservando  che  la  F(a?)  è  funzione  continua  in  (a,&)  si  ha  ap- 
punto la  (1). 

Sana  ovvie  le  modificazioni  da  introdursi  nella  dimostrazione 
se  il  punto  a,  o  il  punto  x,  o  tutti  e  due  fossero  punti  di  infinito 
di  f{x]. 

Notiamo  poi  che  se  la  f(x)  non  ha  discontinuità  di  seconda 
specie,  ma  nulla  si  sa  sulla  sua  integrabilità  in  quanto  ha  nel- 
l'intervallo  (a,&)  degli  infiniti,  ma  solo  si  sa  che  è  integra- 
bile In  qualunque  parte  dell'intervallo  che  non  ne  contenga, 
la  esistenza  della  F(a7)  porta  per  conseguenza  la  integrabilità 
della  f{x\  giacché  allora  gli  integrali  (3)  hanno  limite  deter- 
minato finito  per  e  convergente  a  zero. 

In  particolare,  se  f(x)  avendo  un  numero  finito  d'infiniti 
in  (a,ò)  è  del  resto  sempre  continua  e  F(x)  è  una  funzione 
finita  e  continua,  per  la  quale  nei  punti  ove  f{x)  è  finita  è 
F'(ir)  =  /'(a?),  cioè  se  ff{x)(lxi=iF{.n)  per  tutti  i  punti  x  ove 
f(x)  e  finita,  allora  la  f(x)  sarà  integrabile  in  (a,&)  ed  avremo 

F(x)-F{a)=fr(x)dx, 
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Cosi  ad  esempio,  poiché  ■^— (3|/x)=   ^  pei  valori  di 


dx 


l/x' 


X  diversi  da  zero,  si  può  subito  asserire  che    ^         ò  integra- 

ì/x' 
bile  in  qualunque   intervallo,  cui  appartenga  anche  il   punto 


1 


zero,  e  scrivere  ad  es:   |    ^         zz6. 

La  funzione  ha  per  derivata  — r  per  x  diverso  da  zero, 

X  '^  x^  ^ 

ma  non  è  finita  nel  punto  zero  ;  non  potremo  quindi,  applicando 

le  precedenti  considerazioni,  concluderne  che  — y-  è  integrabile 

ne 

in  un  intervallo  cui  appartiene  il  punto  zero,-  e  riconosciamo  in- 
vece, 0  col  calcolo  diretto  dell'  integrale,  o  applicando  il  teorema 
n.  59,  che  non  lo  è. 

61.  Se  le  funzioni  f(x),  F(x)  sono  integrabili  in  (a,b),  e 
sono  pure  integrabili  tf(x)|,  |F(x)|,e  alcun  punto  di  infinito 
di  f(x)  non  coincide  con  alcun  punto  di  infinito  di  F(x).  al- 
lora il  prodotto  f(x).  F(x)  è  pure  integrabile  in  (a,b). 

Invero  sia  a^  un  infinito,  poniamo,  di  f{x);  per  uno  dei 

ai— d 

relativi  integrali  singolari   i  f{x)  Y{x)dx  abbiamo 

ai— 5  aj— ^ 

\jf{x)  ¥{x)dw  \<yi(\f{x)\dx, 

ai-8'  a,-J' 

dove  M  indica  un   numero  maggiore  dei  valori  di  |F(;27)|  nel 
r intervallo   {a^  —  ^,a^ — d),  e,  poiché  l'integrale  del  secondo 
membro  ha,  per  ipotesi,  zero  per  limite  al  diminuire  di  ò\  anche 
il  nostro  integrale  singolare  avrà  per  limite  zero.  Lo  stesso  si 
dimostra  per  l'altro  integrale  singolare. 

Notiamo  che  il  teorema  potrebbe  non  sussistere  se  qualche 


mmm^w^ 
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infinito  dì  f(x)  coincidesse  eoa  qualche  iafiaito  di  f(x).    Cosi 
ad   esempio  è   iutegrabilo  in   un    intervallo  cui   appartiene    il 

punto  uno  la  funzione  ,  ma  non  la  funzione 

i/l— co' 

1  1  ] 


1— 07*      l/i^x"     |/l— 0?* 

62.  Il  primo  teorema  della  media  (Vedi  n.  54)  si  mantiene 
uucora  valido  se  la  funzione  f{x)  che  è  positiva  in  (a, è)  ha 
UD  numero  finito  d'infiniti  in  (a, è)  ed  è  integrabile.  Infatti, 
supponendo  per  semplicità  che  vi  sia  un  solo  infinito  e  in  (a,&), 
avremo,  indicato  con  w,M  il  limite  inferiore  e  superiore  dei 
valori  di  '^(x)  in  (a,b), 

e— 8 


m  Cf{x)dx<  ff{x)(^(a>)da!<M.  fflx)d2 

a  a  a 

b  b  b 

m  ff(x)dw<  ffix)  ^{x)dx  <  M   ff{x)dx, 

e+8  c+e  c+« 

le  quali,  esìiondo  valide  per  quanto  piccolo  sia  e,  danno  al  limite 

ce  e 

mff{x)dx<  Cf{x)(i^{x)dx<M   C/'{x)dx 

A  a  a 

b  b  b 

m  ff(x)dx<  Cf(x)^{x)dx<ÌA  Cf(x)dx, 

ce  e 

è  quindi 

b  b  b 

m  C/'(x)dx <  Cf(x) ^^(x) dx<M   Cf\x)  dx. 
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Si  intende  come  questa  dimostrazione  si   estonda  subito  al 
caso  di  più  infiniti,  in  numero  finito,  di  f[x)  in  (a, 6). 

II  secondo  teorema  della  media  (vedi  n.  55)  vale  ancora  se 
la  funzione  f{x)  diventa  infinita  in  (a ,  b),  purché  f(x)  e  f(x)  ^(a?) 
siano  integrabili  in  (a,d). 

Invero,  ricordando  che  questo  teorema  si  deduce  dalla  for- 
inola 


à 


dove   rn,   M    indicano    il    minimo -e    massimo    dei    valori    di 
\f[x)dx  pei  valori  di  a?  da  a  a  J,  dimostriamo  che   essa    ha 

a 

ancora  luogo.  Ciò  si  vede  subito,  osservando  che,  ove  e  sia 
un  punto  di  infinito  di  f{x)  in  (a, è),  avremo 

nv:^[a)  <  ffix)  z{.r)  dx  <  M^( a)   ,    nv:^[a)  <  \  f{x)  r^{x)  dx  < Ma(a). 

a  c+8 

b 

63.  Il  cambiamento  di  variabile  in  un   integrale  Jf{x)dx, 

a 

nel  quale  la  funzione  f{x)  diviene  infinita  in  (a,J)  ed  è  inte- 
grabile, si  opera  nello  stesso  modo  come  se  la  f{x)  fosse  finita, 
purché  valgano  le  relative  formolo  di  trasformazione  nelle  parti 
di  (a, è)  che  non  contengono  infiniti  di  f{x);  poiché  se  e  è  un 
punto  d'infinito,  avremo 

e— S  .y— 5 


Jnx)da:=Jr[x(f)]x\f)dt, 


essendo  az=^x{:/.),  c=zx(/).  e  d  quantità  che  converge  a  zero 

n 


■  ■limili,  jii'i (il 
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con  e;  quindi  al  limite,  per  e  convergente  a  zero, 

e  y 

jr(x)dx=Jr[x(iy]x'{t)dt, 

a  a 

ed  analogamente 

Jf(x)dx=Jr[x{f)]x'{t)dL 

e  r 

e  perciò 

*  j3 

Cf{x)dx=  ^f[x{t)'\  x'(i)dt. 


Notiamo  che  la  funzione  f\x{t)]x{l)  mentre  non  può  acqui- 
stare nuovi  infiniti,  potrà  perderne,  cioè  potrà  avvenire  che 
in  punti  di  (a  ,^'3),  corrispondenti  a  punti  di  infinito  di  f(x) 
in  (a  y  b),  essa  si  mantenga  finita.  Cosi  ad  esempio,  posto 
xrrrsen?,  abbiamo 

IT 
1  2 

dx r  dt 


e  la  funzione    ,  ==  si  mantiene  finita  per  ifm-^r-. 

I/I— A«sen«<  ^  2 

Per  dare  un  esempio  dell'  utilità  del  cambiamento  di  varia- 
bile pel  calcolo  effettivo  degli  integrali,  si  voglia,  osservando 
che  la  funzione  integranda  è  integrabile,  calcolare 


,_  r    Ioga; 


Ì/T 
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Poniamo  a)z=:sent,  ed  avremo 


=   jlogsen  ;rf/=^  j  log  (2  sen  -^  cos  -^  j  rf< 


I 

0 


i-:^- log  2  4-  j  log  sen -^  rf^ -f   j  logcos-^rf/, 


e  ponendo  nell'ultimo  integrale  /=i;r— /, ,  o,  come  suol  dirsi, 
cambiando  t  in  i:  —  ^,  è 


0  ir 

« 

=  -J-log  L^  f-  r  log  sen  g-  rf/  ; 

0 

ed  infine,  cambiando  t  in  2t  nell' ultimo  integrale,  è 


1=  -^  log2  +  2  flogsen  tdtzzi^  log2-f  21, 


da  cui 


1  2 


i/r=r?    J  ^  -^    ^ 

0  0 

64.  In  tutti  gli  integrali  definiti  finora  considerati  si  è  sup- 
posto sempre  finito  l'intervallo  di  integrazione  (a, è);  passiamo 
ora  a  considerare  gli  integrali,  nei  quali  la  variabile  corrente 
di  integrazione  possa  assumere  valori  numericamente  maggiori 
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di  qualunque   numero   positivo   prefissato,  o,  come  suol    dirsi, 
gli  integrali  definiti  con  limiti  infiniti. 

Supposto  che  la  f[x)  sia  integrabile  (finita  o  no)  in  qua- 
lunque intervallo  [a\b)  per  quanto  grande  si  fissi  il  numero 
positivo  b  (condizione  che,  senza  più  esprimerla,  supporremo 
sempre  verificata  per  le  funzioni  che  ora  tratteremo)  noi  po- 
niamo la  definizione 

b 
\f{x)  dx  =  lim  \f(x)  dx, 

a  a 

e  diciamo  che  la  f{x)  è  integrabile   nell'intervallo    (a,oo)   se 
detto  limite  esiste  ed  è  finito;  non  integrabile  negli  altri  casi. 
Analogamente  poniamo 

-00  -&  00  * 

Cf(x)dx-=i\\m  Cf(x)dx,     Cf[x)dx=:Y\m  Cf{x)dc, 

a  a  — OD  —a 

p,  come  è  chiaro,  possiamo  limitarci  a  considerare,  per  sempli- 
cità, i  soli  integrali  Jf{x)dx. 

a 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  esista  e  sia 
finito  il  lìmjf(x)dx  è  che,  dato  ex,  esista  un  numero  e  positi- 

6=00  a 

vo,    tale  che   per    tutti   i  valori  di   7.    /   maggiori    di    e   sia 
\Jf{x)dx  —  //*(a;)rfu7|<7,  ossia  tale  che,  per />c  e  per  qua- 

a  a 

lunque  numero  positivo  s,  sia 


^f{x) dx  —  ^f{x) dx\z=:\  Cf{x) dx 


<^; 


cosichè,  chiamando   integrali  definiti  singolari  gli  integrali 
jf{x)dx,  dove  /  è  comunque  grande  e  positivo  ed  s  è  numero 

T 
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positivo  qualunque,  vediamo  che:  la  condizione  necessaria  e 
sufficiente  affinchè  la  f(x)  sia  integrabile  nelV  intervallo  (a ,  oo  ) 

e  che  V  integrale  singolare  j{{x)dxy  abbia  per  limite  zero 

r 
al  crescere  di  /,  qualunque  sia  i  positivo. 


Esempi 


0  0 

à 


3)  La  funzione  e*^^  non  è  integrabile  nell' intervallo  (0,  oo), 
in  quanto  il  limite  per  bzizoo  di  je^^dx  è   l'infinito,  poiché 


h 

lim  r^^^^^rfiriziliml— r  e^'* r|  =  ^. 

0 

4)  Le  funzioni  sena?,  cosj?  non  sono  integrabili  nell'inter- 
vallo  (a,oo)  perchè  non  esistono  i  limiti  di  Jsena:rfx  =  —  cosi 

a 
& 

4- cosa,  e  di  Jcosi2?rfa;:=zsen  J  —  sena,    per   b  crescente  indefi- 

nitamente. 

Ti)  L'integrale  singolare  relativo  alla  funziono  log(3-senj:)  ò 

(log  (3 — sen  .r)r/.j;>  log2    j  rfa?=zìlog2, 

r  r 

e  quindi,  non  potendo  avere  zero  per  limite  al  crescere  di  / 
qualunque  sia  e,  la  funzione  log (3— sen. r)  non  è  integrabile 
neir  intervallo  (a ,  oo  ). 
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6)  Per  la  funzione  ^""^ ,  poiché  lima:*^'"*  nrO,  avremo 


74  8  T+8  Tr+fi 


;.-..=/...- ^<cjf =4^.  |], 


dove  e  ò  un  certo  numero  positivo,  e  perciò,  essendo  zero  il 
limite  dell'integrale  singolare,  essa  è  integrabile  nel  l'intervallo 
(a ,  00  ). 

65.  Il  teorema  seguente  serve  spesso  per  decidere  della  in- 
tegrabilità di  una  funzione  in  un  intervallo  (a,oo): 

La  funzione  f(x)  è  integrabile  neW intervallo  (a,oo)  se 
esiste  un  numero  positivo  /  tale  che^  per  tutti  gli  x>7, 
uno  dei  prodotti 

x^+^f(x)  ,x(log  x)*+'*  f(x) ,  X  log  X  log  logx)»"^'*  f(x) , .  . . , 

• 

dove  u.  e  numero  positivo,  si  inantenga  minore  numerica- 
mente  di  un  certo  numero  positivo  k  (in  particolare  se  la 
f(x)  al  crescere  indefinitamente  di  x  diviene  infinitesima  di 
ordine  uguale  o  superiore  a  quello  di 


1  1  1 


)■• 


x'-*^  '   xdogxj^+f*    '    xlogx(loglogx)»+'* 
e  la  f(x)  non  è  integrabile  in  (a ,  oo),  perchè  /f(x)  dx  avrebbe 

a 

un  valore  infinito,  se  per  x>/  la  f(x)  mantiene  sempre  lo 
stesso  segno  ed  uno  dei  prodotti 

X  f(x) ,  X  log  X  f(x) ,  X  log  X  log  log  X  f(x) , 

si  mantiene  sempre  numericamente  maggiore  di  un  certo 
7iume7^o  positivo  k  [in  particolay^e  se  la  f(x)  al  crescere  in- 
definitamente di  x  si  mantiene  discosta  da  zero  più  di  una 
certa  quantità,  o,  se  diviene  infinitesima,  lo  diviene  di  or- 
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dine  uguale  o  inferiore  a  quello  di 

±      .. .!_      1 .  .    \ 

X    '  xlogx  '    xlogxloglogx ''     *  /' 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  è  completamente  ana- 
loga a  quella  del  teorema  al  n.  59,  talché  possiamo  lasciare 
al  lettore  la  cura  di  esercitarsi  ad  eflfettuarla. 


Esempi 

1)  È  integrabile  la  funzione    —-==  nell'i ntervallo (a,  oo) 

1/14-07* 

perchè,  al  crescere  di   x  indefinitamente,   diviene   infinitesima 

di  ordine  secondo,  avendosi 

lim  Jc^    ,  mlim =  zn  1  ; 


,/..«.   Y,^, 


e  non  è  integrabile  la  funzione    ^ —         ,  perchè,   al   crescere 

di  x^  si  mantiene  sempre  positiva,  e  diviene  infinitesima  di  or- 

2  -il  1 

dine  —-,  avendosi  lim  x^  -^  rzlim —  r-^  1. 

O  0?= 


1/^+.     ^i,„ 


2)    Sono   integrabili    nell'intervallo    (a  ,  oo)    le    funzioni 

1 
111  1  '®"^'' 


,  ,  sen  — 

l  1         ,.  a? 


x' 

1 


liraa?(loff  rr)*  ,r :isen — rrlim — = =1;  e  non  sono  in- 


(Ioga;)»  _ 

X 
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tegrabili  le  funzioni 

2  '    l-fx(logr)*  '  (log  j)' +  a: log  log  X 

perchè  al  crescere  di  x  si  mantengono  tutte  positive,  e  la  pri- 
ma è  sempre  >-^,  e  per  le  altre  due  abbiamo 

\osx             ,.              1 
lim  jrlogx j^ ^  =  l\m = =:  1, 

a;(log  x)' 

lim  X  ÌOSX  log  log  X  77 -z ^ z =  lim ; ;; — =  e». 

a:=»  e  &       b      (log  J:)^  -f  X  log  log  X  l  1 


a 


xloglogn?      (Ioga?) 

^    r      ^      •     '  san  X  cof^x  .   ,        ,.,.., 

3)  Le  funzioni  — g— ,  — ^  sono  integrabili  in  (a,  oo),  perche 

X  X 

x^     -  x^     - 

4)  La  prima  parte  del  teorema  non  ci  dà  nessuna  indicazione 
intorno  alla  integrabilità  della  funzione  — sena?,  e  la  seconda 

X 

non  può  venire  applicata  perchè  la  funzione  ha  continui  cangia- 
menti di  segno  al  crescere  di  x.  Lo  stesso  dicasi  per  le  fun- 
zioni sen(x*),  cos(a?*);  ma  vedremo  tra  breve  che  tutte  sono 
integrabili. 

66.  La  trasformazione  degli  integrali  con  limiti  infiniti  si 
opera  come  quella  per  gli  integrali  con  limiti  finiti,  purché  le 
formole  di  trasformazione  valgano   per  quanto   grande  si  fissi 

l'intervallo  di  integrazione.  Invoro,  abbia  significato  V  ff{x)dx, 

'  a 

e  posto  x^^xij)  sia  valida  la  formola 


jf{x)dx-jf[x{i)\x\t)dt 
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per  quanto  grande  si  fissi  il  limite  superiore  x  dell'integrale. 
Allora  se  lina ir(/)  =  00,  cioè  se  al  crescere  indefinito  di  .r  la  i 

converge  ad  un  limite  finito  7,  avremo 


(1) 


00  .T  •  • 

^f{x)dx  =  \ux\    Cf{x)dx  =  \\m  i^ f[.r{t)\c{i)dt^   Ì^ f[r{t]'\x{t)dU 

a  a  a  a 

come   volevasi  provare;   oppure   avverrà   che   lim.f(/)rr:oo    ed 
allora 


00  U^  »  00 

•2]       r/(.r)rfa?  =  lini  Cf{r)dx  =  \\m  (f[}t{i)\x[t)dt  =  i^f[r[t)\x\t)dU 

a  a  a  a 

come  volevasi  provare. 

Supponiamo  ora  integrabi  e  in  (a,b)  la/*(x),esia  lim.c(/)=d; 

avrenao 

b  X  t  00 

Cf(x)dx=ì\m  Cfia;)dx=^ìim  C/'[x(t)]x\t)df=  fr[r{l}]x\f)df. 


che  serve  a   passare  da  un    integrale   con   limiti    finiti  ad  un 
altro  con  uno  dei  limiti  infinito. 

Notiamo  poi  che  le  formole  (1),  (2),  qualora  non  si  sappia 
se  la  f(x}  sia  integrabile  in  (a,  00)  restando  però  ferme  le  altre 
condizioni  solite,  ma  si  trovi  che  è  integrabile  f[x{t)]r\f)dt 
neir  intervallo  (7. ,  •/)  o  nell'  intervallo  {x ,  00),  servono  a  mostrar- 
ci la  integrabilità  di  f(x)  nell'intervallo  (a,  00). 
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Esempi. 
1)  1=  j  log(aJ-|-  - — \- — — J-;  poniamo  x  =  tg/ed  avremo 


—  X 

2  2 


Izzz  (logAg^-f -— jc?^=:—  riog(sen^cos^)rf^ 


ir  n_ 

2  S 


zr: —  Cìog  sentdt —  i  ìogcostdt, 

0  0 

e,  cambiando  nell'ultimo  integrale  (  in  -^ /, 

«  0  t    , 

1=—  I  logsen/rf/-f-   I  logsen^rf/=:— 2  j  logsen/rf/r:=  7rlog2. 


ir 

2 


(v.  u.  63). 

QO 

—^ '—  dove  a  è  una  frazione 

1  +  y 

0 

propria  positiva. 

Posto  a  =  — ,  Tn,n  interi  positivi  e  m<n  — 1,  e  yzzzd?**, 

OD 

— - — -— .  Ora  quando  7n<n  —  1  la   funzione 

a;'* -4-1  ^ 

0 

-;j — -  ó  integrabile  nell'intervallo  (O.oo),  perchè 

Iima;"-'«+*— — ^  — lim      '^    ,   —  1,     e     n  — ?n-fl>2. 


^^■5"PPW?S^^ 
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SCO- 


-^r — r— .  A  tale 

0 

pò  si  usino  le   formolo   dell'esercizio    12°  a  pagina  69,  osser- 
vando che 

log!  a;*-2j;cos jr-f  1  j  =  21og  .r -h  log!  1 cos ttH — -\ 

ed  usando  le  formolo  note 


sen;a?  -f  sen  (2  -h  A)  4-  sen  [z  4-  2A)  -f- . . .  +  sen  (sr  4- sA) 


sen  ^ — pr —  sen  | 


~  h 

sen  2- 

cos  2+ cos  (^  +  h)  +  cos  («  +  2A)  + . . .  +  cos  {z  +  sA) 

~  ~         h 

sen- 

e  quella  che  si  ottiene   da  quest'ultima   derivandola  rapporto 
ad  A,  cioè 


sen- 


sen  (a  4-  A)  —  2  sen  (^  4-  2A)  — ...  — s  sen  {z  4-  sA) 

[,  +  (,4.i_)/i].cos(^  +  *^)sen^|; 


1        /  h 

iS  sen  -T-  cos 


2sen«^( 


si  trova  cosi,  quando  m.n  sono  interi  positivi  e  //i<n  — 1, 


J  ac'N'l 


nsen  — 
n 
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e  quindi  rimane  dimostrata  la  formola 


p 


i+y 


sen  an 


se  a  è  razionale  e  0<a<  1,  e  vedremo  in  seguito  che  vale  an- 
cora se  a  è  irrazionale  e  compreso  tra  0  e  1. 
Dall'  ultima  formola  ricaviamo 


ry^ZAi^  cy_Jy_— 


Y"'  dy  _      71 
sen  an 


e  cambiando  y  in  —  nel  secondo  integrale, 


sen  air 


cioè 


/ 


//"-^  +  .V" 


dy  = 


senau 


,  0<a<l. 


3)  La  funzione 


x"" 


(7?i,  w  interi  positivi)  non  è  integra- 


bile  nell'intervallo  (O.oo)  perchè  nel  punto  uno  diviene  infinita 
di  primo  ordine,  ma  è  integrabile  la  funzione  - — — ,  dove 

•C  1 

m  e  m' sono  minori  di  n,  perchè  il  fattore  x — 1  sparisce  nel 
numeratore  e  denominatore  talché  ha  un  valore  finito  nel  punto 
uno.   Supposto   m'  =  n-^?^-l,  si  calcola  facilmente  l'integrale 


r 


X"— 1 


dx    calcolando    prima    1*  integrale    indefinito 
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'*^n^Tn—ì  ____  MìA^ì 


dx  mediante    le  forinole  dell'esercizio   12"*  a 


pag.  69,  e  poi  passando  all'integrale  definito  come   si  è    indi- 
cato precedentemente.  Si  trova  cosi 


dxzz:  —  cot ,  0<m<n  — 1. 


n 


n 


Se  in  questo  integrale  poniamo  x^-=.y,  ricaviamo 

ryi_zl_jLrf,,^2.cot'?^, 


m 


0,  posto  — zzza  cosi 'he  a  sia  una  frazione  positiva,  abbiamo 


n 


Ja-i y^a 
•  —. --—  du  ZZI  2/1  cot  arr  ; 
1  —  // 


spezzando  l'integrale  in  due,  il  primo  coi  limiti  0,1,  il  secondo 
coi  limiti  1  ,00    e  cambiando  in  quest'ultimo  y  in — ,  abbiamo 

y 

ì 


■^—- : di/zizn  cot  ar:, 


formola  che  rimane  cosi  dimostrata  pei  valori  razionali  di  a 
compresi  tra  0  ed  1,  ma  che,  come  vedremo,  vale  anche  qua- 
lunque sia  a  tale  che  0<a<l. 


4)  Si  voglia  calcolare  1=  j  tg*x  dac ,  dove  -—  1  <d  <  1.  Po- 


nendo a:=arctgy  abbiamo  1=:   j  ^ ^,   e   ponendo    ancora 
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1    r^  «     ^  dz      1    r^  «      rf^ 


, I     rz^      ^  dz 1     rz  « 


-\-z 


e,  poiché  0< — —  <  1,  avremo 


0  2  sen  — ^  TU 


ir 


ftg»  a;dx  = J:n~"'  —  ^  <*  <  1- 

Ad  esempio 

g 

r^/tg^  dx=-^,  fi/tg^  rf^ = TT. 

0  0 

67.  Se  per   i   valori   di   x  dell'intervallo  {a,b)   si   ha   la 
formola 

ff(x)dx  =  'f  (x)  -h  f'H'r)dx 
e  quiadi 

avremo 

a 

ossia 

ff(x)dx  =  ^(*)  —  (^(a)  f  J'H^)dx  ; 

a  a 

cosmiche,  in  particolare,  dalla  formola  della  integrazione  per  parti 

fnx)F'(w)dx-f(a:)F(x)-fF  (x)/"(.r)dx, 
che  supponiamo  abbia  luogo  nell'intervallo  (a,^),  si  ricava 
(2)     ffix)  F\x )dx  =  f[b)  ¥{b)  -  M  V[a)  —  fPia)  ■y{.v)dx. 
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Se  poi   le  forinole   (1),   o  (2)   valgono   per  quanto  grande 
sia  b,  avremo 

b  b 

lira  ff(x)  dee = lim  (p(i)  —  ^(a)  -F  lim  J^(x)dXy 


&=«  a 


b=oo 


&=roQ  a 


lira  Jf(x)F{x)dT=\\xa  f{b)  ¥{b)  —f{a)  F(a)  -lim  j\{,t)f'{r,)dx, 

bozo»  a  bzroo  &=ae  a 

delle  quali  risulta  che,  se  sono  determinati  e  finiti  due  dei  limiti 
in  una  di  queste  formolo,  lo  è  pure  il  terzo  e  si  ha  allora 


ff(x)dx  =.ìim  (^(b)  —  (j>{a)  +  f^x)dx, 

a  b-=  oe  a 

Jf{x)  r{w)dx=\\m  f{b)  ¥{b)—f{a)  F(a)  —ffir)  F(.r)  dx. 


&=« 


Esempi 
1)  Abbiamo  la  forraola  (Vedi  formola  (3)  pag.  90) 

r  of^^dr.  _ _  a?"*|/i_,-2?«  m       r  a?"*-' dx 


dalla  quale,  supposto  m  positivo  e  quindi 
integrabili   nellMntei'valIo  (0,1),  ricaviamo 


^»n+i 


1/1— a;*  '  l/l-a;» 


J/l-^  ^m+lj  [/\Zr^ 


2)  Integrando  per  parti  abbiamo 


J^y.iV  sen  ^  r* 

,    ,^  ' «dir=a7log(l-2aCOS  r-f  a*)-  J  log(l-2aCOSX-}-a*)rfir 


i 


r 
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0  perciò,  ricordando  i  risultati  dell' esempio  5'  a  pag.  27, 


J2y.rsen.r 
1^2  >  cos  .r  4-  ó*    "^ 


-rrlog(l  -h:z)*-  riog(l-2>tcos  x  rf-  7.J)dr=:< 


7:log(l-fa)*  se   I^Kl 
Trlog^— ^ì  se  U|>1. 


(Vedi  nel  seguente  esercizio  3"  i  casi  a=zl,  xz=. —  1). 

3)  Proviamo  ora  che  sono  integrabili  nell'intervallo  (0,  a) 
le  funzioni  sen(x*),  cos(a?'). 

Abbiamo,  per  valori  di  x  finiti  e  diversi  da  zero, 

costeMrfjjzn  I  2ì:cos(.z-)-— =1  — 4-  -r-  I  r-^dx. 


dalla  quale 


sen(a?^)       ,.       seufc*)        1    ..       rsen  (.'i;*) 


,.      r      ,  ,,  ,        sen(a?') 

um     cos(:r*)aj7z=:  — -p Iin: 

t=o  J  -a?  s=o 


imc-,^^  ^    9- lira 


Jsen  (.'i 


rfar. 


sen  .;??* 


t  ioo,  prendendo  X  unità  come  valore  di   — ^—  nel  punto  zero, 


Jo„,(..,.x=>^.l-p!^-i.x, 


e  quindi 


,.       C      /  •   7         ,.     senU')        1    ,.       fsen(j:'')   . 
Iim      cos(a?*)rfa7  =  lim  — ^ — -  -f  -^r-  lim    I  — \ — dx^ 
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e,  poiché  lim — ^ — ^  =  0  e  — j—  e  integrabile  m  (0,oo)  es- 


sendo rp*-! — =— !-  <  1,  abbiamo 


fcos (0?*) rfa?  =  -5-  p^°;      dx. 
0  0 

Per  riconoscere  che  anche  sen  (a?*)  è  integrabile  nello  stesso 
intervallo  osserviamo  che  si  ha 

//  %^  ^             cos(^')       1      rcos(a^)  . 
sen{x*)dx= A^--.j-yda,, 

per  valori  finiti  di  x  e  diversi  da  zero  ;  ma  qui  non  possiamo 
procedere  come  nel  caso  precedente,  perchè  — -~  non  è  in- 
tegrabile in  un  intervallo  cui  appartenga  il  punto  zero,  e  — ^ — ' 

ha  per  limite  l'infinito  al   diminuire   di  ce.  Ma  ci  serviremo 
di  questa  formola  per  provare  che  l'integrale  singolare  per  la 
funzione  sen(a;*)  ha  per  limite  zero. 
Invero  abbiamo 


T 

e  quindi 


lim    j  sen(x'Wd?=0, 


qualunque  sia  e,  e  la  funzione  sen(rr')  è  integrabile  nell'inter- 
vallo (a,  00),  ed  in  particolare  nell'intervallo  (0,(x>). 


12 


m 


t 


Esercizi. 
],  Se  m  è  intero  maggiore  deir unità,  abbiamo 


i/r=^    J  J 


1.3.5.,.(m  — 1)    TT  . 


3.5.7.,-»! 


se  m  è  dispari, 


2,  Posto  I^==  f-f  ed  osservando  cbe 

j|_  W.  _      (2.4.6...2n)*  1 

2       I,„   ~(I.3.5...(a«— 1))*  2n+r 

8Ì  dimostri  la  forra  ola  dì  Waih's 

JL—v     ;    (2.4.6...2n)«       _ì. i 

a  "ÌL'2l(3.5.7.,.(2n-l)}'   2n+ir 

3.  Conosciamo  già  il   valore  di  /log(l — 23t  cos^J-f  a*)dJJ 

per  oc  diverso  da  ±1;  si  studino  questi  casi  acz=l,    a  =2  —  1, 
e  si  troverà  zero  per  valore  dell'integrale* 


ìg 

2 


4,    j  xcotarda;=:-^  log3. 


— ;— 


rfa? 


6^  +  c 
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Se  4ac-J«>0  è  1=    ,     ^      r  se  a>0,  1=  " 


l/4ac— 6«  '         [/4ac  —  b^ 
2 
se  a<0.  Se  4ac  — J'  =  0  è  I  =  -t-  se  a,  J  hanno  lo  stesso  se- 
gno, e  se  hanno  segno  diverso  --3 — r non  è  integrabile 

nell'intervallo  (0,od). 

Se  4ac — 6'<0,  ed  a,  &,  e  hanno  lo  stesso  segno  è 


1=      .  ==l0g  r, 

1/J«— 4ac        *  — 1/6«— 4ac 

e,  se  a, 6, e  non  hanno  tutte  lo  stesso  segno,   la   funzione 
— r— T non  è  integrabile  nell'intervallo  (0,oo). 

6.  Se  /*(3?)  è  finita  e  integrabile  in  (a,*)  comunque  grande 
sia  b  e  (i>(x)  è  integrabile  in  (a ,  00)  e  non  cambia  segno  da  un 
certo  valore  di  w  in  poi,  il  prodotto  f(x)(^(x)  è  integrabile 
in  (a ,  e»). 

•9 

7.  Per  le  precedenti  funzioni  /*(a?),  Qp(x)  si  ha  jf{x)  <f(ar)  da- 
=ikj^(x)dxy  m<A<M,  essendo  m,  M  i  limiti  inferiore  e  su- 

a 

periore  di  f\x)  nell'intervallo  (a,  00)  (primo  teorema  della  media). 

8.  Se  la  funzione  f{x,y)  è  simmetrica  rispetto  ad  a?,  y,  e 

la  f(x, — "^ —  è  integrabile  neir  intervallo  (0,1),  si  ha 

\  X  J  OD 

,0  0 

9.  Se  fiax  A V  dove  a,b  sono  positivi,  è   integrabile 

in  (0,00),  si  ha 
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•0  - 

0 


«Ka»      ' 


■_  0 

e  se  /'^o*x'+ — j- jè  integrabile  in  (O.oo), 

ffio^a:*  +  p-)  (to  =  —  r/"(x» + 2ab)  dx. 


J(jc      dx              ^ 
-.  zr: ,  dove  m,  n  sono 


interi  positivi  e  wi<n  — 1,  si  ricavi 
x^"^  dx 


0    (l— a;)**        nsen  — 


Integrazione  per  serie 


68.  Se  i  termini  u^  d^una  serie  lun  sono  funzioni  finite 

1 

di  X  ed  integràbili  in  un  intervallo  (a,b),e  in  tutto  questo  in- 
tervallo la  serie  è  uniformemente  convergente,  la  sua  somma 

f(x)  è  inlcgrabile  iìi  (a,b),  e  la  serie  degli  integrali  lj\ìn^^ 


ra 
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è  convergente  ed  ha  per  somma   l'integrale  della    serie, 

/f(x)dx,  cioè 

a 

b  b  b 

Jf(x)  dx=  J(SoJdx  =  f Ju„  àx; 

a  a  a 

ossia,  come  suol  dirsi,  alla  nostra  serie  è  applicabile  l'inte- 
grazione termine  a  termine  o  alla  funzione  f{a^)t  il  cui    svi- 
luppo in  serie  è  lu^^^  la  integrazione  per  serie. 
Invero,  assegnato  il  numero  positivo  Ji,  scriviamo 

(1)  /•(^)=WiH-w,4-...-fti^+R«(x). 

dove  n<my  essendo  m  quel  numero  tale  che,  per  n>m  e 
per  tutti  i  valori  di  x  dell' intervallo  (a, 6),  inclusi  gli  estremi, 
è  |R„(x)|<cri. 

Scomponiamo  l'intervallo  (a , d), (a < £), in  parti  A|,A«...Ap  ed 
indicate  con  Dj^ ,  D^, . . .  D^^ ,  D^ ,  D^,  le  oscillazioni  di  Ui  ,u, . . .  u,», 
/(a?),R(rt?)  in  A,,  avremo 

D^,<D,,  +  D,,+  ...  +  D^+D^.  (s  =  l,2,.,p), 

dalle  quali,  osservando  che  D|i«<2'7,  perchè  in  tutto  {a^b)  è 
|Rn(«)l<<yif  abbiamo 

111  1 

e,  giacché  possiamo  supporre  la  decomposizione  di  {a,b)  nelle 
parti  Aj  tale  che  ciascuna  delle  somme  del  secondo  membro 

risulti  minore  di  -^  essendo  le  U|,iit..  integrabili  in   (a,b), 
n 


avremo  ancora 


1a.D;,<j,[1+2(*  — a)]. 


In  conseguenza,  assegnato  a,  e  preso  nelle  formolo  prece* 


ì 
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denti  iij  = 


l+2{b^a) 


,  risulta  esistere  una  scomposizione  ^i 


(a, è)  in  parti  hg,  per  la  quale  è  lh^Df^<ia^  e  quindi  la  f(z} 

è  iotegrabìlfì  in  (a,J),  e  rìmaae  cosi  dimostrata  una  parte  de! 
teorema- 
Ciò  dimostrato,  siamo  autorizzati   a  ricavare  dalia  (1)  la 
forinola 

^  fi  a 

Ma,  essendo  |Rrt{x)(<ffi  per  n>m  e  per  tutti  i  punti  a?  di 
(a,i),  è  ancora 

rR„(a;)  dx  <  fi  R„H|  rfac  <  a,  Cdx  =  a^{b  -  g), 


cosichà 


Ir  ^-^  r 


<^i{ò~a). 


e  quindi,  dato  a  e  posto  Oi^^-~,  esiste  un  numero  m  tale 
che  per  n>m  è 


i  f{x)dx^^    i  Urdx 


<^, 


la  quale  ci  dice  che  J'f{x}dx  è  il  lìmite,  per  n  crescente  ìd- 
definitamente,  della  somma  dei  primi  n  termini  della  serie 
ljuf,djrj  e  rimane  cosi  dimostrato  corapietamente  il  teorema. 


1^ 
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69.  Se  SODO  soddisfatte  le  condizioni  dell' enunciato  del  teo- 
rema ora  dimostrato,  avremo  ancora 


ove  X  è  un  punto  qualunque  dell'intervallo  (a,&),  giacché  ba- 
sta ripetere  per  l'intervallo  (a,x)  la  dimostrazione  precedente 
relativa  all'intervallo  (a,$). 

Di  più  osserviamo  che,  qualunque  sia  il  punto  x  apparte- 
nente ad  (a,&),  arriveremo  sempre  mediante  il  precedente  prò* 
cedimento  alla  formola 


\jny)dy-'^Jurdy 


<<J. 


valevole  qualunque  sia  x  appartenente  all' intervallo  [a,h)  e 
per  n>m,  dalla  quale  formola,   osservando  che  la  differenza 

0»        ^ 

nel  primo  membro  è  il  resto  della  serie  2  fuydt/,  ricaviamo  che 

la 

questa  serie  è  uniformemente  convergente  nell'intervallo 
(a,b). 

70.  In  seguito  al  teorema  ora  dimostrato,  possiamo  appli- 
care ad  una  serie,  che  soddisfaccia  in  un  intervallo  (a,b)  alle 
condizioni  contenute  nel  suo  enunciato,  l'integrazione  definita 
termine  a  termine  tra  limiti  appartenenti  al  detto  intervallo. 
Quando  essa  non  soddisfaccia  a  tali  condizioni,  potrebbe  anche 
essere  che  la  integrazione  termine  a  termine  sia  per  essa  effet- 
tuabile, ma  noi  non  siamo  autorizzati  senz'altro  ad  eseguirla; 
occorrerebbe  allora  riconoscerne  in  qualche  altro  modo  la  le- 
gittimità. 

Esempio.  Consideriamo  la  serie 

l[na;e"-'»^— (n-f  l)a?«-«'»+iJ«'], 
convergente  per  qualunque  valore  finito  di  x,  avendo  essa  per 
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somma  are""**.  Essa  è  inoltre  uniformemente  convergente  iu 
qualunque  intervallo  cui  non  appartenga  il  punto  zero^  perchè 
esisteranno  allora  due  numeri  a,  A  tali  che  porgli  x  dell' in- 
tervallo sia  a<b|<A,  ed  essendo  ^ 4-  il  resto  della  se- 

rie  e 


(n-fl)a? 


g(n+l)a:* 


(n  +  l)A  (n-f  1)A  _         ^ 


2A 

basterà  prendere  m  in  modo  che  sia  -rr-z — ; ,,  .    <  <7,  at 

'^  2a*-h(m-i-l)a* 


finché  risulti 


(n-f  l)a; 


(n+i)»        "^^  P®^  n>m  e  qualunque   sia  il 

valore  di  x  appartenente  all'intervallo.  Ma  se  il  punto   zero 
appartiene  all'intervallo   non   esiste  un   numero  a  pel   quale 

sia  a<|x|,  ma  invece  potremo  prendere  xzn     —  ,  per 

quanto  grande  sia  n,  e  per  questo  valore  di  x  il  resto  diviene 

uguale  a        -,     e     *  . 
1/2 

Potremo  quindi  applicare  alla  nostra  serie  l'integrazione 

termine  a  termine  in  qualunque  intervallo  cui  non  appartenga 

il  punto  zero,  ed  abbiamo  infatti,  supposto  a>0  e  x>a, 

Cxe-^  dar = -  "l"  «-*'  +  -|-  e-»'  =  5  r  Cnxe-'^  dx  -  0*»+ 1  )a;e-<»+"*'dxj 

m  a  a 

In  un  intervallo  cui  appartenga  il  punto  zero  non  possiamo 
senz'altra  ricerca  applicare  T  integrazione  termine  a  termine. 


185 
Noi  riscontriamo  qui  che  in  un  intervallo  (0  ,  or)  tale  procedi- 
mento non  è  lecito,  perchè  l'integrale  delia  serie  ò 

ce 

Cae-^da=—^e-'*+  -g-' 


mentre  che  la  serie  degli  integrali  dei  termini  è 
invece  è  lecito  in  un  intervallo  ( — a,a:>0),  perchè 

—a 

che  è  uguale  alla  serie  degli  integrali  dei  termini, 

71.  Se   ad  una  serie   lu^  si  può  applicare   l'integrazione 
1 
termine  a  termine  in  un  intervallo  (a,J  —  5),  dove  a<i  e  e 

positivo  e  comunque  piccolo,  si  potrà  anche  applicare  tale  in* 
tegrazione  nell'intervallo  (a,i),  avendosi  cosi 
»  » 

(1)  C(ìu^)da=lju^  dx, 

a  a 

quando  la  serie  Ifundx,  mantenendosi  convergente  pera?=ij, 
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sia  una  funzione  9(0?)  continua  anche  per  x  =  b.Giò  accadrà, 
in  particolare,  quando  detta  serie  risulti  uniformemente  con- 
vergente in  un  intorno  del  punto  b  (Vedi  I.  n.  139,  pag.  337). 
Invero,  avremo 

b—e  b-s  b  b  b-9 

mSm J cfa? = ì  Cun dos=  1  Cu^ dx  —  (%  xundx  —  ^  I  w^ dx\ 


V 


dalla  quale,  passando  al  limite  per  i  convergente  a  zero,  ab- 
biamo la  (1). 

E  si  intende  subito  come  la  formola  (1)  valga  ancora  se 
nell'intervallo  (a,d)  vi  sieno  dei  punti  (X|,a,...a^,  in  numero 
finito,  tali  che  negli  intervalli  (a,  +  s, ,  a,),  (a, ,  a^+j  —  c^O,  dove 
a^  indica  un  punto  qualunque  tra  a^  e  a^i ,  sussistono  le  stesse 
condizioni    che   abbiamo   poste    per   il    precedente   intervallo 

In  modo  analogo  si  prova  che,  se  alla  serie  %u^  può  appli- 

1 

carsi  l'integrazione  termine  a  termine  in  un  intervallo  (a,&) 
comunque  grande  si  fissi  $,  ad  essa  potremo  applicare  la  stessa 
integrazione  nell'intervallo  (a, 00),  avendo  cosi 


co  0» 

(2)  ^{^u^)dx=l^u^dx. 


quando,  posto  ^{x)  =  ìfu^dna, sia  ìjundx  =  A,  dove  A =lim  ^(jr) 

la  la  «=« 

è  quantità  finita  determinata. 

Invero,  passando  al  limite  per  x  crescente  indefinitamente 
nella  formola 
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(lUn)dx=i  I  Undx=zl  I  Undx—{1  j  Undx  —  1  I  w^cfa?) 

a  a  a  a  a 

=:Sj«„da;-(A-<f(a;)), 

a 

ricaviamo  la  (2). 

72.  La  integrazione  per  serie  è  un  mezzo  utilissimo  tanto 
pel  calcolo  degli  integrali  definiti  e  indefiniti,  come  anche  per 
calcolare  la  somma  di  certe  serie.  Diamone  alcuni 

Esempi 
1)  Per  |a?I<l  abbiamo  (Voi.  I.  pag.  380) 

r     ^^  r^  /,       1      »    1-3   4    ^-3.5   ,     1.3.5.7  ,     \ 

0  0. 

6  poiché  la  serie  tra  parentesi  ò  uniformemente  convergente 
nell'intervallo  (0,a:)  (I,  n.  137,  pag.  330),  possiamo  eseguire 
la  integrazione  termine  a  termine  ed  otterremo  cosi  * 

^     ^      1.3  o-»^   .  1.3.5  X'   .         ^,    ,^,, 
(1)   arc8ena^=:a.4-^— +  ^-^  +  2^-g^4-...,(H<l) 

(I,  pag.  383).  Ora  possiamo  affermare  di  più  che  questo  svi- 
luppo vale^anche  per  |a;I=zl.  Invero  la  serie 

/o  ,       1      1        1.3    1     .  1.3.5  1 

(2)  ^■^-FT"^2TT"*"2T4:6  7  ■*■'•• 

è  convergente,  perchè  i  suoi  termini  sono  minori  dei  corrispon- 
denti della  serie  convergente 

1  1     .      1.3  1.3.5 

"^  —  ^-^  2   ■*'2.4"^  2.4.6"^2.4.6.8'*"*'" 
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che  ricaviamo  dair  ultima  serie  della  pag.  380  del  volarne  T, 
facendo  in  essa  xziz — 1.  In  conseguenza  la  serie  (1)  è  unifor- 
memente convergente  nell'intervallo  (—  1,  -f  1),  e  quindi  Io  svi- 
luppo (1)  vale  anche  per  a?  in  iti.  Ponendo  a?iz:l,  abbiamo 

2   ~    "^  2     3    "*"2.4  5    '*"2.4.6  7    '^'^' 
2)  Per  |it?|<l  abbiamo 

e,  poiché  possiamo  integrare  termine  a  termine,  abbiamo 
(•\\      rljf£_-         ^     ^      1.3  a;»  1.3.5..(2n-l)  a**^' 

0 

se  |a7|<l.  Ma  la  serie  del  secondo  membro  à  convergente  an- 
che per  |a?|  =  l,  perchè,  facendovi  x-=l\,  otteniamo  una  serie 
i  cui  termini  sono  minori  dei  corrispondenti  della  serie  con- 
vergente (2);  quindi  vediamo  anche  qui  che  il  precedente  svi- 
luppo vale  anche  per  |x|=zl. 

In  quanto  all'integrale  indefinito,  lo  si  ottiene  dal  secondo 
membro  delia  (3)  aggiungendovi  una  costante,  cosichè  si  ha 


/ 


dx 


VY^: 


•  =  »+-ó- 


>  'V44^+...^o, 


2      5    '   2.4     9 


valevole  neir  intervallo  (—1,4-1)  di  x. 

3)  Supposto  0<a<l,  0<a?<l,  abbiamo 

ff  te 

dx=  j  da;(x«»-'— a?-")  {l+a?  +  iB»  +  a:»+ 


...) 


"rtf'^ftn'ér^-ìv- i 


^^■^■,■■■11 
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x^        jC-«+i  ^a-+-i  a:"''+'         x'^'^  rr"^+3 


+  Tr7T — rTr.+ 


a        — a-fl       a-fl        — a-f5ì     a-^Z        — a-f3 


4- 


a  +  3 


Ora  quest'ultima  serie  è  non   solo  convergente  anche  per 
x=l,  ma  è  anche  uniformemente  convergente  nell'intervallo 

(0,1).  Invero,  se  a<-^,  poiché  allora 

a<l— a<l  +  a<2  — a<2+a<3— a<..., 

i  suoi  termini  sono  alternativamente  positivi  e  negativi  e  inde- 
finitamente decrescenti,  anche  per  x  =  l,  ciò  che  prova  che  la 
serie  ò  convergente  anche  per  a;  =  1.  Inoltre,  indicato  con  R^ 
il  resto  della  serie  troncata  al  termine  m*'*"®,  abbiamo 

^'•~\nTa~  n+l— a/ "^Vn-Hl+a"  n4-2  — a/"*"'" 

n^-a  ""  \  n4-l  —a         n+l-fa   /"" ' ' '* 

a?**"*        /a;'*-^*        aj**+*"^\        /.c**"**^"*"*       ir'''+-*"'*\ 
n— a      \nH-a       n+l-a/  ^  \n-fl-fa      n-h2-a/ 


ir»»"'"^  1  •K»*'^  1 

cosichè  0<R,„< -—<-—..  0<-R,^,<^<— — ,  e 
tanto  Rtn  come  IRjn-il  sono  minori  di  — —  ;  perciò,  dato  j, 
basterà  prendere  m> ha,  affinchè, per  n>m e  per  tutti  i 


-'-•'T-^r-^^s-pfT'^-^W^ 


1^. 
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valori  di  x  dell'intervallo  (0,1),  inclusi  gli  estremi,  R2;»e|Rt,^,| 
risultino  minori  di  j,  e  la  serie  è  quindi  uniformemente  con- 
vergente nell'intervallo  (0,1). 

Se  a=—  la  nostra  serie  è  uguale  a  zero. 
Se  a>-p-»  allora  è 

l-a<a<2-a<l  +  a<3-a<2  +  a<4-a<...; 
ma  la  nostra  serie  possiamo  anche  scriverla  cosi 


0?' 


\  —  a 


a 


x^ 


X 


,l+a 


^J-a 


2— a     I-fa       3  — a"^  2-\-a 


+    o 


0?' 


perchè  essa  non  viene  con  ciò  a  cambiare  di  natura  e  di  va- 
lore, poiché  le  somme  di  uno  stesso  numero  pari  di  termini  a 
cominciare  dal  primo  sono  le  stesse  nelle  due  serie,  e  le  somme 
di  uno  stesso  numero  dispari  n  di  termini  differiscono  tra  loro 
per  la  somma  di  due  termini  che  hanno  ciascuno  per  limite 
zero  al  crescere  indefinitamente  di  n.  Ora  nella  serie  cosi  scritta 
i  termini  sono  alternativamente  positivi  e  negativi  e  indefini- 
tamente decrescenti,  cosichè,  con  ragionamento  analogo  al  pre- 
cedente, giungeremo  alla  stessa  conclusione. 

La  nostra  serie,  essendo  dunque  uniformemente  convergente 
nell'intervallo  (0,1),  passando  al  limite  per  arzzrl  nella  for- 
mola  (4),  possiamo  prendere  la  serie  dei  limiti  dei  termini  in 
luogo  del  limite  della  serie  ed  abbiamo  cosi 


0<a<l. 


J      1  —  x      ^~  a        1-a^l  +  a      2- a'^^+a"""" 


Ma,  d'altra  parte,  l'integrale  del  primo   membro  essendo 
uguale  a  TrcotaTr  (n.  66,3)),  otteniamo  la  formola  notevole 


1  1  1 

C0ta7TZ=^— —  + 


an       n^an     n+an      Zn-^an     Zn-^an 


^      4-K-^-...,0<a<l. 


-^OÌM^^^ 


191 
ossia,  ponendo  ani^x, 

1  2x  2x  2x 


che  noi  abbiamo  cosi  dimostrata  per  0<a?<7r.  Ma  è  facile  ri- 
conoscere che  vale  per  qualunque  valore  di  x  che  non  sia  mul- 
tiplo di  TT.  Invero  tanto  il  primo  membro  che  il  secondo  hanno 
t;  per  periodo,  giacché,  se  in  luogo  di  x  poniamo  x-^t^,  il  primo 
membro  non  cambia,  e  neppure  il  secondo,  perchò  otteniamo 
una  serie  dalla  quale,  aggruppando  i  termini  a  due  a  due  e  per- 
mutandoli in  ciascun  gruppo  e  nella  serie  così  ottenuta  aggrup* 
pando  i  termini  a  due  a  due  a  partire  dal  secondo  e  permu- 
tandoli in  ciascun  gruppo,  si  ritorna  alla  serie  primitiva.  Cam- 
biando a:  in  x  —  rr  non  cambia  il  primo  membro  e  la  serie  del 
secondo  membro  diviene  una  serie,  dalla  quale,  operando  nel 
modo  precedente  a  partire  dal  secondo  termine  e  nella  serie 
ottenuta  operando  allo  stesso  modo  a  partire  dal  primo,  si  ri- 
torna alla  serie  primitiva. 

Se  nella  (5)  cambiamo  ac  in  -^ x  otteniamo 

z>x       X                1                1  1  1 

(6)       tgx=- + 


iT  TT  ^   TT  ^   TT 


1  1 

+ +. 


che  vale  per  tutti  i  valori  di  x  non  multipli  dispari  di  -^. 
Osservando  che  zn-^-tg-^-f -:r-  cot-;r-  ed  applican- 
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io  le  formole  (5),  (6),  otteniamo 

,n.        111                 I 

(7)              - —         1             ■  ' 

1    ,    1 

^''    senw        X    '  n  —  x       T^H-a? 

2k  —  x  '  2714-0? 

,    1         1 

1    ,  • 

'  *òn  —  x        37r-fa; 

47r  —  X 

—    ^     -L   \(       Un-^-i  ( 

1        1  ^ 

valevole  per  tutti  i  valori  di  x  non  multipli  di  tt  ;  e  cambiando 


in  essa  x  in  -^ a;  si  ottiene 


(8) 

^        cos 


^=S(_,)«r — \ 4.  — \ 1 

•«^     "-•  L(2n  +  l)JL-x     (2«+l)|-  +  xJ 


valevole  pei  valori  di  x  non  multipli  dispari  di  -^. 
Dalla  formola  (5)  ricaviamo 

((cota; )dx—  \dx\ +  — ; h +  »    .  ^-") 

J  \  X  /  J         Vtt  —  ;r7r-f-aj        2n^x       27r4-^        / 

0  0 

essendo  a;<7r.  Nel  secondo  membro  possiamo  integrare  termine 
a  termine^  perché  la  serie 

1111 


+  -r-rT-oz— 77  +  ^ 


Tz  —  y       Tz-^-y       271  — y       2/r  +  y 


è   uniformemente  convergente   nell'intervallo   (0,fl?),    giacché 
lo  è  nei  due  intervalli  (o,  ^\  KlT'^r  ^^^^^^^  c<7r.   In- 
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vero  nel  primo  intervallo  troviamo,  con  ragionamento  analogo 
a  quello  sopra  tenuto, 

0<R,n-,<— VT7<rr»  0<-R««-2<rr^<;     ^ 


nn  +  y       nn  '  nn  —  y      (w — l)7r' 

e  nel  secondo  intervallo,  partendoci  dalla  serie  che  ottenia  mo 
dalla  proposta  lasciando  fermo  il  primo  termine  e  aggrappando 
i  seguenti  a  due  a  due  e  permutandoli  in  ciascun  gruppo,  tro- 
viamo 

nTT-f-y       nn  (n  +  lyTr — y      nn 

quindi  etc. 
Avremo  adunque 

,^,     ,        seno;       ,       n* — jj*     ,      2*/i*  — x*     ,       3*7i'  — a?* 

(9)     log  -^=H  -;^-Hog  -yl^-^'^g       2«n^       '^"' 

,.      .       (ti*  — x«      2V  — .T*     3«^«-a?«       n«7r«  — .cM 

,       ..      (7r«  .  a;*    2*7r*  — x«    3«n»  — x«        n«7i«  — x«) 

=:log  hm  < 5 — .  -  .    — — — — ... — - — f, 

°  n=«  (     TI*  2*71*  3*71*  n'Ti*     r 

da  cui 

,.     C     7i«  — a:*    2*71*— a;»        n*7r«  — a?«) 

sena;=lim;a? r —__... 7-7—} 

n=«<  n*  2*71*  n*7r'     ) 

=sK'-^)  ('-^)-('-„4)J 

o,  come  suole  scriversi,  in  forma  di  prodotto  infinito^ 

<'<"— 0-$)('-è)('-^)('-?^)- 

formola  che  rimane   cosi  dirnoj«trata  per  0<x<7r,  ma   che  si 

13 
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vede  vale  per  a?  =  0  e  xzz:;:.  E  vale  anche  per  qualunque  al- 
tro valore  di  x\  basterebbe,  per  dimostrare  ad  esempio  che 
vale  anche  nell'intervallo  (0, e),  c<27r,  partirci  dalla  formola 

,1  1  11 

COt  X -f  =  — ; ,5 h  .  .   , 

X  n X  TT-fX  CK X 

che  si  ricava  dalla  (5),  e,  osservando  che  il  primo  membro 
è  integrabile  nell'intervallo  (0,c),  integrare  tra  0  e  a? < ir. Si 
giungerebbe  cosi  alla  formola  (9),  da  cui  si  è  ricavata  la  (10), 
che  possiamo  cosi  ritenere  dimostrata  per  qualunque  valore 
finito  di  X. 

Operando  in  modo  analogo  sulla  formola  (6)  troviamo 

<"'-K'-^)('-w)('-l^)('-^) 

valevole  per  qualunque  valore  finito  di  x. 
Ponendo  mente  alle  identità 

WoW,  =  Wo  +  Wo(Wi  —  1  )»  WoWiWg  =  Wo  +  Wo(w,  —  1  )  4-  UoU^{Ui  —  I ),... 

WoWjUt.  .  .•Wn  =  Wo  +  Wo(t^i  —  l)-f  WoW,(W2  —  1)  +  t^oW|W,(W3  —  1)  f  . . . 

+  WoWi...W,»-i(Wn— 1), 

2*0?* 
abbiamo  dalla  (11),  posto  Wo=li  %=1 — t^ TW^t' 

2»  a»        2*x«(7r*  -  2»  X*)       2»  t^7r'-2«a;')  (3*  n«— 2«.r) 


:lim  <1 p 

n=o.  <  TT* 


7r«.8»n«  7t«.3=nV5«!i' 


_  2» x«(7t«  -  2«  x')  (3*  ;t«— 2'y») . . .  [(2n  -  3)*  n' — 2'a?'1 1 

:r«.3*TT«.5'r»...(2n— l)*n»  ^ 
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ossia 

,       2*  x«        -     2*  x«(7i*-2«  x')  (3*  n»-2*a?«) . . .  ( (2n-3f  7i«-2 VI 

TT*  n=2  7r«.3*7:*.5*n«...(2n— 1)*7T* 

valevole  per  qualunque  valore   finito  di  x;   ponendo  x=  -^ 
e  per  cos -^  l'espressione    1— 2^sen-j^l,  abbiamo  ancora 


^^sen  -^)—y  -h^^  i«.y.5*...(2n— i)« 


da  cui 


'^"   4        _        >     (l»-y')(2»^y«)...[(2n~3)«~y»J 
.y       /—    \=t  l«.3^..(2n— !)• 

La  serie  del  fecondo  membro  è  uniformemente  convergente 
in  un  intorno  del  punto  y  =  0,  perchè  i  suoi  termini  sono  ivi 

0?  1 

positivi  e  minori  dei  corrispondenti  della  serie   i  rr r-r,  che 

^  ^  n=«(2n— 1)»' 

è   convergente  perchè   i  suoi   termini  sono  minori  dei   corri- 
spondenti della  serie  convergente 


1  1 


3.4       4.5 

Passando  al  limite  per  ^  =  0  nella  formola  precedente  pos- 
siamo dunque  prendere,  in  luogo  del  limite  della  serie,  la  se- 
rie dei  limiti  dei  termini,  ed  otteniamo  cosi  la  formola  notevole 

Jll  — 1      J-     _L     -L  1 

8  "~    "^  3*  "^  5«  "^  T  ^•••■^(2n  — l)*"*"'" 

4)  Se  0<ic<l  abbiamo 

00  00 


f 
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00 


otteniamo 


J     ì—x"    ~^^hn^ì   ^^^"^       (2n-f-l)*J' 

0 

Ora  la  serie   1  -5 — ri—   è   convergente  se    \x\  <  1    ed   è 

nrrO    ^H  -f   1 

Uguale  a  —  log  p— ^  (I,  pag  371),  e  la  serie  J^  (^n+T?  * 

pure  convèrgente  per   |x|<l,   perchè   per   |a:|<l  il    rapporto 
d'un  termine  al  precedente  ha  per  limite  r*  al  crescere  di  n, 

00         1 

e  per  lx|  =  l  si  riduce  alla  serie  convergente  1   -r rr?  = 

*^  ^       .n=o(2n-|-l)* 

—,  e  vediamo  anche  cosi  che,  per  essere  i  termini  di  questa 

maggiori  dei  corrispondenti  della  serie   1    -^ riP®''  l-^KK 

questa    ultima    è    uniformemente   convergente    nelT  intervallo 
(0,1).  Potremo  adunque,  non  solo  scrivere 


j 


log  orda;        ,  «»       «***+*  •       a;*'*+' 

— =  lOff  X  i 1      . 

l— ic*  ^     n=o    2n-fi        n=o(2nfl)« 


1    ,         ,       l+a;        ^. 
--g- 'oga:log^ >.     ;^-- 


1  —X  n=o  (2n4-  1)*' 

ma,  passando   al  limite   per  .r   convergente  all'unità,  ottenere 

1 

rlogjdx          ]           r            log(l4-ar)-l  ,.       •     x»'»-^» 
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1  •  1  i  rn  /yr^**^^ 

— _  l       ^  "* 


n=o(2n+l)*~        8  • 

OD 

-3 — j-,  dove  m  è  ift4ero   positivo 

0 

(riconosciamo  subito  che  -^ — -    è    inteffrabile    nell'  intervallo 

e^ —  1 

(0,oo)),  osserviamo  che  si  ha 

Jx'^dx         re'^x^dx         r 

OC  ai  X 

se  aj>0  e  y  >ar,  e,  poiché  possiamo  integrare  termine  a  ter- 
mine e  ricordando  la  formola  dimostrata  nel  n.  21  a  pag.  43, 
abbiamo 

J  e*- 1  -„:,(  -n  r    ^  «  ^      ^       n«       ^       ^-  ^  «"  J 

X 

^^*r  m     w     «I     m(w  — 1)    ^«  w(m— 1)...2. 11) 

n   L         n  n*  n"*  J) 

che  possiamo  anche,  giacché  le  singole  serie  sono  convergenti, 
scrivere  cosi 


V 


^'^)       .-^-1  =  "^^ m.v"»-*2  — p-..-w(m-l).  .2.1>.  — r^j 

J  é*  -  1  n=i    n  •        n^i  n*  ^         ^         n=in'*+* 
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,-HV 


00   P* 

Osserviamo  ora  che  1  —   è  uniformemente  convergente 
n=i  n  ° 

nell'intervallo  (a,oo),  a>0,  perchè  è  convergente  la  serie   a 

»  6'"'*"  •      1        0?     1 

termini  non  minori  1 ;  che  le  serie  1  — =-,  1  —r^...   sono 

convergenti,  e  quindi  uniformemente  convergenti  neirinterval- 
lo  (0,x)  le  serie  2  — j-,  z    '        ...;  che  lim  y^  e-'*>'=0; 

fg— no; 
=  — log(l — e"*)   per  a;>0,  e  che 

lim  a^'^logll — e~*)r=0.  Per  queste  osservazioni  si  vedrà  subito 

come,  passando  al  limite  nella«(12)  per  y  crescente  indefinita- 
mente e  poi  passando  ancora  al  limite  per  x  convergente  a 
zero,  potremo  sempre  prendere  la  serie  dei  limiti  dei  termini 
in  luogo  del  limite  di  ogni  serie  ed  ottenere  cosi 


=  1 .2.  ..m  i 


e*— 1  '■■     »=in"H-' 


6)  Pel  calcolo  di  alcuni  integrali  con  limite  infinito  giova 

alcuna  volta  procedere  in  modo  analogo  al  seguente  : 

sen  X 
Si  voglia  conoscere  se  è    integrabile   nell'  intervallo 

X 

(0 ,  00  ),  e,  ove  lo  sia,  calcolare    j dx, 

0 

Abbiamo 

/sena;  ,  rsena?  _,         r       T  C       C^nx  ^ 

dove  J=r:n7r  +  a,  3t<;r. 

Si  riconosce  subito  che  il  primo  termine  del  secondo  membro 
è   positivo  e  gli  altri  alternativamente  negativi    e   positivi   e 


i 
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decrescenti  contiDuameQte  e  indefinitamente  in  valore  assoluto, 
percbò,  posto  ai  =  r.-^y,  abbiamo 

e  quindi 


I  f  senx  ^1^1  fseny    ,   1 


ed  inoltre,  essendo 


nir-l-a 


.               ,.       rsena;  ,^      ^  ,.      rsena?   ,       ^ 
è  ancora  lim    1 ax  =  0,  lim   I da?=0. 


ir  <ir        8ir 


Cosichè  la  serie    j  d^^-h   j  4-   |  4- essendo  con- 

0  fr  tir 

vergente  perchè  i  suoi  termini  sono  di  segno  alternato  etc, 
la  somma  dei  suoi  primi  n  termini  ha  un  limite  finito  e  de- 
terminato, ed  avremo 


r^  tK 


da:=lim  r da;=lim5  (-f   J+.^-f  f dx\ 

O  0  0  «  {n^ììK 

sen  ce 
e  riconosciamo  cosi  la  integrabilità  di  nell'intervallo 

(0,00). 


aoo 


,  scriviamo  cosi: 


Per  calcolare  il  valore    j dx, 

J       « 

0 

«  '    2  t 

ed  osserviamo  che,  posto  xzzzAtt*— j/,  è 


t 


(«*-!)  |. 


(»M-l)-^ 


ir 


e,  posto  xz=ikT:-\-u,  e  \ dx-=zi — 1)*  1  - — —  dy,   cosi   che 

J     X  J  kn^y 


»iL 


avremo 


ir  TI                        IT                         « 

0.                                                           t  ~                                    9                                         % 

Jsen.r  ,        ,.     {  rseny  ,  rsenv   .       r^eny    ,       fsen.y    . 
dx  =  ì\ìr\  <      — -  dy  -\-  (  ^rf//-     —^dy-     zy-^dy^.-. 


=  Iim|  fseny  f —  -h ; ^ +...|rfi^}.- 

0 

ma  il  limite  della  quantità  tra  parentesi  sotto  il  segno  inte- 
grale è  —  (Vedi  formola  (7)),  quindi,  potendosi  prendere 
l'inte^rrale  del  limite  in  luogo  del  limite  dell'integrale  giacché 

..  è   uniformemente  convergente   nel- 


1            1 
la  sene 1 

y      ^—y 

l'intervallo  (o,-^),  avremo  in  ultimo 


Pena?       /'sen y dy 
X         ~j     senj/    ~ 
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Da  questa  forinola  ricaviamo  il    valore   di    j dx, 

0 

OD  OD 

Posto  axzny,  se  a>0,  abbiamo  |  dx=  I  — ^dy-  -jr-; 

0  0 

co  — «  co 

^  -.      psen  ar  ,         rsen  y  ,  /*sen  y i  ,  tt 


e 

cosichè 


TT 

-^        se        a  >  0 

/sen  ao;  ,        1 
dxznl       0  »        a=0 

(-f         ^         a<0, 

Questo  integrale  ci  dà  un  esempio  di  una  funzione  della 
quantità  a.  che  per  a  positivo  ha  un  valore  costante,  per  a 
negativo  un  altro  valore  costante  ed  ha  cosi  una  discontinuità 
iH  prima  specie  per  a=:0,  dove  prende  il  valore  medio  dei 
valori  che  assume  per  a  positivo  e  per  a  negativo. 


Esercizi 
rf^     _       ?/   ixn  l»3.5...(2n-l)   a;^«+» 


X 


.      r    ax  «,   ,.    i.i5.ò...(:^n-l     x^^^^       ^^    ^, 

Ji/ì-hs^  »»=»  2.4.6.. .2n       4n+l 

0 

f'  ^to     _.  |g^    .     1.3...(2n-l)      1 
J\/U^'~      nÀ     '      2.4...2n      4«+r 

O 

J(/r+7""         «=•     '      2.4...2n      4n+l       x 
?/   ,K„  .  1.3...(2n  — 1)  1  ^  , 
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i 


2.  f!2S<li^<b3=_^. 

J         j  6 


3.  I  logi  T z 1  z=  7r  are  sen  A  ,    A;  <  1 . 

J     ^\\  —  Ajsena?/  sen  a?  '  '- 

0 

TI 

4.  I  log(l -ficosx) =  7rarcseDA  ,  |A|<1. 

J  cos  a; 


S.PostoUPl'^g^f 
J     I—a;* 


si  trovi  la  relazione ^  + 1  =  41 , 


da  cui  1=:  —  5—,  e  se  ne  ricavi 


1— a;     ~  ~  T'  J     l+x    ~~'ì2 


e  le  formolo 


JlL  — 1      _L      _L      -L      -L  + 


_ir»^_         _1_       ì _1_     J 

12  ~  2«  ■*"  3»         4«  "*"  5*      •  ■ 


24  ~"  2*  "^  4«  "*"  6*  '^  8»  ■*" 


^     rxsenxdx        /,        1         1  1  \        ti* 

6.     I  z r-  =7rf  1  — -_  +  -- 4...  )  =  -r 

j  1  -f  cos*a?        \         3         5  7  /        4 
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1  1 


1  1 

4- 


a-¥b      a-\-2b      a  +  3J     a  +  4i 


a>0,  6>0,  a<b] 


ad  esempio  si  ha 


Ki7^3^'«^0=Ji-^)"n^4(r^-»^«^)=Ji-^)"2T3^' 


1/3 


-flog(3  +  2t/2)^g      „      1       7r-log(3  +  2l/2)_«.^      ,     1 
41/2  n4    M+4n'  41/2  ^=0    ^   3+4n" 


41/2 


8.    Cei"^  cos  (/&  sen  9 )  df  =  71 , 


J7t  «  1  /i"»-*"* 


(Voi  I,  pag.  382). 

9.  Se  n  è  intero  positivo,  si  ha 
ir 

I  eP"^  cos(/5  sen  ?)  cos  n<fd<f=.  -^ 


1.2.3...n' 


eP«<»»?>sen(psenq>)senn(prf9z=-r-  -—77 — 
^'  '    ^        2    1 .2...71 


(Dimostrare  e  servirsi  delle   forraole    |  cosmTcosna:rfa;=0, 


w^ 
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ir 


l  sen mcc&ennxdwz=0,  se  m,n  interi   positivi   sono   diversi; 

0 

ir 
j  senma:cosna?da:=0  anche  se  m  =  n,  e 

0 

ir  ir 

I  cos*mrrfa:= -^,  j  sen*wa?dx  :=-^Y 

0  0 

1 

,^     rsen(alogac)    .        co,  ixni^*'*"*"'        «***"*"*    r..       .^^ 

0 

-2n(logy)*'»-»-h2n(2n-l)(logy)«'»-*-...-f2n(2n-l)..2.llj 
qualunque  sia  a;  e,  se  — !<«<!, 


1 


sen(a  log  x) 
logT 


dx  :=  are  sen  a. 


11 


Jt^'"=i»«Ìtf'|"|<''|^'|<'- 


12. Posto  S„=l-f acosa:-ha*cos2a;-ha^cos3x-f...-f a'*"*cos(n-l)ar 
e  avuto  riguardo  alla  formola  2cos  Arcosi2?=cos(A-l)tr-fcos{ft-fl)x, 
si  trova  (l-23fCOsa?-f  3c*)S„=l-acosa;-a**cosna;-fa'*'*"*cos(n-l)ar 
dalla  quale,  se  h|<l,  si  ricava,  qualunque  sia  x, 

1  -  a  cos  rz?  -  •       rt         Q       o 

- — =  1  -f  a  cosa; -f  a* cos 2x-f  a^cos 3-c-f ...-+-  a**cos  WX4-... , 

1  -23CCOSX-f  a' 


e  da  questa 


1  — 


1  -2x  COS  a?  +  a* 


•=1  4-2(xcosa?-ha«cos2rr4.a*cos3a;-h...). 


.     ,       r  sen  a?  sen  mx         n      ^  . 
In  conseguenza,  si  provi  che  J  ^^.^^———^——^  «"•  \ 

0 

se  m  è  intero  positivo  e  |a|<l. 
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cosmxìog{l '2oL cos X -{- OL^) dcp  z=: ,  m  int.  pos., 

0 

|a|<l.  (Si  dimostri  la  forinola 

, — :t r  =  asènd;-h  a*sen2^-f  a^sGn3a?-h3t^-eQ4x  f  ..., 

1  -  ex  C03  a:  -h  a 

e  da  questa  si  ricavi 

,^    ^                 ^           Y                a'cos2a?      a^cos3a;      jc*cos4a?       \\ 
log(l-2acosa;-r  x')zz  — 2(  «cosr  -f  — ^ H ^ 4-  — r f.  .11 

Teoremi  sulle  funzioni  a  due  o  più  variabili  indipendenti. 

73.  Per  V  ulteriore  studio  degli  integrali  defluiti  ci  occorre 
ora  dimostrare  alcuue  proprietà  delle  fuuzioui  a  due  o  più  va- 
riabili indipendenti,  che  sono  la  geueralizzazione  delle  analogho 
per  le  funzioni  di  una  variabile  indipejidente,  svolt  »  nel  Voi.  I 
a  pag.   113  e  seguenti. 

Sia  C  un  campo  di  valori  per  le  variabili  Xi,a?2...  x„,  e 
siano  {a)  un  punto  di  coordinate  (a,  .a^.-aj,  (b)  un  altro  punto 
del  campo,  di  coordinate  (i,  .ij...*^).  Siano  Xy.z=:Xr(t)  funzioni 
continue  di  t  pei  valori  di  /  da  ^o  a  t^  ove  è  Ur^^x^iQ  , 
br^=xj!ji);  a  questi  valori  di  t  corrisponderanno  dei  punti  che 
costituiranno  una  successione  continua  o  linea  o  cammino,  che 
se  è  tutta  nel  campo  C,  diremo  che  è  una  linea  del  campo  che 
unisce  i  punti  (a)  e  {b). 

Il  campo  C  dicesi  connesso,  se  due  suoi  punti  qualunque 
possono  unirsi  mediante  una  linea  tutta  appartenente  a  G.  Ove 
non  si  avverta  il  contrario,  dicendo  campo  C ,  intenderemo 
campo  connesso  e  finito. 

Potremo,  per  semplicità,  limitarci  a  considerare  le  funzioni 
t*(a?,y)  di  due  variabili  indipendenti  a?  ,y;  le  dimostrazioni  che 
daremo  si  estendono  con  tutta  facilità  al  caso  di  funzioni  di 
più  variabili. 

Sìa  u(t,{/)  funzione  finita  dei  punti  dì   un  campo   C.  Ab- 
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biamo  già  notato  (I,  n.  91,  pag.  176)  che,  se  in  un  punto 
(^o«2/o)  la  u  è  continua  ed  è  diversa  da  zero,  esiste  un  intorno 
del  punto  (Xq^^q)  per  tutti  i  punti  del  quale  la  u  mantiene  lo 
stesso  segno  di  u(Xq,i/q). 

74.  Se  u(x,  y)  è  continua  fn  tu  fio  il  campo  C  '),  esiste  al- 
meno un  punto  di  C  nel  quale  la  u  prende  un  qualunque 
valore  compreso  tra  u(Xo,yo)  ^  u(Xi,yi)  essendo  (xo ,  yo)  e 
(Xi,yi)  due  punti  qualunque  di  C  (Conf.  I,  n.  65), 

Infatti,  uniamo  (Xa.yt^,  ('i»//i)  con  una  linea  L  contenuta 
in  C,  le  cui  equazioni  siano  a?r=x(0,  y  =  y(0.  ^i^)i  yW  es- 
sendo funzioni  continue  di  /,  e  tali  che  a?o=:a;(/o),  yo  =  y(^o)» 
.ri  =  x(/i),  ^i=y(/i)-La  funzione  continua  di  /,  F(/)=w[a?(0,  y(01' 
prenderà  per  qualche  valore  di  i  compreso  tra  to  e  /,  un  qua- 
lunque valore  compreso  tra  F(/o)  =w(a:o  ,yo)  ^  P(^i)=t*(^i.yi)' 
e  a  quel  valore  di  /  corrisponde  un  punto  di  C  appartenente 
alla  linea  L,  <)  rimane  cosi  dimostrato  il  teorema. 

75.  Sia  u(x,y)  funzione  finita  nel  campo  C  ed  \  il  limite 
superiore  {od  inferiore)  di  u  nel  campo  stesso.  Allora  esiste 
in  C  alm.eno  un  punto  (x' ,  y'),  che  può  anche  essere  sul  con- 
torno di  C,  tale  che  in  ogni  suo  intorno  il  limite  superiore 
[od  inferiore)  dei  valori  di  u  è  ancoy^a  1  ;  tale  cioè  che  in 
ogni  suo  intomo  nessuno  dei  valori  che  prende  u  supera 
[o  è  supe7^ato  da)  1,  ma,  dato  1  —  a  (o  1 4-  a),  vi  è  sempre  in 
quell*  intorno  qualche  punto  (X| ,  y,)  pel  quale  u(xi ,  yi)>  1  —  '^ 
(0  u(Xi,y,)<l+<7),  ossia  |u(x,,y,j  — 1|<^.  (1.  n.  68). 

Infatti,  supposto  /  limite  superiore,  ed  a, 6  il  minimo  e 
massimo  valore  di  x,  e  c,rf  il  minimo  e  massimo  valore  di  j/ 

per  tutti  i  punti   di  C,  consideriamo  le   rette  .r-zzan —  , 

y=:c-\ ^ —  ,  le  quali  dividono  il  campo  C  in  regioni,  in  una 

delle  quali  almeno  il  limite  superiore  dei  valori  di  te  è  ancora 
/;  prendiamo  a   considerare   quella,  o   una  di  quelle,  ove  ciò 


■)  Dicendo  campo  C  iutendiamo   sempre  «campo  fluito  C,  incluso 
il  contorno  ». 
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succedeteci  ìadichiamo  con  a, ,&i  il  minimo  e  massimo  valore 
di  X,  con  Ci^di  il  minimo  e  massimo  valore  di  y  per  tutti  i 
punti  di  questo  nuovo  campo  Ci,  contenuto  completamente  nel 
primitivo  C,  ed  osserviamo  che  a<ai,  6>6i,c<C|,  d>rf|. 
Ripetiamo  lo  stesso  procedimento  relativame  nte  al  campo  C»  e 
a  quelli  che  mano  a  mano  in  questo  modo  si  presentano,  cia- 
scuno dei  qual  i  sarà  sempre  contenuto  nei  precedenti.  Nascon(' 
cosi  le  due  serie  di  numeri. 

a<ai<£i4<...<a„<..., 

b>b,>b,>  ...>6^>..., 

che  definiscono  un  numero  x\  e  le  altre  due  serie    di  numeri 

C<Ci<Cj<.  ..<c^<.. ., 

che  definiscono  un  numero  y';  il  punto  (x\y)  appartiene  a 
tutti  i  campi  C,  Ci,C2,.. . ,  nei  quali  il  limite  superiore  dei  va- 
lori di  u  è  ancora  l. 

Ora,  qualunque  e  comunque  piccolo  sia  un  intorno  e  di 
('^\y')j  potremo  sempre  prendere  n  cosi  grande  che  il  rettan- 
golo determinato  dalle  rette  x  =  a«,  x=bn,  y=:Cn,  yzzid^, 
o  il  pezzo  di  esso  che  appartiene  a  C,  sia  contenuto  in  c:  quindi 
anche  in  e  il  limite  superiore  dei  valori  di  te  è  /. 

Da  questo  teorema  si  ricava  subito,  con  dimostrazione  per- 
fettamente analoga  a  quella  del  n.  69  voi.  I,  il  seguente: 

Una  funzione  u(x  ,y)  continua  in  tutto  il  campo  C  e  non 
costante  prende  sempre  nello  stesso  campo  il  valore  massimo 
e  il  valore  minimo,  cioè,  se  1  è  il  limite  superiore  {infe- 
riore) di  u,  esiste  sempre  in  C  almeno  un  punto  (x'  ,  y'), 
che  può  anche  essere  sul  contorno,  tale  che  u(x',y')=l. 

Notiamo  poi  che  se  la  u{x ,  y)  è  data  solo  pei  punti  d'  una 
linea  L  o  si  vuole  considerare  per  soli  questi  punti,  si  ha  che: 

Se  1  è  il  limite  su/periore  {inferiore)  di  u(x ,  y)  nella  linea 
h,  esiste  su  questa  linea  almeno  un  punto  (x',y'),  tale  che 


1 
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m  ogni  suo  iniorno  appartenente  ad  L  il  limite  superiore 
(inferiore)  dei  valori  di  u  è  ancora  1. 

Invero,  supponiamo  che  le  coordinate  x,y  dei  punti  di  L  si 
ottengano  dalle  due  funzioni  continue  x=:x{t),  yz=iy{t)  attri- 
buendo a  t  i  valori  da  t^  di  t^,  cosichè  la  u  divenga  una  fun- 
zione di  t  nell'intervallo  [t^J^),  Allora  al  punto  t\  in  ogni  in- 
torno del  quale  il  limite  superiore  (inferiore)  dei  valori  di  u 
è  ancora  /,  e  a  questi  intorni,  corrispondono  sulla  linea  L  un 
punto  {x\y)  e  degli  intorni  nei  quali  il  limite  superiore  di 
w  è  /. 

76.  Se  u(x,y)  è  funzione  continua  nel  campo  C,  m^e- 
gnato  un  numero  positivo  7,  esiste  un  corrispondente  numero 
positivo  d  tale  che,  per   tutti  i  punti  (x,y)  del  campo,  è 

|u(x,y)  — u(x,,yi)l<^. 

essendo  (x,  ,yj)  un  punto  qualunque  di  un  circolo  con  cen- 
tro in  (x,y)  e  di  raggio  cJ,  o  un  punto  qualunque  di  quella 
parte  di  questo  circolo,  che,  contenendo  il  punto  (Ti^y),  ap- 
partiene al  campo  C. 

Invero,  assegnato  7,  esiste  per  ogni  punto  (a?,y)  di  C  un  in- 
torno di  (x,//),  per  tutti  i  punti  (a?i,2/i)  del  quale  è  \u{x,t/) 

Ora  si  può  e  giova  prendere  come  intorni  del  punto  (a?, 5^) 
dei  circoli  col  centro  in  questo  punto,  0  la  parte  di  essi  che, 
contenendo  il  punto  {x ,  y),  appartengono  al  campo  C,così  che  po- 
tremo dire  che,  per  ogni  punto  {x  ,y}  di  C,  esiste  un  numero  posi 
tivo  e  tale,  che  per  tutti  i  punti  (Xi,y,)  del  circolo  di  raggio  : 
col  centro  in  (x,t/),  0  per  tutti  i  punti  (x,  ,yi)di  quella  parte 
di  esso  che  contiene  (r.,y)  e  che  appartiene  a  C,  è  \u(x,i/) 
—  M(rj,yi)|<7.  Di  questi  numeri  £  ne  esiste  un  numero  infi- 
nito per  ogni  punto  del  campo,  giacché,  esistendone  uno,  tutti 
i  numeri  positivi  minori  godono  della  stessa  proprietà.  Noi  con- 
sidereremo ora  per  ogni  punto  {x,y)  il  limite  superiore  di  questi 
numeri  e,  che  indicheremo  con  £(7,x,t/),  e  questo  limite  su- 
periore è  una  funzione  dei  punti  (x,y)deì  campo  C.  Indichia- 
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mo  con  ò  il  limite  inferiore  di  questa  funzione  5(7, a:, y);  è 
chiaro  allora  che  risulterà  dimostrato  il  teorema  se  provere- 
mo che  i  non  è  zero. 

È  ciò  che  effettivamente  ha  luogo.  Infatti,  sia  (x\y')  quel 
punto  di  G  in  ogni  intorno  del  quale  il  limite  inferiore  dei  va- 
lori di  £(T,a?,y)  è  ancora  5;  e  sia  r  il  raggio  del  circolo  (r) 
col  centro  in  (V,t/)  tale  che  per  tutti  i  suoi  punti  (<r,  ,yi\  0  per 
i  punti  di  quella  sua  parte  (r)i  che  contiene  (x\f/')  e  che  ap- 

partiene  a  C,  è  \uix\y')  —  w(-ri,yj)<— .  Descriviamo  ora  col 

centro  in  {x  ,*/')  e  con  raggio  -^r-  un  circolo,  e  consideriamo 
tutti  i  suoi  punti  (op^.y^l,  0  tutti  i  suoi  punti  che  appartengono 
a  (r),.  Qualunque  sia  il  punto  (ir,,yg),  il  circolo^ -^)  di  centro 

(•^11^2)  ©  di  raggio  -jr-  è  contenuto  in  (r)  e  contiene  {^  ,y\ 

'cosichè,  se  {x^^y^  è  un  punto  qualunque  di  ( -o-)  odi  quella 
sua  parte  che  è  contenuta  in  (r)i ,  avremo 

Nar'.y')-  u{x^.y^\  <  ^,  \u{7! ,y)  —  u{x^,y>i\  <  J- 
e  da  queste 

dalla  qual  formola  risulta  che  per  tutti  i  punti  (jr,,yj)  la  fun- 
zione c(^,ar2,y,),  e  quindi  anche  il  suo   limite   inferiore,   non 

può  essere  minore  di  — .  Ma  per  tutti  i  punti  (:rj,y,)  il  limite 

inferiore  di  ^{'^ ,x^,y^  è  ancora  il  limite  inferiore  cJ  di  e(^,a?,y) 
per  tutti!  punti  del  campo  C;  dunque  à  non  può  essere  mino- 

re  di  —,  e  quindi  è  diverso  da  zero,  come  volevamo  dimo- 
strare. 

14 
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I  Questo  teorema  dimostra  per  le  funzioni  continue  una  prò- 

I  prietà,  che  esprimeremo  dicendo  che  esse  sono  uniformemente 

I  continue  per  tutti  i  punti  del  campo  C.  o  nel  campo  C.  La  stessa 

r  dimostrazione,  applicata  alle  funzioni  di  una  variabile  continue 

^;  in  un  intervallo,  ci   proverrebbe  che  esse  sono  ivi  uniforme- 

IJ.  mente  continue,  il  che  già  risultava   dal   teorema  dimostrato 

t  al  n.  3,  Dal  teorema  ora  dimostrato  si  ricava,  senz'altro,  il  teo- 

I»  rema  analogo  a   quello  del  n.  3  per  le  funzioni  di  due  varia- 

|.  bili  cioèi 

I'  Se  u{x,  y)  è  funzione  continua  nel  campo  C,  assegnato  un 

I  numero  positivo  7,  esiste  un  corrispondente   numero  posi- 

f  (ivo  d  tale  che  è 

l  |u(x',y')— u(x",y")|<a, 

essendo  {x\  y') ,  {x"  j  y" )  due  punti  qualunque  del  campo  ap- 
partenenti ad  un  circolo  di  raggio  o  e  col  centro  in  un 
punto  qualunque  (x ,  y)  del  campo,  o  due  punti  qualunque 
di  una  parte  di  un  circolo  di  raggio  5,  che  ha  il  centro 
in  un  punto  qualunque  (x,y)  e  che,  contenendo  questo  pun- 
to,  appartiene  al  campo. 

Notiamo  anche  qui  che,  se  la  funzione  u(a;,y)data  e  finita 
nel  campo  C  è  continua  rispetto  alle  due  variabili  x,y  per 
tutti  i  punti  d'una  linea  L,  essa  è  su  questa  linea  uniforme- 
mente continua,  cioè: 

Dato  7,  esiste  un  corrispondente  numero  positivo  d  tale 
che,  per  tutti  i  punti  (x,y)  di  L,  è 

|u(x,y)-u(x,,yi)|<7, 

dove  (Xi ,  yi)  è  un  punto  qualunque  di  un  circolo  col  centro 
in  fx,y)  e  di  raggio  J,  o  un  punto  qualunque  di  quella 
parte  di  questo  circolo  che,  contenendo  il  punto  (x ,  y),  ap- 
partiene al  campo  C. 

La  dimostrazione,  con  modificazioni  lievissime  ed  evidenti, 
è  la  stessa  del  precedente  teorema;  cosi,  comincieremo  col 
dire  che,  assegnato  7,  esiste  per  ogni  punto  (x^y)  di  L  un  in- 


■■^■■■^J'^ 
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torno  di  (af^y)  appartenente  a  G  per  tutti  i   punti  {xi.yi)  del 
quale  etc. 

Continaitày  derivazione  e  integrazione 
degli  integrali  definiti  rispetto  ad  an  parametro* 

77.  Consideriamo  un  integrale//^(x  ,y)da?,  dove  b>a  e  f{x,i/) 

a 

è  funzione  finita  di  a;,y  pei  valori  del  campo  rettangolare  limi- 
tato dalle  rette  xz=a,  x=zb,  y  =  a,  y=/3,  ®d  integrabile  ri- 
spetto alla  X  nell'intervallo  {a,b),  qualunque  sia  il  valore  di 
y  dell'intervallo  (a,|3);esso  è  funzione  della  variabile  o  para- 
metro y,  e  lo  indicheremo  con  ^(y). 

Siano  yo  «d  yo-^  k  valori  di  y  dell' intervallo  (st  ,i3j;  abbiamo 


|?(yo-hft)-(p(yo)l=    \[r(x^yo'^k)-r{x,yo)]dx 


=1/' 


cosi  che  è  condizione  necessaria  e  sufficiente^  affinchè  (f[if)  sia 
continua  per  y  =  yo  che,  dato  t,  esista  un  valore  ko  positivo 
tale  che  per  |ft|<A:o  il  secondo  membro  della  precedente  for- 
mola  sia  minore  di  a.  Ora  ciascuna  delle  seguenti  è  da  se  sola 
condizione  sufficiente  affinchè  ciò  avvenga: 

1)  Che  la  f(,x^y)  sia  sempre  finita,  e  sia  per  y=y^ìinifor- 
memente  continua  *)  rispetto  alla  y  nell'intervallo  (a,ft)  di  a?, 
cioè  pei  punti  dell'intervallo  {a,b)  sulla  retta  yz^iy^;  perchè 
allora  esiste  un  h^  tale  che  per  |A:|<&o  è 

\f(x.y,'^k)--f(x.y,)\<jl-^ 
per  tutti  i  punti  di  quell'intervallo,  e  quindi 
j\f[x,y^^k)^f{;s,y^)\dx<<j. 


0  Vedi  Voi.  I,  pag.  186. 
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ed  a  foriiori 


|?(yo-l-*)  — 9(yo)|<cx. 


2)  Che  la  f{x,y)  sia  sempre  finita  e  sia  per  tutti  i  punti 
dell'intervallo  (a,J)  su  t/=:yo  continua  rispetto  alle  due  va- 
rialnli  (i^,y);  perchè  allora,  in  virtù  del  teorema  alla  fine  del 
n.  76,  esìsterà  un  ko  tale  che  ecc. 

3)  Che  la  f{^^y)  sia  sempre  finita,  e,  ove  non  siano  soddi- 
fattG  le  due  precedenti  condizioni,  ciò  dipenda  dall' esservi  nel- 
r intervallo  (a,  J)  su  y=yo  dei  punti,  in  numero  finito,  la  cui 
presenza  faccia  cessare  la  continuità  uniforme  di  f{x,y)  ri- 
spetto alla  y,  o  nei  quali  la  f{x,y)  non  sia  continua  rispetto 
alle  x,y,  ma,  tolti  i  quali  con  intorni  comunque  piccoli,  negli 
intervalli  restanti  la  f{x,y)  sia  uniformemente  continua  rispet- 
to alla  //,  0  continua  rispetto  ad  x,y. 

Invero,  se  e  è  un  tal  punto,  osserviamo  che 

e— a      c-f.8     h 
a  c—t       c-f^ 

dove  i  indica  un  numero  positivo.  Se  A  è  il  limite  superiore 
dei  valori  di  \f{t,y)\  nel  campo  di  valori  che  consideriamo,  o 
un  numero  qualunque  maggiore  di  questo  limite,  abbiamo 


I     '^ 


<A26,     {nx,ya)ax 

e—» 


I       *** 


<A2£, 


C+8 

e  quindi  j[f(x,yo-^ld  —  f{^^yo)]dx 


<4Ac'; 


così  che,  assegnato  7,  potremo  fissare  e  in   guisa   che  risulti 
4A€<-^  e  poi  determinare  Aq  in  guisa  che,  pei   punti  degli 
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intervalli  (a,  e  —  e),  (cH-e,ft)  su  y  =  //o,  e  per  \k\<ho,  sia 

a  c+8 

ed  allora  per  quei  valori  di  k  avremo  l'^^d/o'^k)  —  9(yo)l<^« 

Si  intende  subito  come  la  dimostrazione  si  estenda  al  caso 
di  un  numero  finito  di  punti  come  e. 

4)  Che,  mantenendosi  la  A-r,?/)  sempre  integrabile  rispetto 
alla  X  pei  valori  di  x,y  da  considerarsi,  se  in  {a,b)  vi  sono 
dei  valori  a?  in  e,  in  numero  finito,  tali  che  f(c,y)  sia  infinita  per 
y=yQ,  0  sia  infinita  per  tutti  i  punti  d'un  intorno,  sulla  retta 
a:=c,  del  punto  (c,yo)»  si  possano  però  per  ogni  punto  e  trova- 
re due  numeri  positivi  k^,  z  tali  che^  per  |A;|<Ào  e  qualunque 
sia  6i  positivo  e  <e,  i  due  integrali 

siano  numericamente  minori  di  un  numero  prefissato  7;  e  che 
la  f{x,y),  tolti  i  punti  e  con  intorni  comunque  piccoli,  negli  in- 
tervalli restanti  sia  tale,  che  il  corrispondente  integrale  sia  fun- 
zione continua  di  y  per  yzzzy^. 

Infatti,  supposto  che  vi  sia  uno  solo  di  tali  punti  e,  avremo 

e— 8         c+8         h 

?(yo  -*•  *)  — ?(yo)  =("+!"  +  j\f{x ,  yo  4-  A)  —  f{x ,  y^)\dx 

a  e— 8       c-^-i 

C— 8       6  c—^i  c4r8 

=   r+  ^-^\m(-\-\\mC[f{x,yo-^k)-f{x,y^)]dx\ 
a  c-t-a  e— a  c-*-8i 

ma,  per  la  ipotesi  ammessa,  dato  (7,  potremo  fissare  i  e  k^  xn 
guisa  che,  per  |A;|<A;o,  i  due  ultimi  termini  del  secondo  mem- 


MiJPJ  li^l 
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bro  risultino  ciascuDo  numericamente  minore  di  — ;  e  poi  ki<ko 
in  guisa  che  i  due  primi  termini  siano,  ciascuno,  minori  nume- 
ricamente di  —,  cosi  che  per  |i|  <ki  si  avrà  l^(yo+A)  -9'(yo)l<^- 

Se  e  è  uno  degli  estremi  dell' intervallo  (a^b),  si  intende 
che  si  avrà  da  considerare  uno  solo  degli  integrali  (1). 


Esempi 


1)  Nell'integrale 


9(y)z=  Cìog{\  —2i/cosx-h  y*)  doc, 

0 

ta  funzione  integrauda   diviene   infinita    nel  punto   a?=0  per 
F/  =  l,  mantenendosi  integrabile.  Ora 

(^(l-hA:).9(l)=  r{log[2(l  -f  i)(l-cosa?)+A«]-log2(l  -  cosa;)} da; -f  T 

ò  e 

ovvero,  osservando  che 

log[2(lH-A:)(l.cosrr)  +  A«]  =  log2(l  +  A)+log(ucosa?  +  gr^ 

8 

f{I  +  A)-^(l)=  r[log(l  -cosa?-f  ^^^_.^^.log2(l  -cosa?)Jdj: 

0 

+€iog2(i+ft)+  r. 

Se  si  comincia  a  supporre  e  sufficientemente  piccolo,  met- 
tiamo €<— ,  sarà,  pei  valori  di  od  da  considerarsi  nel  primo 


L 


nppii^p^^^v^ 
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integrale,  -j-  <-^  <cosa?,  e  preso  |A:|  <  k^  <—  sarà 

ifc*  1  A* 

<A*<  — •  <cosa?,e  quindi  1  >  l-eosPoA-^jz — r-r>l-co&^. 


e  perciò 

log^l— cosay  +  g— ^      <  |log(l -cosa?)|; 

e,  poiché  per  /jl  numero  positivo  qualunque,  che  a  noi   giova 
ora  prendere  minore  dell'unità,  è  liraa;'*log(l — cosa;)^0,  co- 

me  facilmente   si    verifica,    possiamo   ora   asserire   che ,    per 
a?<c<  — -  e  per  |A|<io<-^,  le  espressioni 

a?'*logn— cosa?-f  g-T— rvV  ic'*log(l  —  cosa?) 

saranno  numericamente  minori  di  un  certo  numero  positivo  A, 
e  quindi 

a 

I  J|log(l  -cosw  +  ^^^y  log(l  -  cos  x)^dx^  <  ^  f 

0 

cosichè  osservando  ancora  che,  por  quei  valori  di  A,  è 

e  log  2(1  -hk)  <  e  log  3,  potremo  fissare  e  in  guisa  che,  per  quei 

valori  di  k,  sia 

t 
:log2(l  -f  A)4-  rflogA  -cos^  +  -^\-log2(l  -cosir)l/a?|  <  ~, 

0 

essendo  a  un  numero  dato  positivo   e   comunque  piccolo.  Poi 
prenderemo  ki<ko  in  modo  che  per  |A|<Ai  sia 

1C 


riog[2(l  4- A;)(l  —  cosa?) -f  A»]  — log 2(1  —  cosa?)] rfa 


<i- 
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cosichè,  per  quei  valori  di  A,  è 

|f(l-fft)-(p(l)|<cr 

e  la  (p(y)  è  conti Qua  anche  per  y=l. 

In  modo  analogo  si  proverebbe  che  a>(i/)  è  continua  anche 
per  t/z=z —  1,  nel  qual  caso  la  funzione  integranda  diviene  infi- 
nita per  a?  =  7r. 

Verifichiamo  poi  che  questo  ha  realmente  luogo,  perchè  è 
(f(y)z=7rlogy*  per  \y\>l  e  9fy)  =  0  per  —  1  <y<l  (n.  14,5) 
ed  esercizio  3**  a  pag.   178). 

ir 

2)  Sia  (^(y)z:zftg^xdx  dove    supponiamo  sia  — l<y<l. 

0 

(La  funzione  tg^'ii?  è  allora  integrabile  nell'intervallo  (o ,  -ò-  )i 

perchè  se  y  è  positivo  diviene  infinita  di  ordine  y  per  mzi-^, 

e  se  y  è  negativa  diviene  infinita  pure  di  ordine  y  nel  punto 

a?=zO,  perchè  lim(  a: ^  |  tga?=  1,  lim =:  1,  e  se  y =0 

^_«\         ^  /  «=0  tga? 

si  mantiene  sempre  finita). 

Ora,  quantunque  la  funzione  integranda  pera?=:0  (  o   per 

ocizz-^f  diventi  infinita  qualunque   sia  y  negativo  (o  positi- 
vo), la  (f(y)  é  continua  per  qualunque  dei  valori  di  y  che  con 
sideriamo. 

Invero,  supposto  y>0,  avremo 


2 


T(.y  +  A;)— ?(y)=   r        -r  J(tg''+''a;-tg''a;)dx; 


2 


ma,  se    a   indica  un   numero   qualunque   positivo    <  1    e   >y, 
e  si  prenda  Ao  tale  che  sia  y-f-Ao<a,  cosichè  per  |A|<A:o  sia 
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anche  y  +  A;<fx,  avremo,  per  1*1  <  io, 

lira  (^^  ~  xyiigy-^  a?  -  tgv  ;r)  zz:  0, 

dalla  quale  risulta  subito  l'esistenza  di  un  intorno  ("5~~«»"ò"  )» 
dove  potremo  già  .supporre  s  <  — ,  per  tutti  i  punti  x  del  qua- 
le, —  escluso,  (tj x\  (tg''"'"*oa?  -tg^ox)  risulterà  minore 

di  una  certa  quantità  positiva  A,  e  quindi  anche  per  |A;|<*o 
e  pei  punti  dello  stesso  intorno  risulterà  anche 

(|-  -  xYiigy-^^  w  -  tgv  x)  <  A 

JAe'"** 
(tg^^*x-tg''.'r)rfi:<r— ~  , 


ir 


e  ragionando  come  nell'esempio  precedente  si  prova  che  ^(y) 
è  continua  pel  valore  y  che  consideriamo. 

In  modo  analogo  si  proverebbe  che  ^{y)  è  continua  se  y  <0, 
e  se  y=0. 

II  che  si  può  verificare  perchè  sappiamo  che  è  (N.  66 
esempio  4)) 

^fy)= — "ttzt^'  ^^  — i<y<l- 

28en?^7r 

78.  Supponiamo  ora  che  i  limiti  a,b  dell'integrale  sieno 
funzioni  di  y  ,a  =  a(y),  6  =  %),  contìnue  per  t/=:yo  e  la  f(x  ,y) 

sia  "finita  e  tale  che   ff{x,y)dx  sia  funzione  continua  di  y  per 
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t/=it/o.  Allora  la  funzione  di  y, 

»(v) 


if{i/)=  Cf((P,y)d2 


aiv) 


è  continua  per  yi=yo 
Invero 


\<f{yo-^k)—(f(Po)\=\ff{a^,yo  +  f^)doo—Cf{x,yo)d 

a(v^+k)  aiv  ì 

ma,  se  A.  indica  un  numero  positivo  maggiore  del  limite  su- 
periore di  \f(x,y)\  per  tutti  i  valori  di  x.y  che  si  conside- 
rano, è 


+  k)dx 


»(v«) 


<A|a(y,  +  i)-a(yo)|, 


<  A  |%o +  *)-%.)  Il 


cosiché,  dato  a,  poiché  a{y),  J(y)  sono  continue  per  w=y«  e 
per  la  proprietà  supposta  di  f{x,y),  esiste  un  numero  A»  t*'^ 
che  per  \k\<ko  è 

A |a(yo+  k)  —  a{!/,)\  <  -|-,  A\b(yo  +  k)  —  b(yo)\  <  ~, 


I  r  ""' 

J  [/^(a; ,  ì^o  +  *) — A<B .  yo)]dx 


<!-■ 


■  iPlim 
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e  quindi,  per  tali  valori  di  k, 

lf(yo+*)— 9(yo)l<<7- 

Notiamo  poi  che 9(y) potrà  essere  continua  anche  se  la/*(a;,^) 
non  si  mantenga  sempre  iQnita. 
79.  Consideriamo  ora  T  integrale 


0» 


ammessa  integrabile  la  f{x,y)  nell'intervallo  (a,oo)  per  tutti 
i  valori  di  y  di  un  intervallo  (a,/3)  e  tale  che  jf{x^y)dx 

a 

risulti  funzione  continua  di  y  per  quanto  grande  si  fissi  7. 

Supporremo  inoltre  che,  assegnato  7,  esista  un  numero  7 
tale  che,  per  tutti  gli  y  di  un  certo  intorno  {f/o-^ho,  yo+  *o) 

b 

di  yo^sia  \  ff{x,y)da)\<.<j,  qualunque  sia  b>y,  ciò  che  espri- 
meremo  dicendo  che  l'integrale  jf{x,y)dxhuniformemente 

a 

convergente  in  modo  semplice  *)  nell'intorno  (yo-^oiyo  +  *o) 
di  yo. 

Dico  allora  che  l'integrale  (f{y)  è  funzione  continua  di  y 
per  y  =  yo. 

Infatti,  dato  0,  fissiamo  7  in  modo  che  risulti 

f{p.y)dx 


\S' 


<-g-  pei  punti  y  di  (yo  — *o»  yo  +  ^o)©  qualun- 


^)  Un  integrale  ff{cc,  y)dx  dicesi  uviformetnenie  convergente  in  un 

a 

intervallo  (a,/J)  di  y  se,  dato  a,  esiste  un  numero  e  tale  che,  per  tutti  i 

b 

punti  y  di  (a,/J),è  \ff{x,y^dx\<o,  qualunque  sia  7  >  e  e  qualunque 

T 

sia  6>7- 
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que  sia  J>-/,  coslchè  sia 


b 


a 


+  k)-n^,yo)]dx\  + 1-  +  ^ 


per  |i|<A;o  e  qualunque  sia  b>/.  Al  limite,  per  b  crescente 
indefinitamente,  avremo  perciò 


\J[^(^ .  y»  +  4)  -  /■{  JC .  y.)]  dx\  djlfix ,  y„  +  *)  -  ria: ,  fj,)]dx 


2j 


ma  possiamo  determinare  ki<ko  in  modo  che  l'integrale  del 

secondo  membro  risulti  minore  di  -—    per   |i|<A, ,    cosichè, 

o 

per  \k\  <ii,  sarà 

|?(yo+*)  — ^'WK^. 

che  dimostra  il  teorema. 

Relativamente  a  tutte  le  precedenti  considerazioni  faremo 
infine  notare  che  le  condizioni  imposte  alla  f{x ,  y)  sono  con- 
dizioni sufficienti  affinchè  l'integrale  (f(y)  che  in  esse  si  con- 
sidera sia  funzione  continua  di  j/,  cosi  che,  ove  non  siano  sod- 
disfatte, potrebbe  ciò  non  ostante  essere  ^(y)  funzione  conti- 
nua; ma  ciò  allora  non  potrebbe  senz'altro  asserirsi  ed  occor- 
rerebbero perciò  speciali  ricerche. 
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ESBMPI 

1)  Dimostriamo  che  l'integrale 

"  «-»  dx 


è  funzione  continua  di  a  per  i  valori  di  a  dell'intervallo  (0, 1], 
esclusi  gli  estremi. 

Questo  integrale  venne  considerato  al  n.  66,  esempio  2)«  e 

si  dimostrò  essere  uguale  a  ■  pei   valori   razionali    di  a 

^  senarr    ^ 

compresi  tra  0  e  1. 

La  funzione  integranda  è,  pei  valori  di  or, a  che  conside- 
riamo, sempre  continua  rispetto  ad  a?, a;  inoltre,  poiché  il  valore 
ao  che  considereremo  è  compreso  tra  0  e  1,  vi  sarà  un  intorno 
(a,/3)  di  ao  tale  che  0<a</3<l,  e  pei  punti  a  di  questo  in- 
torno, se  si  suppone  a:  >  1 ,  sarà 

x^'  _         1  1  1 

a?4- 1  ~  a?»"^(a?+l)  ~  x^-fi  (a;-r  1)  ^  x^^  ' 

e  quindi,  supposto  y>I  e  J>'/, 

Jx'^^dx      r  dx    _  _1^^  /  I 1_\ 

T  Y 

cosichè,  qualunque  sia  il  numero  positivo  a  assegnato,  potremo 
sempre  determinare  y  in  modo  che,  qualunque  sia  J>7,  e  per 

<(7,  ed  il  no- 

T 
stro  integrale  ^(a),  essendo  perciò   convergente  in  modo   uni- 
forme semplice  nell'intorno  (a,/3)  di  ao.  è  continuo  per  a=:ao, 
essendo  a^  un  valore  qualunque  compreso  tra  0  e  1. 
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Ora  possiamo  provare  che  la  forniola  f(a)=: ,  di- 
mostrata al  n.  66  per  a  razionale  e  compreso  tra  0  e  1  ed  ivi 
ammessa  per  tutti  i  valori  di  a  dell' intervallo  (0,1),  esclusi 
gli  estremi,  vale  effettivamente  per  tutti  questi  valori. 

Invero  se  a^  ò  un  numero  irrazionale  qualunque  maggiore 
di  0  e  minore  di  1,  sia  esso  il  limite  di  una  Successione  a^,a^^ 
Oa,...  di  numeri  razionali  interni  all'intervallo  (0,1).  Vale 
allora  la  formola 

^^^^>— anni  ^>  (n  =  l,2,3,...), 
sen  a^^ 

e  passando  al  limite  quando  a^  assume  successivamente  i  va- 
lori ai ,  «t ,  «3 , . . . ,  poiché  è  lim rz: ed    abbiamo 

sena^TT      senaoTr 

ora  dimostrato  che  lim  9(a^)  =  ^(ao),  abbiamo 


sen  aoTi 


2)  Se  la  funzione  f^x^y)  è  integrabile  nell' intervallo  (a, cx>) 
perchè,  per  tutti  i  valori  y  di  un  certo  intorno  di  y^,  sod- 
disfa alla  condizione  dell*  enunciato  del   teorema  al  n.  65,  re- 

stando  ferma  l'altra  condizione  che  Jf{x^y)dx  sia   funzioue 

a 

continua  di  y  per  y^=^yo  per  quanto  grande  si  fissi  /,  l'inte- 
grale (f[y)=:  ff{a ,y)da!  è  funzione  continua  di  y  per  y^^y^^ 

a 

Proviamolo  nel  caso  che  il  prodotto  W^^f{x,y)\^  dove 
rjL>0,  qualunque  sia  y  appartenent»^d  un  certo  intorno  di  ^o« 
risulti  minore  di  un  certo  numero  h  positivo.  Allora  avremo 


IJWiMWp    'w^T  ^j    I  • 
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e,  poiché  'i  è  positivo,  potremo,  dato  7,  fissare  y  ìq  modo  che  etc. 
Cosi,  ad  esempio,  possiamo   subito  asserire  che  l'integrale 

Ji^  dx,  dove  0<a  <1  (cosichè  la  funzione       ,^^  è  in- 

0 

tegrabile  in  un  intervallo  cui  appartiene  ii  punto  07=0  qua- 
lunque sia  y),  è  funzione  continua  di  y  per  qualunque  valore 

di  y,  perchè  abbiamo  sempre  x^"^^  - — ^^»       <1,  qualunque 

tic 

sia  y, 

^       da:, 

0 
occorrerebbe  istituire  speciale  ricerca,  e  si  vedrebbe  facilmente, 
usando  la  formola 

Pen(a?,y) cos(a?y)         1    rcos(xy) 
X       ^~         lòy  'yj~x^ 

dalla  quale  si  trae 

rsen(x.y)  ^  _      co8(^^y)     cos  (yy) 1    rcos(xy)^ 

J       -^  ~         by     '^     '/y  y  J      a^^       ^' 

ir  T 

che  esso  è  funzione  continua  di  y,  se  y  è  diverso  da  zero; 
ma  lo  stesso  procedimento  non  serve  a  indicarci  se  esso  sia 
continuo,  oppure  no,  per  yzzO. 

Riconosciamo  però,  d'altra   parte,   che  non    lo   è,    perchè 

^-^^  do?  é  uguale  a  -p-  per  y  >  0.  eguale   a  —  -^  per 

o 

y<0,  ed  eguale  a  zero  per  yznO  (n.  72,  es.  6). 

80.  Proponiamoci  ora  di  calcolare  !a  derivata  rapporto  ad 

b 

y  della  funzione  (f(y)  =  j/*(;r  ,y)da?,  per  y^zy^.  Dovremo  cai- 
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colare  perciò  il  limite,  per  k  convergente  a  zero,  di 


nello  stabilire  la  qual  formola  si  presuppone  che  f{x^y)  sia 
integrabile  nell'intervallo  (a,d)  quando  per  y  si  prendano  1 
valori  di  un  certo  intorno  del  punto  j/o,  i  punti  y^-\-h  del 
quale  vengono  in  essa  considerati.  Supposta  inoltre  la  f{t,y) 
continua  rispetto  alla  y  pei  punti  di  detto  intorno  e  per  qua- 
lunque  valore  di  x  di  (a,J),  e  che  anametta  per  questi  valori 
di  jp,y  la  derivata  rapporto  ad  y,  avremo 

essendo  0<5^<1;  e  quindi  ancora 


a 


dalla  quale 


0) 


)]dT. 


Ora  se,  dato  ?,  esiste  un  numero  Aro  positivo   tale  che  per 
|ft|<A:o  risulti 


(2)  I  J[rv(r ,  yo  +  5,&)  -  fy{^ ,  yo)]d^ 

a 
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dalla  formcda  (1)  si  ricava 


(3) 


lim  <P<yo+^^)-9(y.)  ^  ,'(.v.)= jA(x  .yo)d^. 


Si  scorge  subito  che:  è  condizione  sufficiente  per  stabi- 
lire la  forinola  (2)  che  la  fy(x,y)  sia  uniformemente  con- 
tinua rispetto  alla  y  nell'intervallo  (sl ,h)  sulla  retta  y=yo. 
oppure  che  in  questo  intervallo  essa  sia  continua  rispetto 
alle  due  variabili  x  ,  y . 

Notiamo  di  più  che  alla  stessa  forinola  (2)  si  giunge  an- 
Cora  se,  la  fj^x.y)  mantenendosi  sempre  finita  pei  valori  delle 
variabili  che  si  devono  considerare,  vi  sono  nell'intervallo 
{a,b)  su  y=yo  dei  punti  e,  in  numero  finito,  la  cui  presenza 
fa  cessare  la  continuità  uniforme  della  f^{x ,  y)  rispetto  alla  y, 
0  nei  quali  la  fyico.y)  non  è  continua  rapporto  ad  x,y,  ma 
tolti  i  quali,  con  intorni  comunque  piccoli,  negli  intervalli  re- 
stanti la  fy{x,y)  soddisfa  alle  precedenti  condizioni.  Ciò  ve- 
drebbesi  allo  stesso  modo  come  nel  caso  analogo  al  n.  77,  3). 

Come  pure  potrà  avvenire  che  la  f{x,y)  o  la  fyix.y)  siano 
infinite  in  qualche  punto  dell*  intervallo  di  integrazione,  ed  es- 
sere ancora  valida  la  (3),  come  or  ora  vedremo. 

La  formola  (3)  ci  dice  che  la  derivata  di  un  integrale  de- 
finito, rapporto  ad  un  parametro  y  di  cui  è  funzione  la  fun- 
zione integranda,  si  ottiene  senza  aver  bisogno  di  eseguire  il 
calcolo  dell'integrale,  ma  semplicemente  derivando  rapporto 
ad  y  la  funzione  integranda;  si  ha  cosi  la  regola  conosciuta 
col  nome  di  regola  di  derivazione  sotto  il  segno  integrale, 
utilissima,  come  vedremo,  per  T  effettivo  calcolo  degli  integrali 
definiti,  e  che  noi  potremo  senz'altro  adoperare  quando  si  tro- 
vino verificate  per  la  f{x ,  y)  le  condizioni  su£Scienti,  prece- 
dentemente stabilite,  affinché  abbia  luogo  la  (3). 

81.  Sìa  ora 


<f(v)=Jf{^^y)dx, 


""'^  1( 
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dove  supponiamo  che  la  f{x,y)  sia  tale  che  permetta  la  de- 
rivazione sotto  il  segno  integrale;  avremo 


1    r 


»{») 

Sapposta  la  f\x,y)  continua  nel  punto  xz=za{y^,y^=zy^  e 
nel  punto  a:=J(yo),y=yo  possiamo  porre,  nel  secondo  inte- 
grale, fipc ,  yo  +  *) = f\a{yo) ,  yoH  £i  »  e  nel  terzo  f{x ,  yo  +  Ar)  = 
/T^(yo)f  ^o]  +  «t  dove  €i  ,£{  indicano  quantità  che  possono  nume- 
ricamente rendersi  minori  di  qualunque  quantità  positiva  pre- 
jQssata  col  prendere  le  k  su£Scientemente  piccole  in  valore  as- 
soluto, e  in  luogo  di  questi  integrali  potremo  scrivere 


cosichò,  ammessa  la  esistenza  delle  derivate  ci(y^,  b'(i/o)  e  pò- 

dove  ^1,^,  convergono  a  zero  con  k,  e  preso  k^  in  guisa  che 
per  |ft|<Ao  sia  |£i|<^i,  |*tl<^i»  ®  quindi 


227 
ed  osservando  ancora  che 

avremo 


9(yo+ft)-9(yo) 


k 


-  JA(^  ,  yo)rf^  +  /l%o) ,  yo]  a'{y,)  —  f[b{y,) ,  yj  b'{y,) 


<  \Jlf>  >  yo+  «*)  -  A(^ .  yo)]  dw 


e,  poiché  <7i  si  può  prendere  piccolo  come  si  vuole  e  col  pren- 
dere k  suflScientemente  piccolo  in  valore  assoluto  ciò  avviene 
pur^  per  (Jj ,  cJ,  e  per  il  primo  termine  del  secondo  membro,  si 
vede  subito  come,  assegnato  n^  possa  prendersi  h^  in  guisa  che 
per  |A;|<A:|  il  secondo  membro  risulti  minore  di  <7,  e  quindi 
avremo 

<t'{yo)=jry{x ,y,)dx - a'(yo)/Ta(yo),yoH  J'Cyo)  f[b(y,) ,  yj , 

formola  che  contiene  come  caso  particolare  la  (3)  n.  80,  se 
si  suppongono  i  limiti  a(^),  b{y)  costanti,  e  la  formola 

i[y,)  =  -  a'(yo)  F[a(yo)l  +  à\y,)  F[b{y,)] 

se  si  suppone  la  /'{x ,  y)  sia  una  funzione  F{x)  indipendente  da 
y,  cioè  se 


<f{y)=  CF{x)dx. 


a(y) 
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82-  Supponiamo  che  la  f[x^y)  e  la  fy{ce,y)  o  entrambe 
divengano  infinite  per  x=rc  e  per  f/=^t/Q,  od  anche  per  x=zc 
e  per  tutti  i  punti  d'un  intorno  del  punto  (c,yo) sulla  retta  x=a, 
intendendo  con  ciò  che  non  vi  è  alcun  intorno  di  questo  pun- 
to»  per  tutti  i  punti  del  quale /*(ì;  ,  y)  si  mantiene  finita  o  per 
tutti  i  punti  del  quale  si  mantiene  finita  la  fy[x,y),  ed  intendendo 
di  considerare  questa  derivata  per  tutti  i  punti  nei  quali  la 
f{x,y)  è  finita;  e  supponiamo  che  queste  funzioni  si  manten* 
gano  però  sempre  integrabili  rispetto  alla  x.  Nel  caso  che  la 
fj{x,y)  sola  0  insieme  alla  f(x,y)  divenga  infinita  supponia 
mo  inoltre  che,  assegnato  il  solito  numero  7,  esistano  i  numeri 
positivi  5o»*o  tali  che  per  e<2o  e  ei<c,  e  per  |A|<Ao»  dove 
k  possa  anche  variare  con  x,  sia 

c-8  c+ii 

in  particolare  se  la  fy{x,y)  soddisfa  per  tutti  i  valori  y  di 
un  intorno  di  (c^y^  alla  condizione  dell' enunciato  della  prima 
parte  del  teorema  al  n.  59  (cioè  se  qualunque  sia  Vy  di  tale 
intorno  è  \f{co fy)\c— x)^\  <,h  per  |o—«|<£o,  e  escluso  eie.) 
Allora,  se  si  ammette  che  negli  intervalli  di  (a,i),  cai  noQ 
appartiene  il  punto  e,  sia  applicabile  la  derivazioge  sotto  il 
segno  all'integrale 


V 

?(y)=J/"(*..v)rf». 


dico  che  avremo 
(2)  <i\y,)=jry{9,y^)dx. 

Invero,  fissiamo  ìKz^  in  guisa  che  siano  soddisfatte  le  con- 
dizioni (l)  per  t-|<c,  e  per  |*|<A;o  se /"y(a?,y)non  si  mantieae 


pr^T"^  "^ 


finitalo  semplicemente  in  modo  che  sia  A*<7,dove  ^>\fy{(»^y)\ 
per  tutti  i  valori  di  a^y  da  considerarsi,  se  fy{x,y)  si  man- 
tiene finita;  ed  in  guisa  che  nelle  formolo 


<^-a 


a  a  tf-f-t  e 

l^i|  >  |<^t|  risultino  minori  di  7.  Allora,  poiché  negli  integrali  del 
secondo  membro  della  formola 

a  e— f  c4-fj      c+i^ 

possiamo  porre 

ed  osservando  che  esiste  un  numero  positivo  fti<Jko  t&I^  che 
per  1*1  < Al  è  |<Jsl<^*  l<J4l<''  dove  le  d^,d^  soddisfanno  alle 
eguaglianze 

avremo  ancora 


a 

c-Bi  c+a 

4-  lira  \f\{x,y^-^-ejc)dm-\'\\iù  (, 
ai=oJ  ai=oJ 

e-a  c+ai 
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da  cui 


k 


-  jA(^»yo) 


dx 


<|cJ.|  +  |^,|  +  |cJ3|  +  |3,|+2j<67 


per  |i|<A:, ,  e  rimane  cosi  dimostrata  la  (2). 

Si  iniende  poi  come  questa   formola  valga  ancora  se  vi  è 
un  numero  finito  di  punti  come  e. 

83.  Consideriamo  ora  l'integrale 


•e 


e  supponiamo  che.  per  quanto  grande  si  ffssi  7,  all'integrale 

T 

f(x .  t/)da?  si  possa  applicare  la  derivazione  sotto  il  segno  in- 


/■ 


tegrale,  e  che,  dato  7,  esistano  due  numeri  positivi  y  e  ko  tali 
che  per   |&|<A;o.  potendo   k  variare  con  x,  e  qualunque  sia 

/^v(^»yo+^)rf^l<^i  [in  particolare  sola  fun- 
zione costituita  dai  limiti  superiori  dei  valori  assoluti  che  prende 
la  funzione  fyix.yQ-k-k)  per  uno  stesso  valore  di  a?  e  per 
|A;|<^  è  integrabile  tra  un  certo  numero  e  l'infinito;  allora 
avremo 


(1) 


t\yo)=    (fyix,y^)dx. 


Invero,  fissato  /  e  A,  nel  modo   ora  detto,  ed  osservando 
che  per  valori  di  x  comunque  grandi  si  ha  .sempre 


"H"»*  !■  ■; 
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avretoo 

r 

^ —  J -j^ «^  +  J  /  f  W 1  .'/o  +■  '^Jc)^ 

a  T 

= J/V-^  >yo)<ifar+ <J+ J'/'/ap  ,y.)rfc+ J[/','x  .y.-;-  5,i)  -  /"^lor  ,y,)]É?x 

t  7 

dove  sarà  |(I|  <7  per  |ft|<A,<ftoi  cosichè,  per  questi  valori  di  jfc, 
i(yo+*)  — ?(yo) 


'jf\{'JO,y,)dx 


<37, 


e  quindi  la  (1). 

84.  Applichiamo  le  regole  esposte  ad  alcuni 

Esempi 

1)  Sia  C'(y)  =  /log(l  —  2ycos.T  4-//*>rfar;  si  riconosce  subito 

0 

che,  se  \y\  è  diverso  da  uno^  è 

2y — 2cos.r 


^'^'     J  1— 2ycosx-+.y« 


Se  1^1  =tl,  poniamo  sia  y=l,  la  funzione   sotto  il  segno 

integrale  di  ^(y)  diviene  infinita  per  xzzlQ;  per  x  diverso  da 

•   >^  /     -ix      1  %     M  f       V      o      y  —  cosa? 

zero  e  fJx,\)=^\,  ma  la  fy(x,y)z=i2  —- ,  non  si 

'^        '  ^  y\      ir/  l-2ycosa:-f //* 

mantiene  finita  in  un  intorno  del  punto  (0,1),  il  che  si  rico- 
nosce subito  se,  facendo  y=:  1  -fx,  si  fa   convergere  x  a  zero, 


wffm 
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e  non  potremo  neanche  asserire  che,  dato  a,  esista  un  nunlero 
£  tale  che  per  ci<£  e  per  |A;|<A;o,  essendo  k  dipendente  da  a;, 
risulti 


\J^  I       (J  1-2(1 -fft)  cosa? -h(l-h*)* 


<^. 


perchè  se  si  fa  variare  k  con  x,  ponendo  &=^,  la  funzione 
integranda  non  è  neanche  integrabile  in  un  intorno  del  punto 
x=0,  come  si  può  verificare.  Cosichò  per  y==l,  non  possia- 
mo asserire  che  alia  (f{y)  sia  applicabile  la  derivazione  sotto 
il  segno  integrale;  riconosciamo  anzi  che  non  la  è,  perché  sa- 
pendo che  è  (f{y)=zi:ìogy*  per  |y|>l  e  y(y)r=0  per  |y|<l, 
si  vede  che  per  y=:i  la  (f{y)  non  ammette  derivata,  avendo 
la  derivata  a  sinistra  uguale  a  zero  e  quella  a  destra   uguale 


jf  a  TT,  mentre  abbiamo    j  fy{xy  \)dxz=,  j dx  =  T^. 


Cosichè  avremo 


A. 
dy 


riog(l -2y  cos  a? -f  y*)da?j 


0 


—  COSA?         ,       )    y 


per  |y|>l 


2yco8X-hy* 

0  per  |y|<l, 


e  per  \\j\  =i  1  non  esiste  la  derivata  indicata  nel  primo  mem- 
bro, mentre  il  secondo  è  uguale  a  =i:  tt. 
JL 
2)  Sia  9(y)iiiJlog8en(a7y)da?,  dove  supponiamo   y  diverso 

0 

da  zero.  La  funzione  integranda  diviene  infinita  per  a;=0,  e 
la  sua  derivata  rapporto  ad  y,  per  x  diverso  da  zero. 


— )-^z=:xcot{xù)  à  sempre  finita:  e,  poiché  le  altre  con- 
sen(Ty)  ^  ^'  r  7       & 

dizioni  richieste  sono  anche  soddisfatte,  possiamo  derivare  sotto 
il  segno  integrale,  ed  otteniamo 


«  » 


jr  _w_ 

tv  *y 

'(if)  =—  5^  log  sen^y  -^  j  -f  j  a?cot  (a?y)  dx  =  Cxcoi{xy)  da; 

0  0 

cosichè,  osservando  che,  posto  xy:=zz,  è 

t 

?(y)=yJlogsen^d^=i g^, 

0 


abbiamo 


?  (y)  =J"a:cot  (a:y)  dx  =  ^^^^^ 
0 


ciò  che  pnò  anche  ottenersi  dalla  formola  \  zi^oizdzzn  — -^ 

0 
ponendo  z  =  xy  (Vedi  esercizio  4*  a  pag.  178). 

3)  La  derivata  rapporto  ad  y,  — = — 5 — ^   della   funzione 

sotto  il  segno  integrale  in 

•9 

0 

(Vedi  N.  66)  non  si  mantiene  finita  in   un  intorno  del  punto 
(ar=0,y),  ma  è  tale  però  che 
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dove  a  si  suppone  positivo,  e  perciò  per  |&|  <  ife©  risulterà 


:rr^*(loga;)«-^ 


I-fa: 


xy-^o  {logxy-*-^ 


i  +  x 


minore  di  una  certa  quantità  positiva,  e,jiel  nostro  caso  anche 
piccola  a  piacere  e   prefissata;  quindi   potremo  intanto  appli- 

T 

— ^ la  derivazione  sotto  il  segno,  e  ciò 

0 

anche  per  quanto  grande  si  fissi  7. 
Inoltre,  poiché 


,.      a*  Moga?       ,.  logx  ,. 


1 


(l-fa?(x»-«'-fa?»+'-''' 


si  vede  che  questa  derivata  diviene  all'  infinito   infinitesima  di 
ordine  superiore  al  primo,  1-fl— y,  e  sì  riconosce  che  è  in- 

tegrabile  in  un  intervallo  (7,00)  la  funzione = ^—  dei 

1  "T*  «e 


massimi  valori  che 


rir-i-f* 


Ioga? 


1  +  x 


prende,  corrispondentemente 


ad  ogni  valore  di  a?,  quando  y  varia  tra  1/  —  ko  e  y-f  Ao»  co- 
sichè  potremo  applicare  la  derivazione  sotto  il  segno  integrale 
ed  avremo  cosi 

//  X       r^*"4oga?  ,  7r*cos7ry    ^  ^     ^. 

9'(y)=:  1  — j ^— da;= i— 2.,  0<y<l. 

J       1-1- a?  sen*7ry'      ^"^^ 

0 

JlOfiT  ce 
— =r— da?=iO. 
(l4-a:)|/a? 


85.  Sia  f{x,y)  funzione  continua  in  un   campo  finito  che 
contenga  internamente  il  rettangolo  limitato  dalle  rette  x=:a, 


■  IPVIVI   l" 
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b 
xz=:h,  y-^^oi,  y=i3;  allora  la  funzione  di  y,  ff(y)z:zjf{x,y)dx, 

essendo  continua  per  i  valori  di  //   dell'intervallo  {3t,;5)  è   in- 
tegrabile, così  che  avremo 

u=  j^(f(y)dy=f  \Jf(T,y)djì  dy. 
et         ,  a       a 

che  scriveremo  semplicemente 

3 


u=  fdy  Cfix,y)d.\ 


La  espressione  nel  secondo  membro  chiamasi  integrale  dop- 
pio  ^),  ed  esprime  che  dobbiamo  prima  integrare  la  funzione 
di  X,  f(x,y\  tra  a  e  b,  e  dell'integrale  cosi  ottenuto  ^{y)  dob- 
biamo prendere  l'integrale  rispetto  ad  y  tra  a  e  (ì. 

Analogamente,  posto  '^{^)^=^Jf{X,i/)dy,  abbiamo 

a 


V—   \dxjf{x,y)dy; 


dico  che  uzziv. 

Invero,  poiché  f{b,y),  che  è  la  derivata  di  Jf(x,y)dx  rap- 

a 

porto  a  d,  è  funzione  continua  di  b ,  y,  potremo  per  calcolare 
-rr-  derivare  sotto  il  segno  integrale  J  ed  avremo  cosi 


db 


=  jf(b,y)dy; 


>)  La  teoria  degli  integrali  doppi  sarà  svolta  in  seguito;  qui  ne 
diamo  quel  tanto -che  occorre  per  non  privarci  ora  di  un  mezzo  po- 
tente per  l'effettivo  calcolo  degli  integrali  definiti. 
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e,  poiché  •^=  \fif>.y)dy.  è  -^zzz—.   Analogamente    si 

a 

proverebbe  che  le  derivate  ài  u,v  rapporto  ad  a,  a,  /3  sodo 
uguali;  cosichò  u =17  + costante.  Mapera=:&  è  u=0,  9=0, 
quindi  la  costante  è  zero,  cioè  uzi^v,  come  volevamo  dimo- 
strare» ossia 

^        »  b        R 

jdyCf{x,y)dx=  Cdxjf{x,y)dy, 


che  ci  dice  che  in  un  integrale  doppio,  nella  ipotesi  fatta  che 
f(x,y)  sia  continua  e  i  limiti  dell'integrale  siano  costanti  e 
finiti,  le  integrazioni  possono  invertirsi,  od  anche  ci  dà  la  re- 
gola di  integrazione  sotto  il  segno  integrale»  in  virtù  della 

quale  per  calcolare  Y  integrale  definito  rapporto  ad  y  tra  a  e  ^ 

b 
<*i  jfi,^^y)dx  si  può  integrare  la  funzione  sotto  il  segno  in- 

b 

tegrale  J. 

a 

86.  Supponendo  che  abbia  valore  determinato  finito 
idy  { f{x,y)dx^  e,  per  quanto  grande  si  fissi  7,  sia  sempre 

a  a 

fdyjf{x  ,y)dx=  CdxCf{x ,  y)dy. 


«0 
e  che    [f{x.y)dx  sia  uniformemente  convergente  neirinter- 

a 

vallo  (a,j3)  di  y  (vedi  nota  a  pag.  219),  dico  che  avrà  valore 
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•         P 
determinato  finito  anche    l  dx  \f{x,y)dij  e  che  avremo 


p        •  •        p 

(1)  jd(,Cf{x,y)dx—CdxCf(x,y)dy. 

a         a  a  a 

Invero,  dato  d,  sia  e  tale  che  per  y>c  e  perft>7e  qua- 
lanque  sia  Yy  di  («,i3)  è  |//'(x,y)dx|<^—|-— essendo  7i<  7, 

e  quindi     \f(x,y)dj 

T 

fdy  Cf(x,y)4x=  ^dy  ^f(x.y)dx^   fdy  Cf{x,y)dco 


<  r— i —  <  ; ;  scriviamo 

~  p —  «      p —  a 


a  a 

T  15 


a         7 

15 


=  fdoD  Cf(x .  y)dy  -f  Cdy  Cf(x ,  y)  da:, 


da  cui  riconosciamo  che  per  y>ch 

15        •  T        15 

iTdy  Jz-lr ,  y)da;  -  p^  JA^  .  y)  ^^ 


<^. 


cioè 


lira Jdo?  Cf{x ,y)dy=.  Cdy  ff{x , y) dx. 


a  a 


cesia  la  (1). 

Se  ha  valore  determinato  finito  Joyjfix  ,  y)da?  e,  per 
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quanto  grande  sia  7,  é 


fdyCfix , !/)da;=  Cdx  \f(x ,  y)dy 


(e  perciò  é  sufficiente,  come  abbiamo  visto  or  ora,  che  sia  de- 
terminato  finito  Jdxff{Xyy)dy  e  che 

a         (X 

Jdyffi^  ,i')rfa:  =Cdxjf{x,y)dy 


per  quanto  grande  è  /3  e  che  Jfx^y)dy  sia  convergente  uni- 

a 

formemente  nell'intervallo  (a,  00)  dì  ar),  e  se,  dato  a,  per  7>c 

-OD  _qft 

e  \jdyfPx,a)dx\<o,  avrà   valore  determinato  finito  anche 
jdxjf{x^y)dy  ed  avremo 


00  00 


da  a  a 

Ciò  ricavasi  subito  dalla  formola 

^dyjf{w,y)dx  =  frfy  Ù{x,y)dx+Cdy  CfXx,y)dx, 


da  cui 


«e  « 


I  fdy  r/^(«,y)dx-.  fdi;  r/'(a?,y)dy  =  \jdyCf(x.y)d2 


a  a 


a  a 
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87.   Se  f(Xyy)  diviene  infinita   per   x=zc,  essendo   e  un 

punto  dell'intervallo  (a,d),  ma  ha  valore   determinato   finito 

r integrale  jdyjf{x,y)dc  ed  è  lecito  invertire  le  integrazioni 

P      &i 
in   fdyjf{x^y)dx  ove  (ai,Ji)  non   contenga  e,  e  se  gli   inte- 

grali  singolari  di  f{x,y)  relativi  al  punto  e  convergono  in 
f'je.jS)  uniformemente  a  zero,  cioè  se,  dato  d,  esiste  e^  tale  che 
per  £<c-o,  M<£,  e,<6o.  h<U  ^  qualunque   sia  Yy  di  (a  ,|5) 


^«r«i 


-«+62 


è  |/Aa:,y)da:|<7,  I/Aj?,^^)^^?!  <  j,  allora  ha  valore  deter- 


C-»-t3 


♦  ».         fi 

minato  finito  anche  Jdxjf{x,y)dy  e  si  ha 


a       ot 


(1) 


Infatti,  dalla  forinola 


a       « 


Cdy  Cf{x,y)dxz=Ca!f  C/'{x,y)dx  ffhim   ("/•(«, y)dj;ldy 

a         a  a  e— 9 

fi  C+8j  P  b 

4-   rf  lim    f/Ca; , yyt^dy  -h  J^'jjf'i^  »  y)^-^ 


^+«. 


c+«. 


si  ricava 
.6       * 


C-2        fi  6  ^ 


/S  c-8j  ^  c+ag 

<  ri  lina  rA^»y)^-^py  +  ri''^;?^  f/C^.^l^^^p^  , 

a  «—8  a  04-83 


■     ■   1"^  ^  PJI.^ 
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e,  poiché  il  secondo  membro  per  e,<eo,  e<ee  è  <^ avre- 

"•  p  —  a 

mo  che,  comunque  convergano  a  zero  e,  e,  il  limite  di 
Jdxjf(x  ,y)dyf  Jdx  ff(x ,  y)dy  è  fdy§f[x ,  y )da?,  cioè  si  ha 

a       a  '   c+Sg  ^  a        a 

la  (1). 

II  teorema  vale  ancora  se  dei  punti  come  e  ve  ne  ò  un  nu- 
mero finito  in  (a,(). 

88.  La  derivazione  e  la  integrazione  sotto  il  segno  sono 
mezzi  potenti  pel  calcolo  efiettivo  degli  integrali  definiti.  Dia- 
mone alcuni 


Esempi 
1)  Dalla  formola 

/dx  1 


81  ricava 


« 
s 

/dx 


^~2(l4-y)' 


moltiplicando  per  dy  e  integrando  tra  0  e  y,  dove  y  ò  diverso 
da  —  1 ,  abbiamo 

y  t  y 

0  0  0 

e,  poiché,  come  si  vede  subito,  possiamo  invertire  le  ^integra- 
zioni, abbiamo  ancora 


ossia,  eseguendo  T  integrazione   interna, 

ir 
s 


farctgly  tgj;)  — —  =  ^  log(l  -t  y). 
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In  particolare,  per  yz=z\,    j  — zn  —  log 2. 

0 

2)  Abbiamo 

JL  JL 

%  t  t 

Jd     C        ^  JL   fi     (i-^b^^ny    dy 

'  J  a*-iVsen'y      2aé  J     ^  a  -  &  sen  y  sen  y 


0  0 


e,  poichò  possiamo  invertire  le  integrazioni  ed  osservando  che 
per  |a!>|*|  e  se  0<.r«<l  è 


f__^^  ^  __L_  are  tg  iVjLl^ÉM)  +  e, 
J  a«-ft*x«sen«y      a|/a«-6U«  V  «  / 


ricaviamo 

jr_ 
%  1 


ir 
1.  t 


J  ^J  a'-6V«enV  ^~  J       J  a*-6'a;'sen«y  ~2a  J  l/^C^V 


TI  * 

:  ,-r-^  are  sen  — 
2ao  a 


e  troviamo  cosi 


log 7 2-_£.  =7rarcsen —  ,  a  >  6, 

'^a-éseny  seny  a      '         ' 


(Vedi  Esercizio  3  a  pag    202). 
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lofffl  +a*./:*) 
3)  La  funzione  — ^^-r = — -   è   integrabile    nell' intervallo 

(0,oo)  per  qualunque  valore  di  a,  perchè  per  a=0  è  zero,  e 
per  a  diverso  da  zero  abbiamo  (n.  65  e  nota  a  pag.  151) 

e  riconosciamo  anche  così  che  all'integrale 

0 

può  applicarsi  la  derivazione  sotto  il  segno  integrale  rapporto 
ad  a,  per  a  diverso  da  zero,  ottenendo 

DI  r*       2ax^d(v         r'*  2a      r     1  y*   \^  _     '^ 


dalla  quale,  integrando  rapporto  ad  a  tra  due  limiti  a, a  che 
non  contengano  tra  loro  né  coincidano  col  punto  ai=:0,  si  ha 

y         l  +  »y 

Se  ora  si  osserva  che  I  è  continua   rapporto   ad    a,  anche 
per  a  =  0,  perchè,  dato  a,  per  0<a<l  e  per  •/>c,  è 


<». 
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perchè  — ^^ 5-^  è  integrabile  in  (0,oo),  potremo  nella  (1),  pas- 

y  -\-  00 

sando  al   limite   per  a  =  0,  porre  liml=0,  ed  ottenere   cosi 
C= —  Iog(l+ay)  ed  in  conseguenza 

-        rlog(l  +  a'a:*\  ,  't    ,     ,,         , 

1=      -^ 5— 'dr  z=z  —  log(l  4  ai/). 


Cambiando  in  questo  integrale  a?  in  —    e  facendo  ai=l, 

X 

abbiamo 


/'H'-i^)-rw=F'"^^'-^^'^ 


moltiplicando  per  ydy  e  integrando  tra  0  e  /3  si  ha 
Jydy  Jlog(l  +^)y^  =  7rJlog(l4.y)dy  =  Tr(l  +  ^  +l3)-Tr/3. 


0  0 


Ora  possiamo  invertire  le  integrazioni,  perchè,  oltre  ad  es- 
3      r  7      P 

sere  Jdyfdoo..,z:=.fdxfdy,».,  per  quanto  grande  sia  7,  è  anche 

per  tutti  i  valori  y  di  (0 ,  ,5) 

ir  T 

per  tutti  i  valori  di  7  maggiori  di  un  certo  numero  e,  giacché 
log(l  +  — J-)  è  integrabile  in  un  intervallo  (&,oo). 
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Invertendo  le  integrazioni  abbiamo 
7r(l-f  r^)log(l+r^)-7r,3  =  Jlog(l  4-  ^)c/a;Jj|^. 

0  0 

=  ^Jlog(n-^)log(H-/3V,f. 

0 

da  cui  ancora,  posto  xzz: — ,  /3  =  — , 

0 

In  particolare 

00 

Jlog(n- ^)  log(l +^')  ^  =  27t(2Iog2  - 1). 

0 

1  00  1 

4)  Abbiamo   \dy  j ^—^dx:=,  j  —  rfyr=-^  perchè 


/ 


'senfyo?)      ,      tt  .         ..•  •  ^ 

-^ —  vale  —  se  y  e  positivo,  e  vale  zero  se  y  è  zero,  ma 


nel  calcolo  del  no>tro  integrale  possiamo  porre  —  in  luogo  di 

zero  per  y  =  0,  perchè  con  ciò  ùon  cambiasi  il  valore  dell' in- 
tegrale stesso.  Abbiamo  perciò  altresì 

|-  =Ù,p^a.+  Cdyf^  dx 


=  -T^hS 


%  0 

sen(yip) 


X 


dx. 


Nell'integrale  doppio  possiamo  invertire  le  integrazioni  per- 
— ^^— ^  dx  è  uniformemente  convergente  nell'  intervallo 

0 

(i,l)  di  y  se  £  è  positivo  e  diverso  da  zero,  essendo 


r^ì!ì^dr  =  J^dz, 


tv 


e,  dato  7,  esiste  un  numero  e  tale  che  per  /i >c  è     j  dz 


<<j; 


TTi 


cosichè,  per  tutti  i  valori  di  7>-7-  e  per   tutti  i   valori    di  y 


dell'intervallo  (i,l)  essendo  7j/> /e > e?,  sarà 


irt 


X) 


dx 


<^. 


Avremo  in  conseguenza 


r  ^^  -^)=f^f^M.V<s)dy  =J^ 


~2 


dx  cosix — cosar 


0  8 


ossia,  osservando  che  hanno   valore  determinato  finito  gli  in- 

Jfìnf*  f*  dx 

— j-(l — cosx),    j  — ;- (1 — cosir),  abbiamo  ancora 


-^(1  -  £)  =  J-^  (1  -  cosa:)  -  J^  (1  -cos  tx) 

0  0 

=   r-^(l  — cosar)  — £    r-^(l-cos^)  =  (l~£)  f-^tl  — COSJ-), 


24é 
e  quindi 


—  (l-cosa;)=—,  ossia  2j  -—^^ dx=- 


da  cui,  cambiando  -^  in  .r, 


0 

5)  Osservando  che  si  ha  e"^  zzi  — 


l  +  ;5*-f-  7— ó-f.. 


1  .2 


si  riconosce  subito  che  l'integrale 


00 


1=  j  e-'^dz 

0 


ha  valore  determinato  finito,  che  ci  proponiamo  calcolare. 

Posto  zi=x|/y,  2/>0,  e  presa  r  come  nuova  variabile  di 
integrazione,  abbiamo 

00  «0 

1=   Ce-'-*y\/ydx,  da  cui  I  -==  fe-^^cte; 


moltiplicando  per  e~^dy  e  integrando  tra  £>0  e  oo ,  ciò  che  può 
farsi  perchè  — =  è  integrabile  in  questo  intervallo,  otteniamo 


(2) 


•  «0 


■I  Hi  11  ■ — --— - 


Ì41 

Ora  dico  che  possiamo  invertire  le  integrazioni  nel  secondo 

membro.  Infatti,  per  quanto  grande  si  prenda  y  è  determinato 


e  per  quanto  grandi  siano  7  e  jS  è 

Cdx  P"»(»+^>dy=  Cdy  fe-^^'+^^'d^, 

0  1  io 

perchè  e~w»+«*>  è  sempre  continua  e   fc^^^'^^^^dy  è  uniforme- 
fi 

mente  convergente  neir  intervallo  (0 ,  00)  di  x,  la  qual  cosa  si 
riconosce  subito  osservando  che 

Rimane  quindi  solo  a  dimostrare  che,  dato  7,  esiste  un  nu- 
mero e  tale  che  por  '/>c  è  Jdyje"^^^'^^  'd-c  <  7.  A  tale  scopo 

2                            1 
osservando  che  ^->^*"*'*  )  m r-j— ; — «xT  e 

quindi 

T  T 
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si  scorge  la  esistenza  d'un  numero  e  tale  che  per  y>c  risulti 

Provata  cosi    la  invertibilità  delle  integrazioni   nella  for- 
mola  (2),  abbiamo  subito 


'/Fr=>J-"^'"'^=> 


g-m+a?l 


0  8  0 


e,  poiché  l'ultimo   integrale  è  finito  e  continuo,  a  destra,  per 
ezzzO,  avremo,  al  limite  per  c=zO, 

re"^  dy r  dx    n_^ 


ovvero,  posto  |/y  nzu  nell'integrale  del  primo  membro,  l*^^^-. 
dalla  quale 

1::=    r^-^V/^-.!^ 

0 


1=   Ce-''dz=^ 


Esercizi. 

dx 


Jdx 
log  (1  +  A  cos  x)    =  n  are  sen  i, 
COS  3? 

0 

ir 

|i|  <  1,  (Eser.  4.°  pag.  202)  si  ricavi   f- — p- =    ,Z -, 

^^         '  J   1 4- Acosa?        l/l— ft* 

\k\<ì. 


d4d 


2.  Dalla  forraola    i cosmx\og{ì—2oLCosx^hx^)dx=Z' 


0 

tn  intero  positivo,  1^1  <1,   se  ne  ricavi   un'altra,  che  combi- 
nata con  quella  dell'esercizio  12" a  pag.  204  permette  di  trovare 

ir 

JCOSmJC  ,  Tra»*  ,    ,  ^  ,  .    . 

— z-da?  =  , =-,  h  <1,  m  int.  pos. 

1  —  2zcosa?-f a*  1 — X*'  I   '^   '  1 

0 

3.  Dalla  formola    \r^ --7dx=z^  7"^"^  hl<l,  w 

J  1 — 2xcosx4-3t*  2         »  I   I  ^    » 

0 

int.  pos.  (Es.  12**  a  pag.  204)  si  ricavi 

ir 

senmararctg  -^-——-dw  =  -^  —,  |a|<l,  m  int.  pos. 

0 

Si  dimostri  che  questa  formola  vale  anche  per  |a|=l. 

4.  Posto  1=  1 — ,,       yj    dx,  osservando  che 

0 
0 

(Questo  integrale  è  lo  stesso  dell'esempio  1.  a  pag.  240). 

-|-     se    a>0 


j      ie"*^  senaxdxdy=:  )o        »     az=0 


5. 

0         0 


-^    »     a<0. 


1 
6.  Dalla  formola    ix^''^dx  =  — ,  j/>0,  si  ricavino,  dimo- 


strandole  rigorosamente,  le  formole 

/l   ^    n 
x^"' {\ogxYdx:=z  {—\Y      7^'^   ,  n  int.  pos. , 

0 

1 

— ^^ da?'=:  log -i—,  a>0,  /3>0,  e  da  queste  le   altre 

Ioga:  a 

0 

r^-if«^n^3P__L_ii__^  y>0,  n  int.  pos., 


J 


7.  Dalle  formole 


OD  0. 

(A)  re-^*sen*a;cfx=:-^rT^,    fc-^cosJdJrfXzzr-^j-Jj^.  a>0. 


si  ricavino  le 


jc-^x  sen*xrfx=^^j,p  je^'xcof^bxdx  =  ^^^r^v<^>^i 


1   ,       r^'-fft» 


J ^ cos  Ja;rfx=^log  -^pj-^, 

0 

sen  bxdx  =  are  tg  -^ are  tg  -r-  ^ 


«>o,r^>o. 


Si  provi  che  l'ultimo  integrale  è  continuo  rapporto  ad  a(o  a  /3) 
anche  per  ix  =  0,  (o  per  j3  =  0),  cosichè 

sen  Jo;  do;  =  are  tg -r- . 


2ài 
Si  provi  che 

-—  sen  bxclx=     \  lim sen  Ja?|dx—      — - — dx, 


0 


'  sen  bx 


e  si  ritrova  così    I dj?  =  ib-^,  come  già  si  vide  m  modo 

0 

affatto  differente  a  pag.  198  e  seg. 

8.  Dalle  (A)  si  ricavi  ancora,  se  a>0, 

J*  ^    senSx — senafl?     ,               .     /3  a 

«-*» dx  =  are  tg  -^ are  tg  — , 

0 

r        co8aa?-co8/5d>  .   _  _L  j     /^*  +  a* 


0 


Si  provi  che,  l'ultimo  integrale  essendo  continuo  rapporto 

j            ,                   A     •  u     fcosaa;  — cos^x     ,        ,       /3 
ad  a  anche  per  ai=0,  si  ha  i  = aa?:=:log-^—  . 

0 

o.      X.    i-      ^     rcosax  — cos/Sac  ,  l 

Si  noti  che -T—   I dxzn ,  mentre  che 

d7L  J  a>  ol' 

0 

non  è  lecito  derivare  sotto  il  segno  integrale. 

0» 

9.  Se  1=  I  e"**^  ^dx,  si  trovi  la  relazione  -t-=  —  21 

0 

ossia  — j— ^== — 2da,  da  cui  si  ricavi  I  =  e"'*-^. 

10.  Cer^^*  cos  2  bxdx=:  ^^^  e  «*"  (Si  derivi  rapporto  a 

0 

^  e  si  operi  come  nell'esercizio  precedente). 
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11.  Sia  la  funzione  f{x,y)  che  per  x,y  entrambi  diversi 
da  zero  è 

f(x,y)  =  sen (4 are tg -|-)- ^^  cos (4  are  tg  ^) 

e  che  è  /'(x,y)zz:0,  se   una  0  tutte  e  due  le   variabili  sono 
zero.  Sia  inoltre  la  funzione   '^{x,y)  che  per  x,y   entrambe 

diverse  da  zero  è  ^{x  ,y)=i  x  sen  (4  are  tg  —  j   e  che  è 

i|/(a?,y)rzO  se  una  o  tutte  e  due  le  variabili  sono  zero. 

Si  verifichi  che,  essendo  allora  '^J{x,y)z=zf'{x,y)  per  tutti 
i  valori  di  a?,  y,  abbiamo 

Cf{x,y)dx  =  ^x,y). 
0 

Per  y  diverso  da  zero  vale  la  derivazione  sotto  il  segno 
integrale  rapporto  ad  y;  si  spieghi  come  avvenga  che  non 
vale  per  y  =  0,  avendosi 

0 

1  1 

dy  I  -pj j— rfa?zz:  — ,  mentre 

0        0 
1         1 


Calcolo  di  alcuni  integrali  definiti. 
Proprietà  fondamentali  degli  integrali  Euleriani. 

89.  Applichiamo  al  calcolo  di  alcuni  integrali  definiti  tutti 
i  mezzi  che  ci  porgono  le  teorie  sin  qui  svolte. 
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Riconoscendosi  facilmente   la  integrabilità   della    funzione 

T — -5  nell'intervallo  (0,oo)  ci  proponiamo  ora  di  calcolare 


(1) 


I     ¥/  \        rcosax  . 


Possiamo  derivare  I(a)  rapporto  ad  a,  derivando  sotto  il 
segno  integrale,  per  a  =  r>0  ottenendo  cosi 


(2) 


I'M=-/^ 


sen  rx 


dx. 


Invero,  se  si  osserva  che,  integrando  per  parti,  è 


1— x" 


Jx  sen  rx  ,              ocosro        ir             1  —  x'     , 
— ^dx=z 7; — 77-  H —  I  cosrj?  — rr^^ 


da  cui 


0»  w 

Jxsenrx   ,          1     r             1 — x* 
— p.  ar=  —  I  costì;  --; r^dx. 


od  anche  osservando  che 


X  sen  rx 

l4-X« 


/c'      sen  ra: 


1  4- a;'       ic 


-,  SI   ricono- 


X  sen  rx 
sce  la  integrabilità  di  — j—; — j- nell'intervallo  (0,oo).    Inoltre, 


1-f  x« 


ira? 


poiché 

Jo?  sen  n 

e  preso  0<ro<7'  è  quindi 

OD 

•xsenra: 


•/  cos  7'/        1 


OR 


dx  z=  ^.V' (  -f  -^  I  cosrx  7T — ^  da? 
r(l-}-7')        r  J  (l-fa:V 

Y 


I  fxsenra  1        7  1     •-/xj»— 1 
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si  vede  che,  dato  a,  si  potrà  prendere  e  tale   che  per   y>c 
e    qualunque    sia    Vr   di    un    intorno   (ro^rj)    di    r    risulti 


1/ 


X  sen  rx 


dx 


<^ 


Possiamo  poi  integrare  rispetto  ad  a  tra  0  e  r  i  due  mem- 
bri della  (1),  integrando  nel  secondo  membro  sotto  il  segno 
integrale,  ottenendo  cosi 


dx     sen  rfl? 


(2)    Jl(a)rfx=:J-^-^^Jco8axrfa  =  J^ 

0  0  0  '  0 

giacché  la  integrazione  sotto  il  segno   integrale  è  lecita,   es- 

0» 

.sendo     j  -j ^dx  uniformemente  convergente  nell'intervallo 

0 

(0,r)  di  a,  come  subito  si  riconosce  dalla  formola 

I  r  cosax  ,    \  ^   r  dx 
|J    l+tP*        \-  J  14-x» 
T  T 

Dalla  (3)  sottraendo  la  (2)  abbiamo 


(4) 


Jlia)da^V{r)=:pJ^dx  =  ^. 


che  vale  per  r  positivo.  Moltiplicando  questa  eguaglianza  per 
e*'",  e  prendendo  gli  integrali  indefiniti  dei  due  membri  ri- 
spetto ad  r,  ciò  che  può  farsi,  perchè  l{r)  è  funzione  conti- 
nua di  r,  come  si  può  verificare,  abbiamo 


r 

Cer^  [  Cl{a)daìdr—  Cv(r)er^dr—-^  Ce-^dr=C: 
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6  quindi,  giacché  integrando  per  parti  è 

r  r 

0  0 

Cv{r)e-^dr=ze-^l{r)\-    Ce-^l{r)dr, 


si  ha 


r 

'•[-Jl(a)rfa-lW-f-|-]  =  C. 


0 

Facendo   convergere  r  a  zero  ed   osservando   che  I(r)    è 

0» 

.        ,  =  -g-,  si  trova  C=:0, 

0 

e  in  conseguenza 


(5)  Jl(a)rfa  +  l(r)— ^zz:0. 


da  cui,  in  virtù  della  (4),  r(r)  +  I{r)  =  0,  ossia 

dl{r)  -,  .     c?I(r)  ^      ^i      T/  N  ^ 

-^  =  -I(r).-j^===  — rfr,  dlogI(r)  =  -rfr. 

dalla  quale  si  vede  che  le  funzioni  logl(r)  e  — r  per  qualun- 
que valore  positivo  di  r  non  possono  differire  che  per  una  co- 
stante, che  indicheremo  con  logC,  cosi  che  log  I(r)rz: — r-b  log  C.. 

Ur) 
ossia   log  -^r-  =  —  f\  IM  =  Ce~^. 

•    Sostituito  questo  valore  di  I  nella  (5),  essa  ci  dà 


C   Ce-^da-^Ce-^  --  4r-  =  0  ossia  C  = 


—  =  0  ossia  C  m  -^ , 
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ed  in  conseguenza  I(r)rr-^e"^  forraola  dimostrata  cosi  per 
r  positivo,  ma  ohe  vale  anche, comesi  vede,  per  r=:0.  Cosichè 


< 


cosaj!    .         71 
1  +  a?*  2 


Cambiando  in  questa  formola  a  in  ac  e  x  in  — ,  ottenia- 
mo, più  generalmente, 


cosaa?    ,  TT 


C^-\'X* 


xc 


Osservando  che  cambiando  a  in  — a  non  cambia  il  primo 
membro,  possiamo  scrivere 


^, 


Jcosaac  ,         ir       .  ,^ 


valevole  qualunque  sia  a,  oppure    j -5 j-di-m  — e+^^^jdove 

0 
si  prenda  il  segno  —  se  a>0,  il  segno  -f  se  a<0. 

Per  a  diverso    da    zero,   si   può  derivare   rapporto  ad  a 
sotto  il  segno  integrale,  cosichè 

Jrcsenao; ^  tt     _^^  /  segno  superiore  se    a>0  \ 
c*+x*  2c         A  segno  inferiore   se   a<0  / 

0 

Questa  formola  non  vale,  come  si  vede,  per  a=0. 
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0»  -^ 

90.  Se  nella  formola    j  e"**dx=  Ìl!L  cambiamo  x\na\/y^ 


otteniamo 


(1)  Ce^^dx-    1^,  (y>0). 

J  2|/« 


2p/^ 

Sommando  questa  formola  con  quella  che  da  essa  ricaviamo 
cambiando  a;  in  — cd,  abbiamo 


Ce-^dx=  ilL,  (y>0) 


Se  in  qnesto  integrale  facciamo  ^  =  1   e  poi  cambiamo  x 
in  ir  db  a,  si  ha 

a» 

dalla  quale,  cambiando  -v  in  x\/a  e  ponendo  '2,7.\/a=  b,  ri- 
caviamo 

^  i/a 

—00 

Della  formola  (1),  che  ci  ha  ora  fornito  queste  formolo  no- 

0» 

tavoli,  ci  serviremo  ancora  per  ricavare  il  valore  di  j       _  dy, 

0 

che  ha  valore  determinato,  perchè  se  in  jsen{z^)dz,  che  sap- 

0 

piamo  avere  valore  determinato  (N.  67,  es.  3),  poniamo  z^z=:t/ 

1     r  sen  y 


/*  j     /*  sen  V 

abbiamo    i  sen(^')cfz=—  |     y—dtf. 


n 


2m 


Ponendo  per  -7=  il  valore  tratto  dalla  (1)  abbiamo 

«  t  0.  a 

D  0  t  0 

Ora  nel  secondo  integrale  dell' ultimo  membro  possiamo 
Invertire  le  integrazioni.  Invero  ha  valore  determinato  l'in- 
tegrale 

r*f    r*««i/         ^         r^   rc-**»'(-a;*seny-cosy)l 
J  rf^J  e-^^'senyrfyzz:  j  dx^ ^j-^f ^J 

•  •  ò  • 

J      e""**8  (a?*  sen  e  -f  cos  e) 
^^ TTF- 

0 

(N.  47),  notando  che,  per  x=:0,  in  luogo  dell'integrale  in- 
terno che  allora  non  ha  più  significato,  si  intende  sostituito 
un  qualunque  valore  finito,  il  che  non  altera  il  valore  dell*  in- 
tegrale  rispetto  alla  x.  È  uniformemente  convergente  nell'in- 

tervallo  (e, 00)  pery  l'integrale  Je'^^'^senydr,  come  ricavasi 

0 
dalla  formola 


OD  0» 

ic^^  sen  ydy\  <   je"*'*  cte. 


Y 

Inoltre  essendo 


m  m  ^  at  oe  od 


»        T  •        T 


'"'VPllHBppppiip^R'TR 
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potremo  cominciare  dal  fissare  3  in  guisa  che  il  primo  inte- 
grale del  secondo   membro   risulti   minore  numericamente  di 
qualunque  numero  positivo  prefissato,  perchè 


cosichè»  osservando  che  allora  è 


ÌJd^J^-^'  sen  ydy  <  e^^t  jdx  i±|j. 


a      T 


» 


si  vede  come,  dato  a,  esista  un  numero  e  tale  che  per  y>c 
risulti  I  /ax/e"*** sen t/ rfy |  < a. 

Avremo  dunque 

«0  «0  «0  «e 

jda?  j  r^^J'senydy^:  j  senydy  je'^^^rfx, 

0  0  i  0 

e  la  (2)  ci  dà 

0  0  0  0 

dalla  quale 

pTen  y  ,         2    ,.      r*     e"**«(a;" sen  s  -f  cos  e) 

1  — =^  c?y=  -=:lim    I  dx  i-^p-; — 7 \ 
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ossia,  per  essere 


€r^^{x^  sen  e  -f-  cos  e) r  dx 


0  0 

perchè  T  integrale  del  primo  membro  è  continuo,  come  si  rico- 
nosce  facilmente,   anche    per    eziiO,   dove   prende    il    valore 

J--Ì :»  ®  poiché,  come  è  agevole  ricavare,    (  = 2=  —7= 

0  • 

(Vedi  esercizio  12  a  pag.  69),  abbiamo  in  ultimo 

0  0 

In  modo  analogo  si  trova 

0  0 

91.  La  funzione  a?*~*  e~*  è  integrabile  nell'intervallo  (0, 00) 
se  ;2:>0,  non  integrabile  se  ;2:<0  perchè,  essendo  sempre  posi- 
tiva, diviene  allora  infinita  di  ordine  superiore  0  uguale  al  pri- 
mo nel  punto  iczziO.  L'integrale  /-e*"'  C'dx  si  chiama  in/e- 

0 
graie  Euleriano  di  seconda  specie  0  anche  funzione  gamma, 

perchè  è  una  funzione  di  z  che  si  indica  colla  notazione  V(z), 
cioè 

co 

r(z)=  Ca^'"'  e-^dx,        z>0. 
0 

Da  questa  formola,  cambiandovi  la  variabile  di  integrazione 
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±  \ 

X  suòcessivamente  in  x',  log — ,  kx  (^>0),  si  ottiene 


0  0  0 

Osservando  che 

difT^'of)  =z  zx^^  e"^  dx  —  afe'-''  dx, 

e  integrando  tra  0  e  oo  i  due  membri  di  questa  uguaglianza, 
abbiamo 

Q=zzV{z)  —  T{z-{^\),  T{z-^\)=zV{z). 

Da  questa  formola  fondamentale  si  ricava  in  particolare 

co 

r(i)=  Ce^dx=\,  r(2)=i.r(i)=i,  r(3)=2.r(;y)=i.2,... 

0 

r(n)=/fl7'*-'  e-^da;=1.2...(n— 1)  (n  intero  positivo), 
come  già  vedemmo  al  n.  88  es.  1).  Ricaviamo  ancora,  se  n  è 
intero  positivo, 

r(^  +  n)=(z  +  n  — l)r(;j  +  n  — 1), 

e  da  questa, ponendovi  successivamente  n  —  1,  n  — 2, ...2,1  in 
luogo  di  n  e  moltiplicando  membro  a  membro  tutte  le  formolo 
ottenute, 

T{Z'¥n)z=i{Z'¥n--\){z-\-n  —  2)...{z^\)zV{z\ 

dalla  quale  si  scorge  come,  per  avere  i  valori  di  r(;8:)  per  qua- 
lunque valore  positivo  di  z,  basterà  aver  calcolato  i  valori  di 
Y{z)  per  z  compreso  tra  0  e  I.  Cosi  ò 
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Nella  formola  j  a?*~*e""**dx=:-~i-  poniamo  ft=c  +  y  do- 

0 

ve  si  suppone  c>0,  y>0;  allora 

co 

fe-ioi^i*  x^*dx=  7^^, 

0 

la  quale,  moltiplicata  per  e"^^  y'^"^  dy  essendo  A  >0,  ^|>0,  ed 
integrata  rispetto  ad  ^  tra  0  e  oo ,  ciò  che  è  lecito  fare  come 
subito  si  vede,  dà 

«o  00  •     *  «.1 

fg-nv  yt,-i  ay  feHH-i.)*  je*-i  «^  —  T(z)  P    '  ^*'    dy. 

0  0  0 

È  agevole  riconoscere  che  si  possono  invertire  le  integra- 
zioni nel  primo  membro,  il  quale,  cosi  facendo,  diviene 

Ce-'"  of-'  d<r Je-"^"  y'.-  dy = V(z^C^^^-  dx, 

0  0  0     . 

così  che  avremo 

0  0 

dove  z^  Zi,  h,c  sono  positivi. 

Se  Zi  >  z,  si  vede  che  gli  integrali  dei  due  membri  hanno 
valore  determinato  anche  per  c=:0,  e  che  sono  continui  nel 
punto  c  =  0,  di  guisa  che  potremo  passare  al  limite,  per  ci=0, 
nella  formola  precedente  e  sostituire  al  limite  degli  integrali 
gli  integrali  del  limite.  Ciò  facendo,  dopo  aver  posto  hzzzì,  ot- 
teniamo 
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dalla  quale,  posto  z=iu,  ^,  —  z=.v,  abbiamo 

r'a;"-'      ^ r(tt)r(p)    , 


L'integrale  del  primo  membro, che  è  un  integrale  a  diffe- 
renziale binomio  se  u  e  v  sono  razionali,  chiamasi  integrale 
Euleriano  di  prima  specie  e  si  indica  con  B(u,t?). 

Pesto  xiiz-T-^ —  abbiamo  ancora 

1— y 


1 
(1)  B(t* ,  V)  =jy*^'  (1  -  yY^  dy. 


La  formola 

'^'  »<»-)= '^* 

ci  fa  vedere  che  B(w,t?)  =  B(t?,w)  il  che  potrebbe  anche  rico- 
noscersi direttamente  dalla  (l)  ponendo  y  =  l — z. 

Ponendo  nella  (2)  w-f  t;i=l  e  quindi  supponendo  u,v  en- 
trambi frazioni  proprie,  si  ha 


ossia  (vedi  n.  66,  2)) 


'   ^  sen  UTi  '     ^     ^   » 

la  qual  formola  riduce  il  calcolo  delle  funzioni  gamma  coll'ar- 
gomento  compreso  tra  -5-  e  1  al  calcolo  di  T[z)  dove  0<2<  -— 
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In  particolare,  per  u=:-^. 


0 

Posto  a?=y*,  abbiamo    l  e"^  dt/z=z~^  come  vedemmo  in  al- 


tro modo  al  n.  88. 

Partendoci  dalla  formola 


00 

r(;2;)  =  k'  Ce"^"  af"'  dx,  {k  >  0) 


ed  osservando  che  e*>l-|-a;,  e**>(l-h:c)*  e  quindi  e"**< 


"(l+a?)*' 
si  vede  che 

oo 


dove  si  suppone  k>z,  altrimenti   t^ — --r  diventerebbe  all'in- 
ai -+-  xy 

finito  infinitesima  d'ordine  inferiore  al  primo.  Cambiando  k  in 

A-fjs-hl  è 

V{z)  <  (i  +  ^+  ir  B(z,i4-  l)  =  i'(l  +  ^^y  B(;?,  A  -h  1). 
Inoltre,  essendo 

00  1 


àéS 

e,  poiché  dalla  forinola  e"*  =  l  —  ^  +  ("(ò kt)  +  •••    si 

vede  che  per  0<ai<  1  è  e"*>  1  — a?,  e"*^>(l  — d?)*,  abbiamo 

OD  1 

Cer^^x"^idx>  Cil—x)*x^'dx  ossia  r(4;)>FB(^,i-fl). 

0  0 

Quindi 

r(z)  =  A:'B(;2:,i+l)[l- 5+?(l  4-^-ÌÌyl  ^ 

dalla  quale,  al  limite  per  k  crescente  indefinitamente, 


h=sn 


Se  assumiamo  k  intero  positivo,  è 

e  quindi 

1.2. 3. ..A 


r(«)  =  limi 


che  potrebbe  servire  al  calcolo  approssimato  di  r{z). 
92.  L'integrale 

1  1 

^     1/(1 -a^T-^      / 

dove  p,q,n  sono  numeri  positivi  qualunque,  e  che  venne  da 
Eulero  indicato  col  simbolo (—),  si  riduce  subito,  ponendo 
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x^iny^  alle  funzioni  gamma,  perchè  abbiamo  così 

\q)      ny        ^        ^^  ^       n     \n  '  n)    n    p/p-hg\     ' 

da  cui  si  vede  che  (— j=:(  — j. 
In  particolare,  se  p-f5=w, 

r^^-:rf^^J_  j,/^X  r(i_  M^±   __!L_,  „>p>o. 


n 
1 


(a-fto^y-^  ,clove  a>0,*>0,p>0, 

0 

g>0,  p-fg>-^  si  pone  bx**z=:ay,  abbiamo 
ti 

Jx^^dx 1 r     -^-i  » 


1 


nft^a"^ 


—  b(Ì.  r^.-i). 


dalla  quale,  posto  a;:= nell'integrale  del  primo  membro. 


ricaviamo 


nj^a*^-^  ^'(^  +  5) 


IffiuJ  1.^   j 


2(^7 


In  particolare,  per  n=l  e  posto  a — é  =  c, 


1      r(p)r(g) 


6^(6  + c)^  r{p  +  q) 


,p>0,q>0. 


Esercizi. 


,      rsenaxcoabio  , 
1.    I dx 


r- 


n 

T 

—  lo 

n 
\"4" 


se  a>b>0 
»  0<a<b 
1        a=:b>0. 


/a?senaa?,         ^^  ^ae     rjccosaoj,         tt  / 1         \   -rac 
--r ^dxzn-'—e^'''',    (  ^  ,,    ,,  dx=  —  l — qza  )  6^^% 
(c'  +  icV  4c  J  (c*+a?V  4  Ve  / 


/J^"  «vt  rfa;:=z-^(±2— ac)e^S  nelle  quali  formolo  si 
(Cr  -f-  3;  j  4 

0 

deve  prendere  il  segno  superiore  se  a>0,  l'inferiore  sea<0. 
'■    Pl^  =  -^-^13 ^,«>P>0,a>0.»>0. 


Ad  68: 


J'  dx    TT  rce*dx  n         r  dx   
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I/TU?  •  J  j/I 

0 

1 


.  j-  .      .  ■  — s — .  »»>0,  p>0,  (Eulero). 


(r+l)(r+Uw)(r+l+2n)...[r+l+(w-l)n]      V    n    /     V         n  / 
»"(»*+♦»)  (>'+2n) . . .  (r+mn)  t(  —  \ 

'x'^'^dx   _(l  +  n){ì+2n)...[l+(m—\)n]      tt 

n.2n.'in...mn  n  ' 


r  ar"*dx 


iV 


sen- 


n 


Jg?'*'*"^ da? _  n.2n.3n...(m  — l)n 

nelle  quali  w  è  intero  pofiitivo,  n>0,  r>0. 

6.  Si  dimostrino  le  formolo  \- |=r— ^ — i  —  i  cioè 

\   q    /      P  +  g  \g  / 

r^l>+ti-l(l_^n)-^-'^^__J_    Csi^\\  —  X*')^^'dX, 
0  0 

(i-)(^)=(f)(^)=(i)e-f> 


nr  sen  -i— tt 
n 


Se   i   numeri  p,   q,   n   sono    interi    positivi,  la   formola 
(  ? j  =.  -^  (       )  permette  di  esprimere  V  integrale  {—  Y 

relativo  al  numero  n,  mediante  integrali  (  —  )  nei  quali  p,  q 
sono  minori  di  n,  cioè  per  mezzo  di 

C-r).("-r).("-f'>-(:-e|). 


(f) .  (!-> 

che  si  possono  esprimere  tutti  mediante  alcuni  di  essi.  Ad  es.  : 
per  nzniy  posto 

/  r(-) 

/        i  — A= =  *"—  -pj—  ,   tutti    gh    integrali 

(— Y  relativi  ad  n  =  4,  si  esprimono  mediante  A,  avendosi 

(2-)=4A    '(t)  =  4'^'(— )=-^•(■2')=T' 
/-~^=|/2A.  (Eulero). 
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7.    I  sen»^'  X  cos«-'  zdx=4i ^^—^ — ^^ ,  P>0,  o>0. 

^■.  j  V  -  m)  ""=«    —, i^,m>0,»>0; 

se  m  è  intero  positivo 

n 

km 

r/i      ^''Vj       iV-    ♦»        2n       3n  mn      ,„         , 

J  (^  - m)  ''^=^^ ;m  2;rn  3^rn  •  •  •  ^i^rrr'  ^S'"^**^- 

0 

■ 

9.  C{e'  l?  —  e'l?\dx  =  {b  —  a)\/li. 

0 

e    a*  dar,  1,=  j  e    a^  dx,  e  si  calcoli  il 

0  0 

lina  (Il  —  I,),  dopo  avere  convenientemente  trasformato  I^  e  I,). 

in     fi     /i     o         7.         t^     ^^         (7rlog(l.aO  se|a|<l 

10.  log(l  - 2a cos bx -\- a^)  -,  =  J 

r  "^""^       (7rlog(a-0  se|a|>l. 

(Si  sviluppi  in  serie  il  logaritmo  (esercizio  13  a  pag.  205)). 

TT      1  ^ae'         ,  ,  ^ , 

,,    r ax  ì2(ra)rr^-""<^ 

J(14X«)( 


i(l-2acosdx+a*)' 


0 


7t      a+«^ 


2{a*- 1)  a-e- 


se  |a|>l; 


/i 


X  sen  bx  dx 


(l-l-a?*)(l-2acosJa?fa*) 


W—a) 


[2a(ae*-l) 
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se  \a\  <  1 

se  |a|>l. 


12.  j  cos2na?logcosardjc  =  {— l)**~^-j-,  n   intero   positivo 

0 

,.       .  ,  ,    ^        .    cosmx      ^      ,      -,      cos{m^2)x 

(si  potrà  usare  la  forraola  =z:2cos(m-l)r-  

^     '^  cosa;  ^        '  coso: 

dopo  avere  trasformato  convenientemente  l'integrale). 

t 
1  cos2na?  log  sena?  rfxrz  —  -r — ,  n  intero  positivo. 

0 

e» 

13.  r —    ^       rfa?  =  -^  log  (a  -f  [/ 1  -f  a*)  (si  derivi  rappor- 
J  rrl/l-f  a?*  -^ 

0 

to  ad  a  etc). 


14. 


i»i— 1  I   nt^n—m'-x 


f-X'^^+X' 


0 


dxziz' 


nsen 


,  n>m>0. 


ijlW— 1 /*•♦•— «l—l 


i3^  =  logtg^.n>m>0. 


1  1 

..  r\—x   dx  1         ^   r\/X'\     dx      1  ,     ,, 


a?logsena;dj;  = ^  log  2 
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r' 

0 


(Si  carabi  x  in  n  —  y  nell'integrale  /x*logsenxtto  etc). 

0 
0 

(Si  osservi  che  I  =  lira  [  C€^l^z£^dx^  C^ltif^lf^d^  eie) 

e  a 

Integrali  doppi  definiti  estesi  ai  punti  di  un  campo. 

93.  Sia  zz=:f{x,y)  funzione  univalente  finita  dei  punti 
{x,y)  di  un  campo  finito  C^  limitato  da  una  o  più  curve  che 
ammettano  generalmente  tangente  determinata  ed  i  cui  archi 
siano  di  lunghezza  finita.  Decomponiamo  C  in  n  parti  od  ele- 
menti, le  cui  aree*),  diverse  da  zero,  indicheremo  con  hi ,  A,...A,, 
notando  che  chiameremo,  per  brevità,  questi  elementi,  gli  ele- 
menti Al ,  h^.,.h^.  Questi  elementi  siano  racchiusi  da  curve  di 
lunghezza  determinata  finita. 

Formiamo  la  somma  Szzzlzji^^  ove  z^  indica  un  valore  qua- 
lunque compreso  tra  il  limite  inferiore  e  il  superiore  (questi 
inclusi)  dei  valori  che  f{x,y)  prende  nell'elemento  A, ;  questa 
somma  S  è  l'analoga  a  quella  per  le  funzioni  ad  una  variabile 
di  cui  si  tratta  nel  n.  5. 

Noi  diremo  che,  col  diminuire  indefinitamente  di  tutti  gli 
elementi  h„  S  ha  un  limite  L,  quando,  ad  ogni  numero  arbi- 
trariamente piccolo  e  positivo  a  corrisponde  un  numero  posi- 
tivo à  tale  che,  per  qualunque  scomposizione  del  campo  C,  per 


')  Abbiamo  riunito  in  seguito  tutte  le  applicazioni  geometriche 
degli  integrali  definiti,  dove  verrà  esattamente  definito  il  concetto  di 
area  di  una  parte  di  piano  racchiusa  da  una  curva.  Ci  serviamo 
qui  di  questo  concetto,  ma  il  lettore  potrà  leggere  prima  quel  poco  che 
occorre  nelle  prime  pagine  delle  dette  applicazioni. 
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la  quale  gli  elementi  h^  siano  ciascuno  rinchiudibile  in  un  cir- 
colo di  raggio  d  e  qualunque  sia  la   scelta  delle  quantità  z,, 
risulti  |S  — L|<(7,  e  scriviamo  lìmS=L. 

Indicata  con  À  l'area  del  campo  C,  con  m,  M  il  limite  infe- 
riore e  superiore  dei  valori  dì  f(x,y)  in  C,  si  ha,  qualunque 
siano  gli  elementi  A,,  Am<S<AM,  e  si  vede  cosi  che,  se  il 
limite  di  S  esiste,  esso  è  finito. 

Questo  limite  si  indica  coi  simboli  JJf{x,y)dCy  jjf{x,y)dG, 

ff(a),y)dCj  jf{Xyy)dC  e  si  legge,  integrale  doppio,  o  m- 

iegrale,  di  f(x,y)  esteso  al  campo  C;  e  la  funzione  f{w,y) 
dicesi  integrabile  o  atta  alla  integrazione  nel  campo  C,  quando 
tal  limite  esiste. 

Ora  si  leggano  i  paragrafi  6  e  7  a  cominciare  dalle  parole 
«Vediamo  ora  quale  sia  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 
ecc.»,  avendo  l'avvertenza  di  sostituire  alle  parole  «y, ,/*(a:), 
intervallo  (a,b),  intervallo  h^,  intervalli  le  cui  ampiezze  sono 
minori  di  un  dato  numero  ^>  le  altre  <kz^,  /*(d;,y), campo  C, 
elemento  h^,  elementi  rinchiudibili  entro  un  cerchio  di  rag- 
gio d  ».  Si  faccia  inoltre  questa  semplice  modificazione:  nella 
pagina  12  in  luogo  di  dire  «gli  altri  intervalli  A^s  conterranno 
uno  0  più  punti  della  prima  divisione  etc.  »  si  dica  :  «  gli  altri 
elementi  ho  conterranno  una  o  più  delle  linee  che  formano  il 
contorno  degli  elementi  della  prima  divisione,  ma,  se  indichia- 
mo con  T  la  somma  delle  lunghezze  di  tutti  questi  contorni, 
essendo  cosi  T  quantità  finita  determinata,  la  somma  delle  aree 
h^  è  certamente  minore  di  4òT,  perchè  se  si  immagina  un 
cerchio  di  raggio  4<},  che  scorra  col  centro  lungo  tutti  questi 
contorni,  tutti  questi  h^  cadono  dentro  all'area  generata  dal 
circolo,  e  questa  non  supera  4TcJ.  I  corrispondenti  termini 
kJ}J^  —  z^  potranno  etc.».  Si  sostituisca  poi  nel  seguito  4T 
ad  n',  e  4Ti  ad  n",  dove  T,  indica  la  quantità  analoga  a  T  per 
la  scomposizione  di  C  negli  elementi  K\ ,  h\ . . .  A'V  • 
In  questo  modo  si  provano  i  seguenti  teoremi: 
La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  {{x.,y) 
sia  integrabile  nel  campo  C  e  che  sia  Az=X;  ed  allora  il 

18 
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valore  comune  di  questa  quantità  è    il  limite  di  S,  quando 
tutti  gli  h,  impiccoliscono  indefinitamente,  cioè  éjjf(x,  y)dC; 

od  anche  è 

che,  dato  <j,  possa  decomporsi  C   in  dx^e  sistemi  speciali  di 

elementi   {che  potranno    anche    coincidere)    tali   che  sia 

|1, — L^\<CfJ,  essendo  li  il  valore  di  1  corrispondente  aduno. 

Li  il  valore  di  L  corrispondente  air  altro  di  tali  sistemi. 

Il  valore  dell'integrale  è  compreso  tra  li  e  Li/ 

od  anche  è 

che,  per  ogni  numero  positivo  (j,  esista  un  sistema  speciale 

di  elementi  h, ,  h,, .  •  h^  tali  che  per  essi  sia  D =2h,  <<j,  od  in 

altre  parole,  che  il  limite  inferiore  dei  valori  di  D  sia  zero; 

od  infine  è 

che  sia  lim  D  =  0,  al  diminuire  indefinitamente  di  tutti  gli  h,. 

Analogamente  si  proverebbe  che  se  una  funzione  è  inte- 
grabile in  un  campo  Q  lo  è  pure  in  qualunque  campo  C 
appartenente  a  C,  come  pure  si  proverebbero  i  teoremi  analo- 
ghi a  quelli  dimostrati  ai  n.  50,  51,  52  per  le  funzioni  di  una 
variabile. 

94.  Ogni  funzione  continua  in  un  campo  è  ivi  inte- 
grabile. 

Invero,  pel  teorema  al  n.  76  pag.  210,  dato  a,  possiamo 
decomporre  il  campo  C  in  elementi  h^  relativi,  nel  modo  in- 
dicato, ad  un  corrispondente  numero  ci>  tali  che 

IA^',y')-A^',y')l<-^, essendo  A  l'area  di  C  e  {x\y\[x\y') 

due  punti  qualunque  di  h^\  ossia,  poiché  vi  saranno  sempre  in  A« 

dei  punti  (A'i,yi),(a:e,y,)  pei  quali  è  L, -A^i.^iX^, 

/(^t .  Vii  —  ^*  <  "T7"»  ^^  >^odo  che  sia  L,  —  /,  <  -r—  ed  allora  è 
oA  A 

D=2A.(L,-4)<-J-2A.=  cr, 
ossia  lim  0=0,  e  la  funzione  è  integrabile. 
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95.  Ogni  funzione  finita  e  discontinua  in  punti  e  lungo 
linee,   in  numero  finito,  di  un  campo  è  integrabile  nel 
campo  stesso  *). 

Sia  la  f{cc,y)  discontinua  nei  punti  C|,Cs...c^  e  in  tutti  i 
punti  delle  linee  7i,7f./r  di  C  e  siano  M,  m  i  suoi  limiti 
superiore  ed  inferiore  in  C.  Assegnato  il  numero  i,  togliamo 
dal  campo  G  i  punti  e  e  le  linee  /  mediante  intorni  le  cui 
aree  e,  x  siano  tali  che 

«I  +  ««+...  -f  £n  +  ^i  +  «t  +•••  -^  «^r  <  • 


2(M— w)' 

Nel  rimanente  campo  G,  la  fifl^y)  è  continua   e   potremo 

fj 
scomporre  Gì  in  elementi  A,  tali  che  risulti  D|  =  2A,(L,  -  /,)  <-^  ; 

cosichè  se  consideriamo  la  quantità  D  relativa  alla  scomposi- 
zione di  C  negli  elementi  A«,e,0c,  è 

^<-§-^2(M-m)  (M-"^)  =  ^» 

e  perciò,  giacché  dato  a  possiamo  scomporre  G  in  elementi  tali 
che  risulti  D<c7,  la  funzione  é  integrabile  in  G. 

Si  intende  anche  come  la  funzione  sia  integrabile  se  è  dis- 
continua in  numero  infinito  di  punti  riunibili  tra  loro  mediante 
un  numero  finito  di  linee  di  lunghezza  finita. 

96.  Se  f(x,y)  è  integrabile  nel  campo  G,  cambiando  il 
suo  valore  in  punti  e  linee  di  0,  in  num-ero  finito,  indicata 
con  fi(x,y)  la  funzione  che  così  si  ottiene,  è  fi(x,y)  integra* 
bile  in  G  e  si  ha  Jf(x,y)dGzr/f,(x,y)dC,  o,  più  general- 

e  e 

mente,  f({x,y)dGiZ=:f{J[x,y)iCi^  essendo  C^  una  parte  qua- 

Ci  Ci 

lunque  di  G. 

Siano  Ci ,  (?2 . . .  c„  i  punti,  71 ,  72  «  •  •  7r  1^  lìnee  ove  si  cambia 
il  valore  di  f{a>,y),  e  sia  B  il  limite  superiore  della  differenza 


^}  Si  intende  linee  di  lunghezza  Anita  determinata. 
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numerica  tra  f(x,y)  e  f\[Xsy)  nel  campo  C,  T  la  lunghezza 
di  tutte  le  linee  y. 

Si  decomponga  il  campo  in  elementi  A«,  e  nella  somma  Ih^^^ 
indichi  z\  un  valore  arbitrario  di  fx{co,y)  compreso  tra  il  li- 
mite inferiore  e  superiore  (questi  inclusi)  dei  valori  di  /j  in 
A«,  e  si  prenda  z^'=zi^  se  l'elemento  A«  non  contiene  alcun  punto 
e  0  alcuna  parte  di  alcuna  linea  7,  e  ove  ciò  avvenga  sia  z^ 
un  valore  qualunque  tra  il  limite  inferiore  e  superiore  (questi 
inclusi)  dei  valori  di  f{x,y)  in  A,. 

Assegnato  j  prendiamo  i  <  ^j Tn^  ®  **'®  ^^®  P^^  S^^  ^« 

rinchindibili  in  circoli  di  raggio  i  sia 

C  '^ 

ciò  che  ha  luogo  per  la  ipotesi  sulla  integrabilità  di  f(j^^y). 
Inoltre 

e  quindi 

\lh^\-fnx,y)dC\<<j 
e 

per  qualunque  decomposizione  di  G  in  elementi  h^  soddisfa- 
centi alla  precedente  condizione  e  qualunque  sia  la  scelta  di 
z\,  e  questa  formola  dice  perciò  che  fi(x,y)  è  integrabile  in 

C  ed  hjax,y)dC=ff{x,y)dG. 
0  e 

97.  Vediamo  ora  come  possa  ottenersi  il  valore  dell'inte- 
grale, esteso  ad  un  campo,  mediante  due  successive  integra- 
zioni semplici,  ciascuna  rispetto  ad  una  variabile. 

Si  supponga  x^y  siano  coordinate  cartesiane  ortogonali, 
a,ò  le  ascisse  estreme,  a,/3  le  ordinate  estreme  del  campo  G, 
ove  si  suppone  integrabile  la  f{x  ,y).  Si  divida  l' intervallo  (a ,  J), 
sull'asse  dell'ascisse,  in  parti  k^^  ^...X;,^  mediante  i  punti 
Xx,x^...Xf^i^  dai  quali  si  condurranno  delle  parallele  all'asse 


tu 

delle  ordinate,  e  1* intervallo  (a,/3),  sull'asse  delle  ordinate,  in 
parti  Pi,Pt"Pm  mediante  i  punti  yi,  yti  •••ym-i»  dai  quali  si 
condurranno  delle  parallele  all'asse  delle  ascisse.  Il  campo  C 
sarà  cosi  decomposto  in  elementi  rettangolari  hgr  di  area  k^pr 
0  che  sono  parte  di  elementi  rettangolari,  e  per  questi  ultimi 
l'area  h^r  non  sarà  uguale  a  k^Pr-  Le  due  somme  2A,r^«rt 
IkjprZgr*  ove  Zgr  indica  il  solito  valore  di/*(a?,y)  relativo  al- 
l'elemento A^r,  differiranno  tra  loro  solamente  pei  termini  che 
corrispondono  ad  elementi  h  attraversati  dal  contorno  di  G, 
ed  il  valore  assoluto  della  somma  di  tali  termini  è  minore  di 
8dTM,  se  gli  elementi  h  sono  rinchiudibili  in  circoli  di  raggio 
d  e  T  indica  la  lunghezza  del  contorno  di  G  ed  M  il  limite 
superiore  dei  valori  assoluti  di  f{cc,y)  in  C;  quindi  le  due 
somme  precedenti  differiscono  per  una  quantità  che  può  ren- 
dersi numericamente  minore  di  qualunque  numero  prefissato, 
cosichè  la  seconda  somma  avrà  lo  stesso  limite  della  prima,  cioè 
avremo 


(1  )  //(a? ,  y)dC  =  lim  2&,  p^  z^, 


Sia  yo  nn  valore  dell'  intervallo  (a  ,/3);  consideriamo  la  somma 
Z'i,  L/yo),  dove  la  somma  2'  è  estesa  a  tutte  le  A,  cui  corrispon- 
dono le  parti  della  retta  y=yo  appartenenti  a  C  e  L/yo)^  il  limite 
superiore  dei  valori  di  fiy^^oi]  nell'intervallo  A,,  sulla  retta 
f/=:f/o,  0  nella  parte  di  esso  intervallo  che  appartine  al  campo 
C.  Al  diminuire  dei  k^  tal  somma  ha  un  limite  X(yo),  che  ò  il 
limite  inferiore  dei  suoi  valori  *),  cosichè  X(yo)=  lim  2'A,L,(yo). 


^)  Questa  somma  è  analoga  alla  L  =  2/i«Ls  della  pagina  9,  per  la 
quale  si  vide  che  esisteva  un  limite  inferiore  \,  Si  prova  subito  che 
limL  =  X  con  dimostrazione  del  tutto  simile  a  quella  della  pag.  12. 
Invero  poiché  \  è  il  limite  inferiore  di  L,  dato  a,  esisterà  una  divisione 

di  (a,&)  inw*  parti  h\  tali  che  2/ijL',  —  "X<-5-. 

1  ^ 

g 

Si  scomponga  ora  (a,  6)  in  parti  hs  minori  di  $<  .  ,^   ove  M  in- 


Aualoga'nente  A(yo)— lira  2'A,/,(yo),  dove  /,(vo)  ^  il  limite 
inferiore  etc. 

Ciò  posto,  poiché  gli  elementi  k^Pr  possono  farsi  impicco- 
lire comunque,  e  poiché  é  arbitraria  la  scelta  dei  Zrt,  potreifio 
scrivere  la  formola  (1)  così: 

Jf[x,y)dC=\\m  Ipr  \  Hm  1% L,(y)  j  =  lira^pJ lira  l'k,l,(y]\ 

dove  y  indica  un  valore  qualunque  dell' intervallo  {yr^^-^^yr]^ 
ovvero 

I  (2)  ff{x ,  y)dG  =  lim  fp,  X(y)  =  lim  2p^  A(y). 


Questa  ultima  formola  dice  che  le  funzioni  di  y,  A(y),  A(y), 
sono  integrabili  nell' intervallo  (a,j3)  e  che  la  differenza  X(y)  — 
A(p)  è  pure  integrabile  ed  il  valore  dell'integrale  é  zero.  Ciò 
avviene  non  solo  nell'intervallo  (a,/3)  ma  in  qualunque  por- 
7AonB  comunque  piccola  di  esso,  giacché  varrà  una  formola 
analoga  alla  (2)  in  qualunque  parte  C  del  campo  G,  essendo 
anche  in  C  integrabile  la  f{CD,y), 

Ora,  poiché  l'integrale  di  À(y)  —  :V(y)  esteso  a  qualunque 
parte  di  (a,/3)  è  zero  ed  é  '^\y)<My)i  si  vede  che  in  qualun- 
que tratto  di  («  ,/3)  vi  devono  essere  punti  y'  pei  quali  Hy)'=.  A(y  ) 
perchè,  se  ciò  non  fosse,  detto  integrale,  i  cui  elementi  hanno 


dica  il  limite  superiore  dei  valori  assoluti  di  f(x)  in  (a,b).  Avremo 

'É  m  n'  m  n  n'  m 

S/i^Lj  =  2/Ca  Lj5 ,  2/i'«L'«  =  2Ajt  L'y ,  S/iaU  —  2/i'«L'«  «2/ta  (Lo  —  L  7). 

Per  r^li  h^Q\\Q  sono  contenuti  in  qualche  /l'-y  è  L'  «Lo  ed  i  corri- 
spondenti termini  della  somma  precedente  sono  zero;  gli  altri  ho  sono 
al  più  j/— 1  e  pel  corrispondente   termine  è  AalLo  — L'^  l<  Ata2M  e 

quindi  l2/iaL,  — - 2/t'aL',|< n'd2M < ---,  ed  in  conseguenza  ancora 
1  1  ^ 

2AaL,  — X<a. 

1 
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sempre  lo  stesso  segno,  ove  non  siano  nulli,  non  potrebbe  es 
sere  zero.  Ma  X(y')=zA(y)  è  la  condizione  necessaria  e  suffi- 
ciente affinchè  esista  l'integrale  ff{x,y')dx  esteso  a  tutte  le 
parti  di  retta  y =y'  contenute  nel  campo  C,  parti  di  retta  che 
indicheremo  col  simbolo  (p(y'),  e  tale  integrale,  che  indichere- 
mo con    ff{x,y')dx,  è  uguale  a  >.(•/)=: A (y'). 

f>(vO 

In  conseguenza   in  ogni  intervallo  Pr  esisterà  almeno  un 
punto  y'  ove  sarà 

cosichè,  supponendo  di  prendere  y  =  y'  nella  formola  (2),  avremo 

Jf{x  ,y)dC  =  lim  ìp^  ff{^ ,  v')dx. 

Ma  questo  limite  non  è  altro  che  T  integrale  esteso  ad  (a ,  j3) 
della  funzione  di  y,  Jf(x^y)dr^  e  quindi  in  ultimo 

(nx,y)dG  =  fdyJf{x^y)dx, 

In  modo  completamente  analogo  si  troverebbe 

jnx.y)dC=fdxJf(x,y)dy 

dove  1(0:)  indica  il  tratto  o  i  tratti  di  retta,  la  cui   ascissa  è 
x^  appartenenti  al  campo  G.  % 


*)  Le  considerazioni  del  presente  numero  sono  tolte  da  una  recente 
e  pregevole  nota  del  prof.  C.  Arzblà.  Stigli  integrali  doppi  letta  all'ac- 
cademia delle  Scienze  di  Bologna  il  13  dicembre  1891. 
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ÉSEUPÌ. 

1)  Il  campo  G  sia  il  rettangolo  formato  dalle  rette  a;  =  a, 
x  =  b,  y  =  a,  y=l5;  allora  abbiamo 

fr{x,y)dC=fdxfr(w  .y)dy  =  ^dyjnx.y)d^. 

In  virtù  di  questa  formola  viene  tolta  la  condizione  della 
continuità  imposta  alla  funzione  f{x,y)  nel  n.  85,  per  dimo- 
strare la  invertibilità  delle  integrazioni  con  limiti  costanti; 
basta,  come  si  vede,  che  la  funzione  sia  finita  e  integrabile 
nel  campo  rettangolare  C. 

2)  Il  campo  C  sia  costituito   dai  punti  le  cui   coordinate 

ffjt         ».i 

x.y  soddisfanno  alla  relazione  — r--f--Ti-<li  cioè  dalla  par- 

or         0^  " 

te  del  piano  limitata  dalla  ellisse  — j--f -^z=l,  che  costi- 
tuisce il  contorno  del  campo.  Allora  abbiamo 

Ta^  ,y)dC  =  ^dx  Cf(x  .  y)dy  =  Cdy  Cfix ,  y)da). 

Sia  ad  es. :  f{x,y):=ix^.  Se  si  osserva  che  la  nostra  fun- 
zione ha  lo  stesso  valore  in  punti  situati  simmetricamente  ri- 
spetto all'origine  delle  coordinate,  si  potrà  scrivere 

Cx'dC  =  4  faMC,  =  4  Cx'dx    Cdy  =  4  Cdy  Ca^dx 

e  Cj  0  0  0  0 

a  » 
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dove  C,  indica  il  quadrante  dell'ellisse  compreso  tra  le  parti 
positive  degli   assi  delle  coordinate.  Eseguite  le    integrazioni 

(Vedi  esercizi  28,  29  a  pag.  50),  si  trova  JxHGzz:  -—. 

e  4 

3)  11  campo  G  sia  la  mezza  corona   circolare  determinata 
dei  circoli  a!*-fy*=a',  a?*-H^'«=rJ*  (a>&),  e  dall' asse  delle  a?. 
Allora  abbiamo 

Cf(v ,  y)  dC  =CdxCf{x ,  y)d!/  -{-jdxjfix ,  y)df/  +  j dx  j f[x,y)dy 

e  -a         0  -&        y^^  b  0 

od  anche 
Jfix ,  y)dC = Jdy  [  J^x ,  y)dx  4- Ja^  ,  y)dxì  +  J<iyjn^ .  y )rf-^- 

Sia  ad  es.:  f{x,y)=  ^  ^  ,, funzione  finita  continua  e  per- 
ciò integrabile  nel  nostro  campo  G.  Se  indichiamo  con  Gì  la 
parte  di  esso  compresa  tra  le  parti  positive  degli  assi  coordi- 
nati, abbiamo 

e,  .  ^j^  » 

Si  troverà  che  eseguendo  le  integrazioni  del  terzo  membro 
si  arriva  più  facilmente  al  risultato  che  non  eseguendo  quelle 
del  quarto,  per  eseguire  le  quali  ci  possiamo  servire  della  for* 


mola  arctg =  arccosm.  In  casi  analoghi  gioverà  cer- 
care di  intuire  prima  quali  delle  due  vie  sia  la  migliore  per 
arrivare,  o  per  arrivare  più  presto,  al  risultato,  quando  quest'ul- 
timo possa  conseguirsi. 

4)  Il  campo  G  sia  il  triangolo  rettangolo  isoscele   limitato 
dalle  rette  y=a;,  y=a,  x  =  b.  Allora  abbiamo 


e  a  9  a  « 

Ad  es.:  se  f{x,y)-=.x*y  è 

C 

Questa  formola  permette  di  stabilirne  un'  altra  relativa  agli 
integrali  semplici  definiti,  e  che  contiene  come  caso  particolare 
quella  della  integrazione  per  parti. 

Siano  f{x),  (^(x)  funzioni  finite  e  integrabili  nell' intervallo 
(a,d)  e  per  la  (^(x)  valga  la  formola 

C 

qualunque  siano  i  punti  c,x  di  {a,b).  Allora  possiamo  scrivere 
JnT)-:(cc)dx=  fn^)\  J<^'(y)di/+  f(c)\dx 

a  a  e 

=  ?(c)  ff(^)d^  +  jf{x)dxji{y)dy 
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e  da  questa,  fiacendovi  c=^a  e  poi  c=b, 

»  b  »  « 

Cr{x)^{x)dx  =  'f{a)Cf(x)dx  +  Cfixyir  C^{y)dy 

a  a  a  a 

= mjf{o!)dx  -jMdxJ<f'(y)dy, 

a  a  » 

ossia,  in  virtù  della  (3),  che  può  qui  venire  applicata, 

a  a  a  y 

b  »  y 

=  <i{à)Jr(^)dx  -  J<f(y)dyjr(x)dx, 

a  a  a 

la  quale,  ove  si  conosca  Jf{x)dx  essere  ^(x),  si  riduce  alla 
solita  formola  di  integrazione  per  parti,  come  può  senz'altro 
verificarsi. 

98.  Si  dimostra  facilmente  che  ha  luogo  per  gli  integrali 
doppi  estesi  ad  un  campo  C  il  primo  teorema  della  media.  In- 
vero, se  f((C ,y\  9(0?, y)  sono  integrabili  in  C  e  la  9(:p,y), ove 
é  diversa  da  zero,  ha  sempre  lo  stesso  segno,  e  ?n,M  sono  il 
limite  inferiore  e  superiore  dei  valori  di  f(x,y)  in  C,  il  pro- 
dotto f{x,y)  9(x,y)  sarà,  per  tutti  i  punti  del  campo,  com- 
preso tra  le  quantità  m(f{x  ,  y),  U(^{x  ,  y)  e  l'integrale 
Jf'^^iy)  9(*»y)cfC  tra  le  quantità  mf(f{x^y)dC,  Mf^{x,y)  dC 

e  ce 

0  sarà  uguale  ad  una  di  esse,  cosichè 

Jn^,yMx,v)dG  =  k  r?(x,y)dC,  m<i<M. 


Se  la  f{cBty)  À  continua  in  C,  sarà 

JA^  ,  '/)  9(« .  y)dO = f{T, .  y.)  J^(x ,  y)dC, 

C  C 

dove  Xi,i/i  indica  un  certo  punto  di  C,  che  potrà  anche  essere 
sul  contorno  di  C.  *). 

99.  Come  abbiamo  visto,   l'integrale   r/'(x,y)dC,   o,  come 

anche  suole  scriversi,   (f{T^y)dxdy  si  può  ridurre  ad  uno  o 

più  integrali  della  forma  I z=zjdxjf{x , y)dy,  dove  b^a^y^^y^ 

e  dXydy  sono  positivi.  Introduciamo  ora  in  luogo  delle  variabili 
w.y,  le  variabili  u^v  legate  alle  prime  dalle  equazioni 

dove  le  7 ,  (//  sono  funzioni  che  ammettono  derivata  integrabile 
e  sono  tali  che  mentre  x  varia  crescendo  da  a  a  6, u  varia 
crescendo  o  decrescendo  da  Uq  a  Uj,  e  mentre  y  varia  crescen- 
do da  yo  a  Vu  ^  varia  crescendo  o  decrescendo  da  Vo  a  t?|.  A- 
vremo  allora 

(1)  i=jd.Jn.A)  ^dv=f^dujn,.^)  ^a.. 


f>ù 


Se  Wo<Wi»^o<^i»  l'ultimo  membro  è  1'  j    j /'(9>,^)^^dwrft? 

esteso  a  quella  parte  del  campo  C,  cui  è  esteso  l'integrale  I, 
calcolato  mediante  le  nuove   variabili  u ,  t;  ').  Se  invece  suppo- 


^)  Il  secondo  teorema  della  media  é  stato  esteso  dal  prof.  Arzelà, 
nella  citata  memorìa^  agli  integi*ali  doppi. 

*)  Ossia,  se  si  considerano  «,u  come  coordinate  cartesiane  ortogo- 
nali dei  punti  di  un  piano,  a  questa  parte  di  C  corrisponderà  in  que- 
sto piano  un  campo  G^;  il  tei*zo  membro  della  (I)  è  IMntegrale  della 


finzione  f(f ,  4»)  -^  -^  esteso  a  C,. 
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niamo  sia  t?o>Vn  allora  il  dv  nell'  integrale  interno  del  secondo 

e  terzo  membro  della  (1)  è  negativo,  la  -r^  è   pure  negativa 

sempre  quando  v  varia  da  Vq  a  v^  perchè  la  y  =  '^{v)  é  fun- 
zione crescente  quando  v  varia  decrescendo  da  Vq  a  t^i;  ma 
possiamo  scrivere 


,=j|.«jÀ,..tì(-g)«.=/l<<»/X,« 


di 


dv 


dv. 


dove  Uo<Ui,Vi<Vo  e  du,  dv  sono  positivi,  e  questo  è   allora 


//■ 


A..*)* 


dv 


dudv  esteso  a  quella    parte  di   C   cui  è 


esteso  I. 

Si  ragionerebbe  in  modo  analogo  se  fosse  Wo>^i>^o<^i  OP" 
pure  t«o>Wi*Vo>Vi  6  si   troverebbe  cosi  che  è,  in  ogni  caso, 


i=jjn9,'i') 


cfcp  d'I 
dudv 


dudv, 


l'integrale  doppio,  colle  variabili  correnti  di  integrazione  i«,t?, 
essendo  esteso  a  quella  parte  del  campo  C  cui  è  esteso  I. 

Gosiehè  se  le  funzioni  9 ,  |  soddisfanno  alle  condizioni,  già 
poste,  relativamente  a  tutti  gli  integrali  analoghi  ad  I  nei  quali 
si  decompone  il  nostro  integrale,  avremo 


Jn(x^,y)dxdi/=Jf[(f(u) ,  ^u)] 


-T^  -:r-\  du  dv. 
du  du\ 


Supponiamo  ora  che  le  nuove  variabili  u\v  siano  legate 
alle  x,y  dalle  relazioni  xzi:*(t^'),y  =  H^(w',t?),  cosichè  elimi- 
nando u'  sia  y  =  F{x  yV),  e  queste  funzioni  siano  talL  che, 
mentre  x  varia  crescendo  da  a  a  &,  u'  vari  crescendo  0  de- 
crescendo da  w'o  a  u\  e  che  la  F{x,v),  per  ogni  valore  di  x 
che  si  fissa  tra  a  e  b,  mentre  v  varia  da  Vq  a  Vi  sempre  ere* 


ì 
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scendo  o  decrescendo,  dia  per  y   valori    che   variano  sempre 
crescendo  da  t/o  ^  !/i> 
Abbiamo^allora 


=  JclxJn^,Fix.v)]y^dv, 


e  passando  quindi  dalla  variabile  x  alla  u'  ed  osservando  che 
F(x,v)  diviene  ^(u\v)  e  che  -—-  =  —-,  otteniamo 


'=/-^*'j'i*-*ii^'"' 


da  cui,  ragionando  come  nel  caso  precedente,  si  vede  che 

d^    èW 


I 


=  JJn^Ìu'),'V(u\v)] 


du'     ìv 


du  dv. 


l'integrale  doppio  essendo  esteso  a  quella  parte  di  C,  cui  è 
esteso  I;  e  quindi  ancora,  se  si  suppongono  ferme  le  condi- 
zioni per  le  funzioni  trasformatrici  relativamente  agli  altri  in- 
tegrali estesi  alle  altre  parti  di  G,  è 


Jn^ ,  y)dx  dy  =  r/l*(w') ,  H^(t^' ,  t?)] 


rf*    J^ 


dvl    dv 


du'  dv. 


Sia  in  ultimo  il  caso  generale 

(2)  x  =  (f(u,v)  ,  tf=^{u,v), 

dove  \e  (f,^  ammettono  derivate  parziali  finite  integrabili. 

Potremo  sempre  scegliere  delle  funzioni  F(u,t?),  *,4^  in 
guisa  che  risulti 


x=^{u.v)=^F{u,v)]  ,  yz=:^u,v)z:z^[¥{u,v),vl 
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cosichè  sarà  lo  stesso  passare  dalle  variabili  x.y  alle  u  ,  \>  me- 
diante le  (2),  oppure  passare  prima  dalle  .variabili  x^y  alle 
vi  ,v  mediante  le  formole 

a?=$(ti')  ,  y  =  V(u',t?) 

e  poi  dalle  vi ,v  alle  u^v  mediante  le  formole 

u'i=:F(m,v)    ,    v^=L'0. 

In  seguito  alle  precedenti  considerazioni,  il  primo   passag- 
gio dalle  variabili  x^y  alle  vi yV  ci  dà 


^f{x ,  y)  dx  dy  =jf[nu') ,  ^{v! ,  v)] 


d^    O^F 
du    dv 


du'  dv. 


Per  eseguire  il  secondo  passaggio  dalle  variabili  u\v  alle 

u,t%  dovremo  sostituire,  nell'integrale  del  secondo  membro, 

OF 

dudv  in  luogo  di  du'dv  ed  introdurre  nella  funzione  in- 


ìu 

tegranda  le  nuove  variabili  u,v  in  luogo  delle  te', t?.  Ma  si  os- 
servi che  allora  le  *(w')»  ^^iu' ,v)  diventano  ^{u^v),  ^(w,i?),  e 
che 


0® rf<l> 

du        dv! 

OF 
Ou  ' 

01  _  ÌW  OF 
9u  ~  Ùu'  du 

òv  ~  du' 

Ov  ' 

Of  _  dW   OF       d'V 
dv         Ou'    Ov       Ov 

dalle  quali 


il iL_^ li—  i^ ?£  li. 

Ou    Ot?         OW     dv  du'    du     dv  ' 


cosichè  avremo 
Cf(x ,  y)  dx  dy  =Jf[(f(u ,  t?),  '|(u ,  t?)] 


Ou    dv 


d'p     d:p 
du     dv 


dudv. 
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Abbiamo  cosi  la  regola:  per  trasformare  l'integrale 
/'f(x,y)dxdy  qiuxndo  al /e  variabili  x,y  si  sostituiscano  le 

e 

u ,  V  mediante  le  formole  x  =  ^(u ,  v) ,  y  =  'i/(u ,  v),  si  trasformi 
la  funzione  integranda  nelle  nuove  variabili  e  in  luogo  di 
dxdy  si  sostituisca  du  dv  moltiplicato  pel  valore  assoluto 
del  determinante  Jacobiano  delle  x , y  rispetto  alle  n,\  e  si 
estenda  l'integrale  al  campo  C. 

ESBMPI. 

1)  II  campo  G  sia  costituito  da  tutti  i  punti  le  cui  coordi- 
nate X  ,y  soddisfanno  alla  relazione  a;*4-y*<a*,  cioè  sia  la  parte 
del  piano  limitata  dal  circolo  x*-f-y'=a*,  e  si  voglia  calcolare 
l'integrale  fe^'^'^^dxdy. 

0 

Colle  coordinate  cartesiane  x,y  non  si  riesce  ad  eseguire 
la  integrazione,  che  riesce  invece  subito  colle  coordinate  pola- 
ri, ponendo  xzr.pcos9,  y=psen5. 

Si  trova  cosi 

tx        a 

Ce^+9^  dx  dtj  =  Cef).did'^  =  CdO  Cf^ee'dp = ;r(e»  —  1  ). 

C  C  0  0 

2]  Le  due  ellissi  omofocali 
e  le  due  iperboli  omofocali  tra  loro,  e  colle  ellissi, 

determinano  quattro  campi,  dei  quali  prenderemo  a  considerare 
quello,  G,  che  è  nella  parte  del  piano  limitata  dalle  parti  po- 
sitive degli  assi. 
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Vogliamo  calcolare  fydC. 

e 
Qui  e  in  casi  simili  sarà  conveDiente  passare  dal   sistema 

di  coordinate  cartesiane  ad  un  sistema  di  coordinate  curvilinee 

tt,t?  tali  che,  ove  ciò  sia  possibile,  le  linee  che  limitano  il  campo 

C  corrispondano  a  certi  valori  di  t^  e  v;  nel   nostro   caso   ai 

valori  di  w,v,  w=:X,,  t«z=>,,  t;i=:ai,  v=zu^.  Il  nostro  integrale 

verrà  cosi  a  ridursi  alla  integrazione  di  due  integrali  con  limiti 

costanti.  Questo  può  farsi,  nel  nostro  caso,  prendendo  per  u,v 

il  sistema  di  coordinate  ellittiche,  le  cui  linee  coordinate  sono 

le  ellissi  omofocali  che  si  ottengono  da 

1-  — ^ —  zi:  1 

facendo  variare  w*  da  J*  a  oo ,  e  le  iperboli   omofocali   che  si 
ottengono  da 

X'        y'    _. 

facendo  variare  t?  da  0  a  J*. 

Per  avere  le  formolo  che  servono  al  passaggio  dalle  coor- 
dinate x.y  alle  w,t?,  si  risolvono  le  precedenti  equazioni  rap- 


uv  l 


porto  ad  JT,^  ottenendo  cosi  xz=.—,  y=-T-  l/(w'-i*XJ*-t?*). 

11  valore  assoluto  del  determinante  Jacobiano  delle  a?,y  ri- 

sfelio  alle  u^v  e  e  quindi  avremo 

[/(u'  —  b')  (b^—v*) 

\        IH 
CydG=^  C(u^  —  vyudv  =  ^  Cdu  C{u^  —  v')dv 

\       Ih 

\  IH  >^2  IH 

=  -jr-  i  u^du  l  dv — T-  idu  iv^dv 

=  ^{(/^«-Pi)(>i-^!)-(^.-Ài)(f4-f^?)j. 

19 


3)  Il  campo  G  sia  il    parallelogrammo  determinato  dalle 
rette 

ax-f-Jy  — c=0        ,        oix^-Vy — c'=0, 

ax-\'hy  —  c,=0        ,        a'x-^-b'y — c/=0, 

e  si  voglia  calcolare 

I  ==   C{ax  +  by)  sen  [(ax  -f  by)  {a'x  +  b'y)]  dC. 
e 

T^        .  r  ^  rr  i  •  b'u  —  bv 

PoDiamo  a3?-f  Jy  =  t/,  aa?-ffty  =  v,  da  CUI  x^=i—rr, rr^ 

ao — ao 

— a!u-\-av  .       ^         ,^    , 

tf^= — 77 ^T— ;  avremo,  supposto  c.>c,  e.  >c, 

a^  —  ao 


1  = 


-^r^^judujsen  (uv)dv  z=z|-^^|  J[cos(c'u).cos(c>;W^^ 


1        I  (sen(c'c,)  —  sen(c e)       sen(Ci'Ci) — sen(c,'c)) 


b'-a'b\ì 


aò'-—a'b\  (  e'  ci  ) 


4).  Il  campo   C  sia  racchiuso  dal  circolo  a5*-|-y*  =  r*,  e  si 
voglia  calcolare  l=Jf{aX'\'by)dxdy. 

e 

Passando  alle  coordinate   polari  ,o,5  e  posto  a  =  AcosSi, 
J— Àsen5,  e  perciò  A;  =  |/a*TT',  è 

I  =//  [kp  cos(5  —  5i)]  pdp  d9. 

e 

Passando  ora  dalle  coordinate  p,9  alle  .r, ,2/1  mediante  le 
forinole  p  cos(5—  0^)=  Xi.p  seu(9—  9j)rr y,,  che  danno  ^=4/a:J-f-v!, 

5^  5,  -f  are  te:  -^^»  avremo 


l=Jf{kXi)dXidy,, 
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cosichè,  se  si  osserva  che  la  condizione  a?*-f  y*<r'  diventa  pri- 
ma f'*<r*  e  poi  a?ì4-yi<r*,  si  ha 

ed  il  problema  è  ridotto  al  calcolo  di  un  solo  integrale  definito. 
100.  Sia  AMB  un. ramo  di  curva,  a,6(a<&)  le  ascisse  di^i 
suoi  estremi  e  sia  tale  che  ogni  retta  parallela  all'asse  delle  y 
e  la  cui  ascissa  appartenga  all'intervallo  [a  ,b)  lo  incontri  in 
un  solo  punto,  cosichè,  se  yz=iy{x)  è  l'equazione  della  curva, 
sia  y{x)  funzione  finita  univalente  di  x  e  che  ammette  gene- 

Talmente    derivata   nell'intervallo    (a,J).    Per  Jf{x  ,y)dx   o 

a 

jf[x,y)dx  esteso  al  ramo  di  curva  AMB  nel  verso  AMB  in- 

aMb 

tendiamo  il  limite  della  somma  ^h/^{x  ,y),  quando  gli  intervalli 
A,  nei  quali  supponiamo  aver  scomposto  l'intervallo  (a, 6)  con- 
vergono a  zero  e  dove  f^ix  ,y)  indica  un  qualunque  valore  com- 
preso tra  il  limite  inferiore  e  il  superiore  (questi  inclusi)  dei 
valori  che  la  f{x ,  y)  prende,  quando  per  le  x  ,y  si  pongano 
le  coordinate  dei  punti  del  tratto  di  curva  determinato  dalle 
parallele  all'asse  delle  y  condotte  dagli  estremi  del  tratto  h^. 

Detto  integrale  è  quindi  f  f{x  ,y{x))dx,  cosichè  la  nostra  fun- 

a 

zione  f{x,y)  sarà  certamente  integrabile  lungo  la  curva  AMB 
se  pei  punti  di  essa  è  finita  e  continua  rispetto  alle  due  va- 
riabili x,y. 

Se  a<J  gli  A,  sono  positivi,  o  come  suol  dirsi  è  positivo 
il  dx  nell'integrale    ff{X,y)dx.  Se  fosse  a>i,  sarebbero  ne- 

AMB 

gativi  gli  hg  e  si  avrebbe,  come  subito  si  riconosce, 
ff{x,y)dx=  —  ff(x,y)dx. 

AMB  BMA 

Se  la  linea  di  integrazione  è  una  parallela  all'asse  delle  y 
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si  deve  considerare  come  nullo  l'integrale  di  /T(a?,y)dx  esteso 
ad  essa. 

Analoghe  definizioni   valgano  per  Jf(Xny)dy^  ove  si  sup- 

amb 

pone  che  ogni  parallela  all'asse  delle  x  incontri   la  AMB  al 
più  in  un  punto. 

Sia  una  linea  s  che  cominci  e  termini  in  uno  stesso  punto. 
Potremo  sempre  supporre  la  linea  decomposta  in  parti  AMB. 
BNC, . ..  KLA  che  soddisfanno  alle  precedenti  condizioni.  Allora 
per  Jf[x ,y)dx  nel  verso  AMBNC...  intendiamo  le  somme  de- 
gli  integrali  J     +f     +...;   e  per  Jf(x  ,  y)  dx   nel    verso 

AMB  BNC  « 

ALK.,.BMA  intendiamo  la  somma  degli  integrali  J" 4-/-!-.... 

BMA    CNB 

I  due  integrali  estesi  ad  s  nei  due  versi  opposti  sono  uguali  e 

di  segno  contrario.  Quando  una  linea  chiusa  appartiene  al  con 

torno  di  un  campo»  si  suole  assumere  come  verso  positivo  di 

integrazione  quello  nel  quale  dovrebbe  muoversi  una   persona 

sul  contorno  per  avere  il  campo  a  sinistra. 

Sia  ora  una  curva  chiusa  s. ,  a,b  le  sue  ascisse  estreme  e 

sia  a<&,  e  ogni   parallela   all'asse  delle  y  condotta    per  un 

punto  dell'intervallo  (a,J)  incontri  la  linea  s,  in  due  punti  (e- 

scinsi  gli  estremi).  Indichiamo  con  y^  l'ordinata   minore,  con 

y^,  l'ordinata  maggiore  corrispondente  all'ascissa  x, 

dflx  y) 
Sia  C  il  campo  limitato  da  .v,  e  sia  continua  in  C, 

e  f{x,y)  integrabile  rispetto  ad  x  sul  contorno.  Avremo 

»  a 

=  —  Jr(^^ym)dx—  Jf{x,y^,)dxz=:-J/'{a;,y)dx, 

ab  a^ 

l'integrale  lungo  Si  essendo  preso  nel  verso  positivo. 

In  modo  analogo,  se  si  suppone  che  le  parallele  all'asse  delle 
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X  condotte  dai  punti  dell'intervallo  (a,|3)  suirasse  delle y,  ove 
a,|3  indicano  le  ordinate  estreme  di  s,'  incontrino  s,  in  due 
punti  (esclusi  gli  estremi  a,|5)  si  avrà 


ji/:^dc.=jA-,«)rf,. 


l'integrazione  lungo  z^  essendo  condotta  nel  verso  positivo. 
Consideriamo  ora  un  campo  G  il  cui  contorno  sia  formato 

anche  da  più  linee.  Si  supponga  *^      continua    in    C     e 

f[x,y)  integrabile  rispetto  ad  x  lungo  il  contorno 5  di  C.  Pos- 
siamo sempre  decomporre  il  campo  G,  mediante  parallele  al- 
iasse delle  y,  in  campi  parziali,  i  cui  contorni  siano  formati 
da  linee  chiuse  come  la  s,.  Allora^  poiché  l'integrale  esteso  a 
C  si  compone  della  somma  degli  integrali  estesi  a  questi  campi, 
e  poiché  gli  integrali  estesi  a  rette  parallele  all'asse  delle  y 
sono  zero,  avremo 

e  « 

Sotto  analoghe  condizioni 

e  « 

l'integrazione  lungo  il  contorno  s  essendo  condotta  nel  verso 
positivo,  ed  intendendo  che  i  secondi  membri  sono  la  somma 
degli  integrali  estesi  alle  varie  parti  del  contorno  di  G  nel 
verso  positivo. 

Le  due  ultime  formolo  (conosciute  anche  sotto  il  nome  di 
teorema  di  Green  nel  piano)  sono  le  corrispondenti  alla  for- 

/df{x) 
— — dx'=-f[b)  —  /"(a),  perchè,  come  questa  esprime 


m 


dfix) 
r integrale  di  — —  esteso  ad  un  intervallo  mediante  i  valori 

di  f{x)  negli  estremi,   così   quelle  esprimono   gli   integrali  di 

— ,  -^  mediante  i  valori  di  /"{x ,  v)  sul  contorno  del  campo. 
ux    oy 


Integrali  doppi  definiti  pel  qnali  la  fnnzione  intesrrancla 
non  si  mantiene  finita  nel  campo  di  intesTrasione  e  in- 
tesrrali  doppi  estesi  ad  an  campo  infinito. 

101.  Supponiamo  che  la  funzione  f(x,y)  diventi  infinita  in 
un  punto  (a,b)  del  campo  G,  intendendo  con  questo  che,  asse- 
gnato un  numero  positivo  comunque  grande  B,  esiste  un  in- 
torno di  (a,ft)  per  tutti  i  punti  del  quale  è  |/'(a?,y)|>  B,  op- 
pure che,  comunque  piccolo  si  prenda  un  intorno  di  (a,d},  vi 
é  sempre  in  esso  qualche  punto  ove  risulti  |/(a;,^)|>B. 

Circondiamo  il  punto  (a,b)  con  una  linea  priva  di  nodis, 
appartenente  a  G,  e  chiusa  se  il  punto  è  nell'  interno  di  C,  ed 
indichiamo  con  Ci  il  campo  C  da  cui  venga  tolta  la  parte  di 
campo  limitata  da  s,  o  da  s  e  da  una  certa  parte  del  contorno 
di  C  so  (a, 6)  é  sul  contorno  dì  C.  In  C,  la  f{x,y)  è  inte- 
grabile qualunque  sia  la  linea  s  e  comunque  essa  venga  a  ser- 
rarsi al  punto  (a,J). 

Diremo  che  ff{x,y)  rfCi  ha  un  limite   L  quando  la  linea 

Ci 

s  si  serra  comunque  indefinitamente  al  punto  (a,d)  o  per 
C,  convergente  comunque  a  C,  se,  dato  j,  esiste  un  corrispon- 
dente numero  positivo  d  tale  che,  qualunque  sia  la  lìnea  s  ap- 
partenente al  circolo  di  raggio  3  col  centro  in  {a,b)  o  a  quella 
parte  di  questo  circolo  che  appartiene  a  C,  è  |//"(a%y)dC,-L|<7, 

ed  allora  scriveremo  lim  J /*(«?, y)rfCi=:L.  Ora,  se  esiste  L,  po- 

Oi=C  Ci 

niamo  la  definizione 

fna>,y)dC=ìim  ffix  ,y)dC, 

e  C|=C   Ci 

e  diciamo  che  f[x,y)  è  integrabile  in  C. 


è&5 
Indicate  con  C\  C  le  parti  di  C  che  rimangono  togliendone 
le  parti  limitate,  nel  modo  detto,  dalle  linee  s'  ,s"  e  con  r  la 
parte  di  C  limitata  da  s' ,  s"  (con  qualche  parte  del  contorno 
di  C  se  il  punto  (a,b)  è  sul  contorno),  si  vede  che  la  condi- 
zione necessaria  e  sufficiente  alla  esistenza  del  limite  L  è  che, 
per  ogni  numero  positivo  a,  esista  un  numero  positivo  d  tale 
che,  qualunque  siano  le  solite  linee  s\8"  appartenenti  al  cir- 
colo di  raggio  d  col  centro  in  (a,&)  o  a  quella  parte  di  esso 
che  appartiene  a  G,  sia 


\jnoo ,  y)dG  -Jfix ,  y)dC"\  =  \jnx ,  y)dz 


e  C" 


<^. 


Questi  ultimi  integrali  sono  analoghi  agli  integrali  singo- 
lari per  le  funzioni  di  una  variabile. 

Si  intende  ora,  senz'altro,  come  si  procederebbe  se  la  fix^y) 
divenisse  infinita  in  altri  punti  di  G,  in  numero  finito. 

Passiamo  dalle  coordinate  cartesiane  x^y  alle  polari  p,0 
col  polo  nel  punto  (a,b)  mediante  le  formolo 

a?=i:a-h  5  cos9,  yz=:J  +  psen5, 
cosichè  sia 

\f{x ,  y)dCy  z=L  \f[p,  +  6  cos  0,  b-^p  sen  9)pdp  d9. 

Ci  Ci 

Se  la  /ix,y)  è  tale  che  per  tutti  *)  i  punti  di  un  certo  cir- 
colo di  raggio  r  col  centro  in  (a,J),  escluso  (a,J),  cioè  per 
0</><r,  0<5<27r,  sia 

lAa  +  p  cos  5,  b-k-p  sen  S)\pf'  < A, 


1)  Per  semplicità  supponiamo  il  punto  («,6)  interno  al  campo.  Sono 
semplici  le  modificazioni  da  introdursi  se  {a,b]  fosse  sul  contorno  di  C. 
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dove  A  è  un  certo  numero  positivo  e  a  è  positivo  e  <2,  la 
funzione  fi^tV)  è  integrabile  in  C. 

Invero,  se  indichiamo  con  Tj  la  corona  circolare   di   raggi 
5\5,  col  centro  in  (a,b)  e  dove  cJ'<(}<r,  abbiamo 

TA  ^  ^  y)  rf- 1    <   flA^-H  /5  cos  5,  *  f-  p  sen  5|  orfp  d5  <  A  fi^^-P  dpd5 

T,  Ti  Ti 

0  5' 

quantità  che  può  rendersi  minore  di  qualunque  quantità  pre- 
fissata prendendo  à  sufiìcientemente  piccolo,  e  qualunque  sia 
ò\  ove  0<c5'<cJ.  Ma  qualunque  siano  le  linee  s\s'  nel  circolo 
di  raggio  d,  potremo  sempre  prendere  <^  cosi  piccolo  che  sia 
T<Tj  e  quindi 

\f[^ » y)dA  <   \\f[(i  +  p  cos  5,  ft -h  p  sen  0)\odpd9 

X  T 


Se  invece  per  tutti  i  punti  del  circolo  di  raggio  r  la  fun- 
zione f{cc^y)  non  cambia  segno  ed  è 

\f{a^  [^  Q0s9,  J+6  sen5j|6f*>  A, 

dove  y.>2,  la  f[0D,y)  non  è  integrabile  in  C. 
Invero  nel  campo  Tj  avremo 


1/ 
1/ 


f{'-,y)'dri 


> 


2rcA 


(S^  —  d'*-f)  se  a>2  e 


f{a>,y)dr. 


2-^ 
>    2itA   (log(J  — logJ')  se  fi  =  2, 


Ì9Ì 
quantità  che  crescono  indefinitamente  al  diminuire  di  d\  co- 
munque si  fissi  d. 

Esempi. 

1)  Per  valori  positivi  o  nulli  di  y  la  funzione  -^ diventa 

infinita  solo  per  .c=rO,  //  =  0.  Essa  è,  ciò  non  ostante,  integra- 
bile in  qualunque  campo  situato  al  disopra  dell'asse  delle  a, 
e  di  cui  faccia  pur  parte  il  punto  (0,0).  Invero,  presi  a,b  po- 
sitivi e  a<d,  abbiamo 


—2b  log  b — 2a  ìog(a  f  1  )  i-2a  log  a  M\/b  are  tg  [/b— [/a  are  tgl/a 

e  si  vede  come  si  possa  fissare  d  in  guisa  che  qualunque  sia  a 
diverso  da  zero  e  <  ft  questa  espressione  risulti  minore  di  qua- 
lunque numero  prefissato.  Se  poi  si  osserva  che  -^ è  sem- 
pre positiva  pei  valori  di  a?,y  che  consideriamo,  si  vedrà  fa- 
cilmente come  l'integrale  singolare  relativo  al  punto  (0,0) 
abbia  per  limite  zero,  e  quindi  la  funzione  ò  integrabile. 

V*  —  3C* 

2)  Non  è  integrabile  la  funzione]  ,  ^^  in  qualunque  cam- 
po cui  appartenga  il  punto  (0,0),  Invero,  sia  questo  punto  in- 
terno al  campo  C;  indichiamo  con  G,  il  campo  rettangolare 
determinato  dalle  rette  xz=ia\xz=: — a\  y  =  J',y  =  —  b\  avendo 
preso  a\b'  in  modo  che  questo  rettangolo  appartenga  a  C,  e 
C3  il  campo  C  da  cui  si  tolga  Cg;  avremo  J=J+J.  Affinchè 

e         Cj       C3 

"T-i 2^dCi,  essendo  Ci 

Ci 

il  campo  che  si   ottiene  da  C,  togliendone   la  parte   racchiusa 


^98 

da  una  linea  s  qualunque  che  gli  appartiene  e  che  racchiuda 
il  punto  (0,0).  Per  linea  s  prendiamo  il  contorno  del  rettan- 
golo  determinato  dalle  rette  a:  =  a,  a?iz:  — a,  y  =  J,  f/=z — i, 
dove  a<id,  b<^b'. 
Abbiamo 

C]  0  &  a  0 

0  a  0 

a' 

a 

quantità  che  non  ha  limite  determinato  quando  a,b  conver- 
gono comunque  a  zero.  Non  esiste  quindi  il  limite  dell'inte- 
grale esteso  a  Cj  quando  la  linea  qualunque  s  si  serra  comun- 
que al  punto  (0,0). 

Questo  esempio  ci  fa  vedere  come  possa  esistere  il  limite 
per  speciali  lineo  s  serrantesi  al  punto  di  infinito;  se   suppo- 

a' 

niamo  qui  a  =  ft,  il  limite  esiste  ed  è  tt  —  4arctg-Tr- 

Notiamo  ancora  che,  la  funzione  non  essendo  integrabile  in 
un  campo,  possono  però  esistere  gli  integrali  Jdxjf(x  ,y)dy  ^ 
Jdyjf{x,y)dx  estesi  al  campo  stesso.  Nel  nostro  caso  non  ha 

-rTT — Ts^C,  essendo  C  il  rettangolo  delle  rette 

e 
/pznO,  y=:::0,  a?=:zl,  y  =  l,  ma  abbiamo 

11  11 

0  0  0  0 

(Vedi  esercizio  12  a  pag.  252). 
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S)   Si   ricoilosce    subito    la    integrabilità    della    funzione 

f{r > y )  =  r/^ _ ^.t  ^  (y  —  bfY  '"  ^"  ^^"^^^  ^"'  appartenga  il 
punto  xi=.a,  y^'b,  se  n<l,  perchè,  posto  a7Z3a-f-/5Cos9, 
y  =  i  +  /5sen9  è  sempre 

/&*Y(a  +  f cos5,*  +  |&sen5)=l  e  2n<2, 

e  la  non  integrabilità  se  n>l. 

Così  pure  si  riconosce  la  integrabilità  della  funzione 
[log(a?*  4- y*)!** , n > 0 ,  in  qualunque  campo  cui  appartenga  il 
punto  (0,0). 

102.  Supponiamo  ora  che  la  f{x,y)  divenga  infinita  in  tutti 
i  punti  d'una  linea  s  appartenente  a  C.  Circondiamo  la  linea 
s  con  una  linea  $|  ed  indichiamo  con  Ci  il  campo  C  da  cui 
venga  tolta  la  parte  limitata  da  S|  sola,  o  insieme  a  pezzi  di 
contorno  di  C  se  la  s  ha  qualche  punto  in  comune  col  contor- 
no 0  forma  parte  od  é  tutto  il  contorno  di  C.  La  f{x,y)  è  in- 
tegrabile in   Ci;  e  diremo  che  jf{x,y)dGx  ha   un   limite  L 

Ci 

quando  la  linea  Sj  si  serra  comunque  alla  s,  se,  dato  ?,  esiste 
un  numero  d  tale  che,  qualunque  sia  la  linea  s^  appartenente 
a  quella  parte  T  del  piano  determinata  da  un  circolo  di  raggio 
à  che  scorre  col  centro  sulla  s,  o  a  quella  parte  di  T  che  ap- 
partiene a  C,  risulti  \ff(x,y)dCx  —  L|<'7,  e  scriviamo 

Ci 

Quando  esiste  L  diciamo  che  la  f{x,y)  è  integrabile  in 
C,  e  poniamo  la  definizione 


fn^,y)dC  =  ì\mJno^,y)dC, 
0  Ci=<rci 


Anche  qui  si  vede  che  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 
alla  esistenza  del  limite  L,  e  quindi  alla  integrabilità  di  f{x,y) 
in  C,  è  che,  dato  a,  esista  un  o  tale  che  per  due  linee  qua- 
lunque Si^Si  appartenenti   alla  corrispondente  parte  del  piano 
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T,  0  a  quella  parte  di  T  che  appartiene  a  C,  sia 


CI  Cg  Y 

indicando  con  t  la  parte  di  C  limitata  da  s^Sj  sole  o  con  qual- 
che pezzo  di  contorno  di  C. 

Passiamo  dal  sistema  di  cooordinate  x^y  ad  un  sistema  di 
coordinate  curvilinee  u,v  tale  che  la  linea  s^  sia  una  linea 
wzr:Mo  del  sistema,  e  cosi,  se  le  formolo  di  trasformazione  sono 
a?i=:9(w,t?),  yzii\>{%i,\')),  avremo 


jax,y)dC,=J¥[u,v) 


Ci 


3^    d'\f 


D(p  y\, 


dv   Ou 


du  do. 


Allora  se  esiste   un   intorno  della  linea  s,  cioè  della  linea 
te=:t«o,  tale  che  per  tutti  i  punti  di  esso  esclusa  la  lìnea  $,  sia 


<A, 


dove  0<a<l,  la  funzione  é  integrabile  in  C. 

Invero  se  indichiamo  con  Tj  la  parte  di  C  limitata  dalle 
curve  u'=Lu^^  u:=zu2,  tali  che  comprendano  tra  loro  la  curva 
w=t^o»  avremo 


«2  «t 


T,  T,  "l  »1 

i       r 

quantità  che  può  rendersi  minore  di  qualunque  quantità  posi- 
tiva prefissala  fissando  u^  sufficientemente  vicino  a  Uq  e  per 
tutti  i  valori  di  Ui  compresi  tra  Mq  e  w,.  Da  ciò  si  riconoscerà, 
in  modo  analogo  a  quello  tenuto  nel  numero  precedente,  la  in- 
tegrabilità di  f(x,y)  in  C. 
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Se  poi  F(u^v)  non  cambia  segno  in  un  intorno  della  linea 
s,  e  risulta  in  esso 


^f-'K.^^-!!.^)'»— " 


>A, 


dove  ;jt>l,  si  vedrà  in  modo  analogo,  che  la /*(-c ,  ?/)  non  è  in« 
tegrabile  in  C. 

Esempi. 


1)  La  funzione  —  è    integrabile  nel   circolo   col 

centro  nell'origine  delle  coordinate  e  di  raggio  r,  quantunque 
diventi  infinita  sul  contorno  del  campo  di  integrazione.  Invero, 
passando  dalle  coordinate  cartesiane  alle  polari  p,0  la  linea  s 
Della  quale  diviene  infinita  la  funzione  integranda  è  la  linea 
pr=r,  ed  abbiamo  per  p<r, 


f'ì/r—p 


1 


Si  vede  poi  subito  che 

dC 


L 


yt*—x*—y* 


[/f+ 


:  =  2nr. 


<l/» 


La  funzione 


1 


-|   non  è  integrabile  in    qualunque 


r*  —  X*  —  y* 

campo  cui  appartenga  totalmente  o  in  parte  il  circolo  a?* -fy'  =  r*, 
perchè  se  a;*-*-y*<r*  la  nostra  funzione  è  sempre  positiva,  e 
sempre  negativa  se  a;*-hy*>r*,  e 


/^(^'— /');:ì— 7.= 


p-br 


> 


Po 
2r 


2pi' 


se    po<P<r 


»     h<^<p<pi' 
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2)  La  funzione 


1 


è   0  non   è   integrabile   in    un 


campo  cui  appartenga   una  parte  della  parabola  y*zz2px,  se- 
condochè  .a<l,  o  a>l. 

Ponendo  x=v,  y*zz:2wt?,  si  passa  dal  sistema  cartesiano  al 
sistema  u,v,  pel  quale  le  linee  t?=cost  sono  rette  parallele 
all'asse  delle  y,  e  le  linee  w^cost  sono  parabole  di  cui  fa 
parte  la  parabola  i/*=z2px,  corrispondendo  questa  a  ic=:p.  Os- 
servando che  ora  è 


si  riconoscerà  facilmente  quanto  abbiamo  asserito. 

Cosi  ad  esempio  se  il  campo  C  è  la  parte  di  piano  al  disopra 
dell'asse  delle  oo  compresa  tra  la  parabola  y*z=z2px.  Tasse  delle 
a;  e  la  retta  xz=:a,  dove  supponiamo  p>0,  a>0,  è 


j, 


dG 


\/2px—y' 


an 


103.  Relativamente  agli  integrali  doppi  in  un  campo  che  si 
estende  all'infinito,  o  campo  infinito,  faremo  queste  poche  con- 
siderazioni. 

Intendiamo  per  campo  infinito  un  campo  tale  che  descritto 
col  centro  in  un  suo  punto  un  circolo  di  raggio  comunque 
grande,  vi  è  sempre  qualche  punto  del  campo  fuori  del  circolo. 

Il  campo  infinito  G  lo  assumeremo  come  limite  di  un  campo 
finito  Ci  che  secondo  una  certa  legge  varia  in  guisa  da  ten- 
dere a  divenire  il  campo  C,  ciò  che  potrà  realizzarsi,  supposte 
le  linee  del  contorno  di  C,  determinate  da  uno  o  più  para- 
metri, facendo  crescere  indefinitamente  alcuni  o  tutti  i  para- 
metri 0  facendoli   avvicinare  a  certi  determinati  valori.  Cosi 


303 
ad  es.:  tutto  il  piano  potremo  coDcepirlo  come  limite  di  un 
rettangolo  i  cui  Iati  crescono  indefinitamente  comunque  op- 
pure con  una  certa  legge,  od  anche  come  il  limite  di  un  circolo 
di  raggio  indefinitamente  crescente  e  di  centro  fisso,  e  ciò  a 
seconda  del   problema  che  si  tratta. 

Allora,  supposto  che  esista  l'integrale   ffiv,i/)dCi,   per 

Ci 

quanto  grande  diventi  C|  secondo  la  legge  stabilita  e  che  esi- 
sta il  limite  di  questo  integrale,  quando  i  parametri  che  fissa- 
no i]  contorno  di  G|  variano  nel  modo  sopra  indicato,  poniamo 
per  definizione 

ff{x  .y)dG=i  ìimffix ,  y  )  dC, . 

e  Ci 

Se  poi,  per  la  natura  del  problema,  il  campo  G  dovesse  con- 
siderarsi come  limite  di  un  campo  finito  qualunque  Ci  comun-  . 
que  tendente  a  divenire  C,  ed  esistesse  ff{x^y)dGx  qualunque 

Ci 

sia  Ci  e  comunque  grande,  ed  esistesse  un  unico  limite  di  que- 
sto integrale  per  qualunque  Cj  comunque  tendente  a  G,  questo 
limite  lo  assumeremo  come  ff[x,y)dG.  Notiamo  che  propria- 

mente  questa  sarebbe  la  definizione  di  integrale  doppio  esteso 
ad  un  campo  infinito,  che  corrisponderebbe  a  quella  data  per 
gli  integrali  di  una  funzione  ad  una  variabile  estesi  ad  un  in- 
tervallo infinito. 

Esempi 

1)  Il  campo  infinito  G  sia  la  parte  del  piano  limitata  delle 
parti  positive  degli  assi  delle  ascisse  e  delle  ordinate  conside- 
rato come  limite  del  rettangolo  limitato  dalle  rette  a?:r=0,  //=0, 
xziza,  y=.b^  quando  a,i  crescono  comunque.  Avremo  allora 

ah  a 

c      dc  V    Ci   r      ^ìi  1-    r        bdx 

I  r:r:Iim      dx  =  =:  lim 

J  |/(H-x«H-yV        «f- J        J  (/(l+^«4-/)  J  (I  -hx«)(/l+a?H&' 

e  "-"o  0  0 

=  lim are tg    .  =  limare  tg  ■'■    ■  =:  -rr-. 


l/_I_     _1_ 
Y  a*b*  "^  ** 
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La  stessa  parte  del  piano  possiamo  considerarla  come  li- 
mite di  un  quarto  di  circolo  di  raggio  r  col  centro  nell'origine 
delle  coordinate,  quando  r  cresce  indefinitamente.  Chiamandola 
allora  C  avremo,  usando  le  coordinate  polari, 


I  -T===  =  lim   \  dO   I  — ^—^g  =  hm r=r  =  -^ 

Jl/(l-f^*4-//V      ^=«J       ^  nA-c.^\r      ^-2    |/l^r*         ^ 

2)  Consideriamo  ancora  il  campo  precedente  C.   Avremo 

a  b 

ì  seu{x*-\-y^dC  =  lìm  idx  j  sen(a?«-hy*)rfy 

0  *~*0  0 

ab  a  &  _ 

mi  imi    isen{x*idx  Ccos(i/*)di/-\'   j  cos(a;*)dx  rsen(^*)rfy|  =-— 

0  0  0  0 

(vedi  n.  90). 

Si  consideri  invece  la  stessa  parte  del  piano  come  limite 
di  un  quarto  C,  di  circolo  di  raggio  r  col  centro  nell'origine, 
quando  r  cresce  indefinitamente,  cioè  sia  il  precedente  campo 
infinito  C.  Allora  la  stessa  funzione  sen(a:*-f  y*)  non  è  integra- 
bile in  C,  perché,  usando  le  coordinate  polari,  è 


j  8eii(x*  -f  j/*J  dCi  z=:  j  d^j   ip  sen(/i*)  df^zz:—    i  p  sen(/>')  dp 


Ci  0  0 

71 


=  _[l_cos(r*)], 

che  non  ha  limite  determinato  per  r  crescente  indefinitamente. 

3)  Il  campo  infinito   C   sia   la  parte  del  piano   al   disopra 

dell'asse  delle  a;  limitata   dall'asse  delle  x  e  dalla   parabola 

p*=.2px,  considerato  come  limite  del  campo  Ci  compreso  tra 
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il  ramo  superiore  della  parabola  l'asse  delle  ^  e  la  retta  a:=a, 
quando  a  cresce  indefinitamente. 
Avremo 

0  0  0 

_  y    n    r  dx 1^  r      di?      1  _  J_  jr 1_  ..      r      dx 

""a™L2  J  \^a?'  2  J  x^-^2px+ì\  —    2     Z         2    a=J  ««  +  2px-h] 

0  0  0 

e  perciò  (Vedi  es.  :  2  a  pag.  4 1) 

—         ■  l-^(|/l — p' — l)-harcsenp|     se    p<l 
l2(/l_p«L2  ^^         ^         ^  /-j  /- 

0  I 


Esercizi 

1.  II  campo  C  sia  costituito   dai  valori  di  .x',y  pei  quali  è 
a?*4-y*<r';  allora  è 


K 


2.  Campo  C:   valori   positivi  o  nulli   di  co,  y  pei    quali 
a*+y*<J*,  a;*-f  y*>a*,  a<é.  Se  n  è  intero  positivo  abbiamo 
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//1.3.5...(n-l)   /a«-^-*»+*   ._„,     ,     ^,     \ 
1  per  n  pari 

X"  logia* +  i/*)dC  =  ) 

U^6.  (n  -  1)  (a'^-^'^V,«^iog,,a^ioga) 

3.5...(n-f  2)   \     n4-;i  ^  / 

\  per  n  dispari. 

3.  Il  campo  G  sia  la  parte  del  piano  compresa  tra  le  due 
parabole  y^z=z2px,  a?*=z:2px; 


G 

4.  Campo  C   sia   la  parte  del  piano  limitata  dalle  curve 
y^  =  2px,  (T.*-^  y*  —  4px  =  0,  a?'H-y»— 4pa?+3p*  =  0; 

c 

5.  Campo  C  parte  del  piano  tra  rette  arzuO, y=a:,  a;-i-yi=l. 

Jy[/(xry)'^y'dC  =gl^  (2251/5-319) 


(si  ponga  x  +  y:=zu,  y=zuv). 
6.  Si  provi  che 


arctgA     -^ 
ab  a     COS0 


fda?  j /'(a7,j/)dy=  jrf^  Cf(pcos9,psen0)pdp-¥  Cd9  Cf{pcos9,psen9)pd;^ 

^  '  ^  arctg2     « 


7.  II  campo  C  sia  il   rettangolo  formato  dagli  assi  e  dalle 
rette  x  =  a,  y  =  b,  da  cui  si  tolga  il  rettangolo  formato  dagli 
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^a  b 

assi  e  dalle  rette  x= — ,  yzr  —  (m>l). 

^.^^0=  -^jr-  (««arctg  --yarctg-^). 


8.  Campo   C:    valori    positivi   o   nulli   di   af,y   pei  quali 
o'       0*  — 


e 

essendo  z  data  dalla  equazione 

(8i  ponga  xrzasenScosf,  v=^sen$6enf  e  si  prendano   0^(f 
per  nuove  variabili). 

9.   Campo   C:   valori  positivi   o   nulli    di    r  ,  y    pei   quali 
a?  +  y<*,  ft>0. 

h 

jf{T + yyc-'  y»-'  dC = ^^^^  JrW^"*"-'  <?^.  m  >  0.  n  >  0. 


C 

Ad  es.  : 


J         ^  r{m4-n+l) 

e 
10.  Campo  C:   valori   positivi  o  nulli  di  co,y  'pei   quali  è 
(^J  +  (^y<i,  p>0,  Qr>0,  a>0,  J>0,  i>0. 
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^f^  dz,  m>0,n>0. 


Ad  es:  se  il  campo  G  ò  la  parte  del  piano  limitata  dalla 

a*       V* 
ellisse  — r+4T=lt  ^  *n,n  sono  interi  positivi  è 

jx      y       au-      ^  1.2..(w  +  n) 

C 

11.  Campo  C  limitato  dal  circolo  x'^-^y^^^r^. 

r 
0  -r 

12.  Campo  C:   valori  positivi  o  nulli  di  x,y  pei  quali 

c 

13.  Sia  la  f{x,y)  finita  e  integrabile  in  un  campo  G.  11 
rettangolo  determinato  dalle  rette  xz=:a,  a)=zb,  y  =  <Xy  y  =  ^ 
sia  interno  al  campo.  Si  dimostri  che  l'integrale 

CdxCf((V,y)dy 

a  a 

considerato  come  una  funzione  9(&,/3)  dei  limiti  superiori  d,/3 
è  funzione  continua  delle  variabili  b,^.  Inoltre,  se  f[(C,y)  è 
continua  in  G,  è 


14.  Se  la  funzione  f[x)  4  integrabile  nell^  intervallo  (a ,  d), 
la  (^(x)   nell'intervallo   (^e , /3),  il    prodotto  dei  due  integrali 

ff{oc)dx^  Jtf{x)dx  si  può  trasformare  nell'integrale  doppio 

a  a 

della  funzione  f\x)  (^{y)  esteso  al  campo  rettangolare  C,  deter- 
minato dalle  rette  a:  =  a,  xznb,  y  =  a,  y=i3  cioè 

(^Jfix)  rfn?)  /j<,{x)  dx)  =:  jf{x)  ^(y)  dC. 


15.  11  campo  C  sia  costituito  dai  valori  di  x,y,  pei   quali 

/dC 

G 

Si  ponga 


X  z=  sen  ^1/ 1  —  m^  sen*  9,  yziKJOsycos?, 
e  si  provi  cosi  che 


ir  _«_ 

s       ff 


J^       m'cos'6 
J  |/l-m*sen« 


m'  COS'  9  +  *l'  COS'  9  , ,  ,  TT 

,     .  ^ —  d/dy  =  -— , 


dove  w'-fn*=l. 
16.  Posto 


F(A)  =  f  ■     ^^  E(/fc)  =  fj/l  -  /fe*  sen»  $  rf5, 


dove  ft*<l,  si  provi  che 

F(ft)  E(fc')  +  F(*')  E(A)  -  F(A)  F(*') = |-, 
dove  A*+ft'*=l.  (Leoendre)- 


3Ì0 

.  17.  Sia  il  campo  ioànito  0  limitato  dal  ramo  superiore  della 
iperbole  xtjzziky  {k  positivo),  considerato  come  limite  del  campo 
compreso  tra  il  detto  ramo  di  iperbole  e  le  rette  :»  =  a,  y  =  J, 
quando  a^b  crescono  indefinitamente  comunque.  Allora 


X 


dC  1 


y\\  -h  a?«)       2k 


Integrali  maltlpll* 

104.  Dopo  quanto  abbiamo  detto  relativamente  agli  integrali 
doppi  estesi  ai  punti  d'un  campo,  crediamo  inutile  dilungarci 
a  definire  gli  integrali  tripli  estesi  ai  punti  di  un  campo  li- 
mitato da  una  o  più  superficie  nello  spazio.  Ognuno  intenderà 
senz'altro  che  cosa  debba  intendersi    per    ff{x  ^y ,z)dT,  o 

T 

fjff[t , y , J2) dT,  JJffi^ ,y  ,z)dxdy  dz  esteso  ai  punti  {x,y,z) 
del  campo  T.  Come  pure  si  intenderà  subito  il  significato  di 
integrale  multiplo  (n^^^®)  della  funzione  f{Xi^x^y,..x^  esteso 
ai  punti  di  un  campo  T  ad  n  dimensioni,  determinato  da  certe 
condizioni  che  limitano  l'arbitrarietà  delle  variabili  x^^Wf-x^, 
integrale  che  indicheremo  con 

ff{x,,x^,...x^)d:V 

0  con 

ff...ff{Xi,x^,.,.Xn)dx,dx^.,.dx„. 

Valgono  teoremi  analoghi  a  quelli  dimostrati  per  gli  inte- 
grali doppi,  come  si  può  facilmente  verificare.  Ogni  integrale 
multiplo  (nP*^)  può  ridursi  al  calcolo  successivo  di  n  integrali 
semplici. 

Cosi  pure  il  cambiamento  di  variabili  in  un  integrale  mul- 
tiplo si  efi'ettua  come  in  un  integrale  doppio.  Cioè,  se  le  for* 
mole  che  esprimono  le  variabili  0?^ ,  a:, ...  a:^  colle  nuove  varia- 
bili yi,y2..-yn  sono  le 


«ft=?n(yi,y«i...yft). 


£ 
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indicato  con  A  il  determinante  Jacobiano  delle  x  rispetto  alle 
^,  cioò  posto 


A  = 

a?, 

^9,             9  9, 

3?, 

3?,             3<p, 

oj^. 

i>yt  ""  ay» 

gli  integrali  dei  due  membri  essendo  estesi  al  campo  T. 

Quanto  abbiamo  ora  compendiosamente  accennato  verrà  me- 
glio dichiarato  coi  seguenti 


Esempi 

1)  Essendo  cc^y  ^z  coordinate  cartesiane  ortogonali,  il  campo 
T  sia  il  parallelepìpedo  determinato  dai  piani  a;=0,  ^=0, 2  =  0, 
xzna,  y=.b,  z=Lc. 

Allora  abbiamo 

afre  a         e         h 

//(^ ,  y ,  ^)  dl=jdxjdyff{x  ,y,z)dz  =JdxJdzjf{x ,  y .  z)dy 

T  0  0  0  ODO 

ìt         a       e 

=  Jdyjdxjf(x  ,y,z)dzz=... 

0  0  0 

2)  11  campo   T  sia  costituito  dei    punti  le  cui  coordinate 
x^y^z  soddisfanno  alla  relazione 

«t  ^  /i»  ^  ^  ^  *' 
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Allora 


J/{x,,j,z)dT=CdxJd:/         jnx,y,z)d3 


—a  t, 


—e 

e 


Ad  es.:  se  f{a  ,y  ,z)-=.a?,  è 


irVa^-a? 


0  0  0 

3)  Il  campo  T  sia  la  parte  di  spazio  limitata  dal  piano  z=A 
e  dalla  parte  di  superficie  conica  .r'4-y*^= -r^^',  che  è  al  di- 
sopra del  piano  delle  x,y.  Vogliamo  calcolare   f(a?*4-y')dT. 

T 

Passiamo  dalle  coordinate  x,y,z  alle  p,S,z  colle  formole 
x=zpcos9,  y=zpsen%  zzizz 
{coordinate  cilindriche).  Allora 


ri 
tir         ft  A 


^{x^  +  y')dT=  ^p%d:dz=CdS  Cdz  Cp^dp=^^. 


0  0  0 


i    ..±. 


ài3 

4)  Sì  voglia  calcolare  1=  f  C  Ce^^-*^     dxdydz 

steso  al  campo  limitato  della  sfera  x*-hy^-{-z*=zt^.  La  funzione 
integranda  è  integrabile,  quantunque  diventi  infinita  nel  centro 
della  sfera.  Passiamo  dalle  coordinate  cartesiane  alle  polari 
p,5,c)  mediante  le  formolo 

z=fJC0s9,  ^=j&sen5cos9,  y^zpsenJseny 
(vedi  D.  200,  voi.  1**).  Osservando  che  A=/i*sen5,  abbiamo 

ir  ìk        r 

0  0  0 

5)  Si  voglia  calcolare 

esteso  ai  valori  di  a7i,a?f..^n  soddisfacenti  la  relazione 

Passiamo  dal  sistema  di  variabili  o  coordinate  x^,a)t...Xn 
ad  un  sistema  analogo  al  polare  (coordinate  polari  nello  spazio 
ad  n  dimensioni)  mediante  le  formolo 

a?,  =  |!5COs5, 

a?,zi:psen5iC08  5, 

x^ = p  sen  ^1  sen  ^,  cos  ^j 

•        ••••• 

a;„-i  z=  p  sen  5^  sen  5,  sen  ^a  • . .  s©n  5,j_3  cos  9^^^ 

Xf^i  -zzp  sen  5,  sen  %  sen  $3 . . .  sen  9^^^  sen  5„^  cos  5^_, 

a^   =:f  sen  9i  sen  5,  sen  %.,.  sen  5^,  sen  9^^^  sen  $,»_,  ; 
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si  otterranno  tutti  i  punti  dello  spazio  ad  n  dimensioni,  cioè 
tutti  i  valori  delle  a?,  facendo  variare  p  da  0  a  oo ,  !, ,  5„ . . .  S^^^ 
<ìa  0  a  TT  e  5,^i  da  0  a  2k. 

Per  calcolare  il  determinante  lacobiano  à  osserviamo  che 

da  cui 

Xn  =  |//^*  — Xf— ir|  — .  — ^;^ 

formiamo  à  scrivendo  nella  prima  linea  le  derivate  di  ^„  rap-^ 
porto  a  p,^i,^t'.^n^i  che  sono  * 

Le  altre  linee  seguenti  sono 


Op     '    0?» 


^1 


Moltiplicando  gli  elementi   della  seconda  linea  per   — ^  , 


-r. 


quelli   della  terza  per  — ^,..  quelli    dell' ultima   per   — ^^^    e 

sommando  agli  elementi  della  prima  linea  i  corrispondenti  delle 
altre  linee,  cosichè  il  valore  del  determinante  è  rimasto  inalte- 
rato, si  ottiene  un  determinante  in  cui  sono  nulli  tutti  gli  eie* 
menti  da  una  stessa  parte  della  diagonale,  ed  abbiamo  cosi: 

i—  A  £^  Ì|L ...  i^=(_i)n-Yn-isenn^e;sen"-^5,.,  sen•5^se!lv,_^ 

^n    ^h     ^^t  ^'^n-l 

Cosichè  avremo 
1=  r  r...  CeP'*p'^^sen'^*5^sen**^^6^..sen6^^dpd'^,d9^.,dC,^S^ 


pi 


3tS 


esteso  al  nostro  campo  di  valori,  ossia 


X9  -K  w  n 


Izz 

0 


f 


1  = 


e  quindi,  osservairio  che  j  8en"*fld5zii2  j  sen"*$d9,  e  che 

0  0' 

5.  « 

T  t 

Jserr*5d9.  I  sen**"^*Wz=  ^, —  (m  int.  pos),  troviamo 
J                        2(m-fl)  ^     ' 

0  0 

2.4.6,.(n^2)n(T>)'  ^^        ^    ^  P"^^ 

3.5.7..(n-:2)n(2")'  ''        ^    ^  ^^^P"^^' 

6)  Si  voglia  calcolare  l'integrale 

love  mi,m,...?nM  sono  numeri  positivi,  esteso  ai  valori   posi- 
)vi  0  nulli  di  Xi,Xt.,Xn  soddisfacenti  la  relazione 

È  facile  trovare  i  limiti  degli  integrali  rispetto  a  ciascuna 
Variabile,  perchè,  se  supponiamo  fissati  ^i ,  a?, . .  a?,^i  allora   x^ 
atra  variare  da  Oa  k — a?,  —  rr, — .. — a?«-i;  se  si  suppongono 
[fissati    ir, ,arg..x,^,   allora  x^^x   potrà  variare  da  0  a 
|A— Ti — Xt  —  Xn^j  6  cosi  via,  cosichè  avremo 


i^flpi— tìfj 


1— fl?!— tìJj— , .— <D,|.^| 


-  far  *i-»c?X|  Cx^^^dxt  Cx^^^dx^ ...  faJn'^^'^/'C^i  +  Jf»+ . .  +  x«)da?„. 
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Se  fosse  /*(a?i-f  ^t  f  +aJn)nl,  servendoci  della  formola 

a  1 


si  arriverebbe  facilmente  ad  esprimere  V  integrale  mediante  le 
funzioni  gamma. 

Nel  nostro  caso  giova  fare  il  seguente  cambiamento  di  va- 
ri bili 

ar,=WiW3(l— w.) 

a?3=:UiU4(l— w,)(l— w,) 

X^  =  U^Uti  (1  —  t*,)  (1  —  w,)  (1  — U4) 


^n-i  =  w,Wn(l— w,)(l— Ws)(l— W4)...(l— u^i) 

(la  nota  trasformazione  yiziut?,  a;=iw(l — v),  adoperata  nell' e- 
sercizio  ò""  a  pag.  306  è  caso  particolare  di  questa),  dalle  quali 
formole  ricaviamo 

Xi  -f  fl?j  4- . . .  +  a:^ = Wj , 


e  vediamo  cosi  che  esauriremo  tutto  il  nostro  campo  di  valori 
delle  X  attribuendo  alla  Ui  i  valori  da  0  a  A  e  a  ciascuna 
delle  altre  variabili  u  i  valori  da  0  ad  uno. 

Indicata  con  Xr,  la  derivata  di  av  rapporto  ad  u^ ,  abbiamo 
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A  = 


Xn 

x„ 

"hi 

a-a 

a?M 

J^ 

*88 


0 
0 
0 


^n^ll      ^w— 18 ^n^in 

^nl  ^m       ^'nt% 

ma  la  relazione  a:,-f^8+.4-iPn=Wi  ci  da 

^n  +  aTji-f  0-31  -f . .  +  r„i  =  1 , 

a?34  i- . .  -f  a?^  =  0, 


cosichè  se  agli  elementi  della  prima  linea  nel  determinante  A 
sommiamo  i  corrispondenti  delle  altre  linee,  poi  nel  determi- 
nante cosi  ottenuto  agli  elementi  della  seconda  linea  quelli  delle 
linee  terza,  quarta  etc.  e  nel  nuovo  determinante  agli  elementi 
della  terza  linea  quelli  della  quarta  etc.  e  cosi  via,  trasforme- 
remo A  in  un  determinante  avente  nulli  gli  elementi  da  una 
parte  della  diagonale,  gli  elementi  della  quale  risultano 

cosichè 

|A|=Ui--^(l-u,)«-«(l-t^)-^...(l-t^^)«(l-u^O. 
Si  troverà  quindi  facilmente 

k  1 

0  0 

1  1 
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e  perciò 


r(mi  fm,-h..-fmj  J'^  ^    '  " 


formola  di  Lwuville,  genersLÌizzdLZÌone  di  un'altra  ottenuta  prima 
dal  DmcA/^^ corrispondente  al  caso  ft=l,  /l[.r,-f4?,4-..+a:„)i=l, 
cioè 

j_     r(m,)r(m,)..r(/nj 


r(mi  +  m,-h..-+-m«+  1) 


7)  Si  può  ancora  ridurre  alle  funzioni  gamma  e  ad  un  in- 
tegrale semplice  l'integrale 

J  J  J  (l+^^  +  ^y  +  cjs)"***^  -^ 

dove  m.p.q.a^b.c  sono  quantità  positive,   esteso  ai    valori 
positivi  0  nulli  di  x,y,z  pei  quali  x-hy  fz<i,A  positivo. 
Posto  "" 

/•.  X       r,    r,    r,     a»"-'y'^'a«-V(*+y  +  «) 


è  i=nk). 

Poniamo  inoltre 

o— «— »  p— « 

J»^  X*"'' V''~' ^^~' <^2  ^ 


0 

ed  avremo 


/•(p)=:J^(p  — a:)d^. 
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DerivaDdo  rapporto  a  p,  ed  osservando  che  possiamo  deri* 
vare  sotto  il  segno  integrale,  otteniamo 


ma 


p-or 


di{p — x) r^9{p  —  ^  —  .v)  .   r  D<p(p  —  X  —  y) 


(]{|9 


=a(0)4-J^^^^-J--^^d,=J^^<^-;-^^  cly, 


e  perciò 


P        p-« 


0  0 


Poniamo  nell'integrale  interno  y=(f> — a?)yi,  e  poi  x=:pXi, 
0,  ciò  che  è  lo  stesso,  cambiamo  nell'integrale  doppio,  che  è 
esteso  ai  valori  positivi  o  nulli  di  x,y  pei  quali  x-hyKp,  le 
variabili  x^y  nelle  x^.y^  colle  formolo  x-=ipxi ,  y  =/>(!  —  Xi)yi; 
otteniamo  cosi 

yr'(i-y.)'-' 


0 

1 


py.j 


'  [l-f/^c+(a— c)/)a?,-ffi(*— c)y,{l  — a;,)"^-*^ 

0 


320 


1 

0 

J  "  '•   [l+fC+(o— e)  ^a;,+,.(ft-c)y,(l  -«?,)]•»+'+« 


Nella  ultima  forinola  del  n.  92  pag.  267  poniamo  &  =  >. +  ^, 
c  =  \> — X,  abbiamo 


p  (l-»)''-'.V<'-'dy   _  1  np)V{q) 

^       J  [p+>y+>(l  - y)T*^  —  (X  +  pi)' (a  +  vY    l(p  +  g)  ' 

0 

usando  queste  formolo  si  ottiene 


^r(m)r(p)r(g)         /•(p)pm4>-f«-i  

r{OT  +  p  +  g)    (l+pa)'»(l+,5&)«'(H-fc/' 

dalla  quale,  integrando  rispetto  a  p  tra  i  limiti  0  e  A  ed  os- 
servando che  f\Qi)^Q,  risulta 

fik\-i -  r(»')r(p)r(g)  / mr**^-'dp 

/\  )  Y{m  +  p  +  q)  J  (l  +  par(l+pj)'(l+/3c)'' 

0 

In  modo  analogo  si  giungerebbe  alla  formola  generale 
0 
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dove  mi...m,„  ai...a^  sono  positivi,  e  il  campo  di   integrazione 
è  costituito  dai  valori  positivi  o  nulli  di  Xi,  :c2...XnPei  quali 
Xj-f  a-g-t  ...+a?^<i,ft>0  (Schlòmilch). 


Esercizi 

r  r  r  dxdydz COS'I         4     nr^       ^       ,, .  ^        , 

1.  I    I    I  -i — ^ — 7 Ti=-n r»  «>^»  1  integrale  es- 

sendo  esteso  ai  punti  or^y^z  pei  quali  x^-hy^-\- z^<r^,  avendo 
indicato  con  '}  l'angolo  che  fa  coli' asse  delle  z  la  retta  che 
unisce  i  punti  (0,0,a),(x,y ,2;).  (L'integrale  rappresenta  l'at- 
trazione, secondo  la  legge  di  Newton,  esercitata  da  una  ma- 
teria omogenea  di  densità  uno,  che  riempia  una  sfera,  sopra 
un  punto  materiale  di  massa  uno  esterno  alla  sfera). 

2.  Campo  T  costituito  dai   punti   x,y,z  pei  quali  |;2;|<A, 

r (q— ^)rfT    ^^2T:[[/r'-^ (a - hf  —  l/r'^  {a  f  hf^2hl «>A» 

(attrazione  di  un  cilindro  retto  a  base  circolare  di  raggio  r 
omogeneo  di  densità  uno  e  di  altezza  2h,  sopra  un  punto  ma- 
teriale di  massa  uno  esterno  e  situato  sull'asse  del  cilindro). 

3.  Sia  il  cono  che  ha  per  vertice  l'origine  delle  coordinate 
e  per  direttrice  la  ellisse,  sul  piano  zi=:c>0,  la  cui  proiezione 

sul  piano  jzr=:0  ha  per  equazione  —^'{-  -^=1.11  campo  T  sia 

la  parte  di  spazio  al  disopra  del  piano  z=zO  compresa  tra   il 
cono  e  i  piani  a?zz:0,  y=:0,  zzizc. 
Abbiamo 


T 


21 


; 


4.     I    I    f  z=L  =:  — - — ,  l'integrale   essendo  esteso 

ai  punti  {x,y,z)  pei  quali  -c'-f-y*  +  (^ — af<à^  (Giova   usare 
le  coordinate  polari). 

,     ff  f^^£*^  =  4.1«g(i-), 

le  integrazioni  essendo  estese  al  campo  determinato  dalle  due 
relazioni 

**  4.  -^^  4.  ^*  <  1     ^   ,    t^*   .    ^*  ^  t    .  ^  1 


\  Pi  ^  Pt     '"     P«  /     • 


-?:'+•••+==-. 


PiPfP»        I 


p„     rf». 


l'integrazione  essendo  estesa  ai  valori  positivi  o  nulli  di  Xi,Xf...x^ 
pei  quali 

essendo  A,ai..AMPiv-Pn»Wi»— ^/*  numeri  positivi (Liouville). 
7.  Campo  di  integrazione:  valori  positivi  o  nulli  di  Xi,x^,.jr^ 
pei  quali  /Ti^i  +  iTe^'z 4- . . .  +  ^r^^'n <  1 ,  p,,p8,...p^  positivi. 

mp.p,...p„  1(1  +  ^4-...+ _«) 
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re      ra'i"''   . ..a;»"'» 
•^  ^       ^  |/l-x,'"-..-a;„''» 

_     ■('-irK7f)-'t^) 

\  W  Pi  Pn/ 

w,.W8...m^  positivi  e  m>0  nella  prima,  m>  1  Della  seconda 
formola. 

8.  Campo  di  integrazione:  valori  positivi  o  nulli  di  a?,  ,(ry.,x^^ 
pei  quali  a?l4 J-f-f.-.-f ir^<l. 


"^^''   '-(|-)Kt-4"  '■(f-)t 

Si  vede  cosi  che  se  n  è  della  forma  4ao  4tJL-f  2,  l'integrale 
è  esprimibile  mediante  tt,  se  n  è  della  forma  4'x-\-]  o  4a-h3, 

Ut-» 

9.  Joj-jA^+y)^  =  ^-^  [r(i)-AO)],  m>0,  k>0. 

0  0 

10.  Campo  di  integrazione:  valori  positivi  o  nulli  di  a?i  ,^2-^m 
pei  quali  a?i4-a?,-t-...fa?n<A:,  A:>0. 

0 

dove  m,,m,...a,,a,.,.,A  sono  quantità  positive. 


mediante 


r 
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11.  Campo  di  integrazione:  valori  positivi  o  nulli  di  x,y,z 
pei  quali  x-\- y  '\'Z<k,  A>0. 

k  —  x  —  y — z^ 


HJfiu^TW^Ò'^''-'"-''^'*''" 


\Xm)V{p)\\q)  r    {k-u)'^'^'^^''^ f[u)du    f     \^ak        \^bk       Udì 

0 

dove  m,p,q  ,a,b yC  sono  positivi. 

Vale  pure  la  forraola  analoga  pel  caso  di  n  variabili  (Schlò- 
milgh). 

(Si  ponga  r  integrale  triplo,  corrispondente  a  k^zp^  uguale 
a  (j^((j)  e  si  operi  come  nell'esempio  7  n.  101;  ma  si  coraioci 
poi  coir  integrare  rispetto  a  p  tra  0  e  i,  ponendo  a  tale  scopo 

' -  =  u,  dove 

l  +  ap 

c7=aT,  +  i()  —  y,)x,  +  c(l  — aj,)(l— yi), 
e  si  usi  la  forrnola 

r   {ì-!/Y-'y'-'dy    __  v{p)V{q)         1         \jp__    __g_l 

J  [^+vy+A(i-y)]«'+«+'  — r(p-i-g+l)(A+(x)»(.a+>)''  L^  +  {*        (^  +  >J 
ottenuta  dalla  {x)  n.  104  derivandola  rispetto  a  fx). 


3?5 


III.  ApplìcaÉiiì  degli  integrali  Miti. 


Bettiflcaslone  delle  curve. 

105.  Sia  yznyix)  funzione  univalente  di  x,  che  ammetta 
derivata  p\x)  integrabile  nell'intervallo  {x^,a)^  ^o<^>  cosi- 
che  sia 

(l)  J\/TTV^'  dx=ìiml^Xr\/TT^. 

dove  Xr  indicano  i  punti  di  divisione  dell'intervallo  {Xq,x)  nelle 
parti  Aa?„  e  yV  un   qualunque  valore   compreso  tra  il   limite 
inferiore  e  il  superiore  (questi  inclusi)  dei  valori  di  y'(x)  nel- 
r  intervallo  (Xr^i,  x^. 
Poiché 

^.=y\xr^^,^x,),  0<$,<1, 
e  possiamo  nella  (1)  prendere  y/=y'(a:^-f  9^Aa?^),  avremo 

ri/TTyp*  dx  =  lira  2  l/À^cVTÀ^J. . 

cioè,  indicando  con  s  l'arco  della  curva  piana  yz=:y{x^^  sup- 
ponendo Xyy  siano  coordinate  cartesiane  ortogonali,  le  cui  a- 
scisse  estreme  sono  Xf^,x^  risulta  (Vedi  volume  I,  n.  182) 
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È  facile  riconoscere  che  questa  forraola  sussìste  ancora  sé 
la  y'{x)  diviene  infinita,  mantenendosi  integrabile,  in  punti  in 
numero  finito  dell' intervallo  (x^.x). 

Se  X'=-x{y)  è  la  equazione  data  della  curva,  o  quella  che 
si  ricava  da  y=zy{x\  e  la  x{y)  ammette  derivata  integrabile 
nell'intervallo  (//oiy).  yo<.!/t  dove  yo»yi  indicano  le  ordinate 
degli  estremi  dell'arco  s,  avremo  parimenti 


Se   le   coordinate  dei   punti   della  curva  sono   date   dalle 
formolo 

dove  le  9,*^  sono  funzioni  univalenti  e  che  ammettono  deri- 
vate integrabili  uell*  intervallo  /ol^  (^o<Ot  si  vedrebbe  facil- 
mente che 


essendo  s  l'arco  di  curva  i  cui  punti  si  ottengono  facendo  va- 
riare la  variable  t  da,  fo  a,  t. 

Ricordando  che  l'elmnento  ds  di  curva  in  coordinate  polari 
/5,5  è  ds^zadi^^-^- fjWj^f  si  vede  che  l'arco  s  compreso  tra  due 
punti  di  coordinate  (/^o.^o)»  (p>^)  © 


,9o  Po 

oppure,  se  si  suppongono  le  coordinate  p,0  espresse  per  un 
parametro  f, 

t 


s-j<HV,\tf  +  ^0\l). 


327 

fesEMt>t 

1)  Si  voglia  determinare  la  lunghezza  dell^arco  s  compreso 

L        !L         1. 

tra  il  punto  in  cui  la  curva  x^  -ty  ^  =a  *  (Vedi  voi.  V  eser- 
cizio 1  pag.  527  e  a  pag.  508)  incontra  l'asse  positivo  delle  y 
e  il  punto  di  coordinate  (x^y),  essendo  x^y  positivi.  Dalla  equa- 

/  ±        ±\1 
zione  della  curva   ricaviamo  yiz:\a» — cc^  )*  ^ 

y  =  —  (a»*   —  a?V*^^"^»  l  +  v'*=(  —  )s  ©  quindi 


^  rdx        3     11. 


0       ^ 


Facendo  xz=ia  si  ottiene  tutto  l'arco  compreso  tra  i  punti 

in   cui  la  curva  incontra  le  parti   positive  degli  assi,   che  è 
3 
-^  a  ;  la  lunghezza  di  tutta  la  curva,  che  è  simmetrica  rispetto 

agli  assi,  è  perciò  uguale  a  6a. 

2)  Parabola  —  La  lunghezza  d'arco  s  di  parabola  y*z=.2px 
compreso  tra  il  vertice  e  un  punto  di  coordinate  {x,y)  è 

P  J  2p  '^  p 


a'  "•"  b* 


3)  Ellisse.  Per  la  ellisse  — ,-+  -^=1,  (a>i),  abbiamo 


dsz=:dx  l/i  4-      *^    ,  ossia,  osservando  che  dall'equazione  della 
'^  a^  //* 

curva  si  ricava  a^y*z=za^b\a^ — r*)  e   posto  e  =  i_fLlILiL. , 
a 

ds^zdco  1/  ^       ^  ^  ;   l'arco   s   compreso   trai   punti   (0,J), 
^      a* — X* 

(x ,  y)  è  perciò 


J      r     a'— «« 
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L'integrazione  non  si  può  effettuare  in  termini  finiti,  e  inte- 
grale dei  secondo  membro  è  un  integrale  ellittico  di  2*  specie 
(Vedi  n.  37)  ;  gli  integrali  ellittici  furono  appunto  cosi  chia- 
mati perchè  uno  di  essi  serve  alla  rettificazione  dell'arco  di 
ellisse. 

Posto  rr  =  a  seno^  abbiamo 

f       

s=ar  d<fP^l  — 6*sen'9. 

Studiando  la  rettificazione  delle  curve,  si  giunse  a  trovare 
delle  relazioni  semplici  tra  archi  di  curve,  che  presi  isolata- 
mente non  sono  rettificabili  in  termini  finiti.  Le  prime  ricer- 
che di  questo  genere  sono  dovute  a  Fagnano  (n.  aSinigaglia 
nel  1682,  m.  nel  1766)  e  sono  molto  importanti  per  loro  stesse 
e  perchè  furono  il  punto  di  partenza  di  ulteriori  studi  dovati 
ad  Eulero.  Egli  osserva  che  dalla  relazione 

da  cui 


si  ricava,  differenziando  e  dividendo  per  2/ia-, 
h{zdx  -f  xdz)  -f  /  (~  -f  —  j  =  0 


ossia 


'  y       n    g  +  fa^         r        iV  g+fi* 


da  cui 


Cdx\/l±h^\+   Cdz\/1±!^  = L=xz^C; 

J  Y     g^f^  J  V     g^fg*  [/-fi 
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ponendo  xrirO.  ed  osservando  che  allora  3  =  1/ ^,si trova 

1/^ 


C=rez,(/i±^eq«ind 
J        r    g  +  fz* 


J         '^     g  +  ra>*         J         y     g^fz^  [/-fi 

Ponendo  ora  g=^l=.a*,  h=:  —  e*,  ^r= — 1,  abbiamo 

0  a 

V  a'  —  e^x' 
Indicando  con  M  il  punto  della  ellisse  — ^+  -^n:l,  situa- 
to sul  quadrante  determinato  dalle  parti  positive  degli  assi,  la 
cui  ascissa  è  x,  con  N  il  punto  dello  stesso  quadrante  la  cui 
ascissa  è  z,  con  A .  H  i  punti  in  cui  le  parti  positive  degli 
assi  delle  y  e  delle  x  incontrano  T  ellisse,  la  forraola  prece- 
dente ci  dice  che 


arco  AM — arcoNBiz:  —  xz'=:é^(B\/  — — - . 

4)  Cicloide.  Dalle  equazioni  x=:a(/— sen  ^),  yi=:a(l  — cos/) 
ricaviamo  dx^-\-di/z:iz.2a\\  —  cos/)d/*  e  quindi,  indicando  con 
s  l'arco  di  cicloide  tra  il  punto  <:=0,  ove  essa  incontra  la 
base,  e  il  punto  t:=zt,  h 

t  t 

al/2   fdt[/ì  —  cost  =  2a   fsen  ^  ^//=  4a^l  —  cos  y). 


0  0 


S3Ò 

P*^r  t:n2n  questa  formola  ci  da  la  lunghezza  di  un  intero 
ramo  di  cicloide,  che  è  uguale  a  Sa,  cioè  otto  volte  il  raggio 
del  circolo  generatore. 

5)  Lemniscata  —  Dalla  equazione  della  lemniscata  in  coor- 
dinate polari 

|ù*=2a*cos29 

ricaviamo 

e 

ds'=df.'-hf^'di'=2a'  -^,  s=a\/2  C  /^     , 
^      ^  cos25'  •"     Jt/5^i25 

0 

essendo  s  Tarco  di  curva  compreso  tra  i  punti   A,M  di  cordi- 
nate  (al/2,0),  (p,^),  che  chiameremo  arco  AM. 

Il  quarto  del  perimetro  della  intera  curva  è  quindi 

aI/2  I  -7=.-=r,  ossia,  posto  20z=ix,  ^     \ —  od  anche 

Jl/cos29  2    J    l/cosx 

0  0 

(Vedi  Es.  7  a  pag.  270) 

'  Kt)  ^     <T)r(f) 

4  Tt  4  4  |/;t         ' 


.  ;(t) 


e  r  intero  perimetro  è  a    \^   ;  cosichè  il  perimetro  della  lem- 

J/tt 

niscata   può  servire  a  rappresentare  la  trascendente  numerica 


e 


à3l 
bagnano  ha   fatto   relativamente  alla    lemniscata    delle  ri- 
cerche analoghe  a  quelle  per  la  ellisse,   giungendo  ad    impor- 
tantissimi risultati,  tra  i  quali  il  seguente. 
Posto 

/o\  or       1  — cos29    ,        .        _.        l— cos29 

(2)         0082"^=:  -; rr-^  da  cui  cos2'f  zn  ^; ^r^ 

^  1  +  cos29  ^       1-f  cos29 

si  ha 

a|/2rliL==.a|/2-rliL^.- 
J  |/cos  Z^  J  (/cos  2(p 

0  ^ 

ma  il  secondo  membro  esprime  l'arco  di  lemniscata  compreso 

tra  il  centro  0  della  curva,  che  corrisponde  a  5=  —,  e  il  pun- 

*     n*     1       •  1         1        X  1     1  — cos  29 

to  Mi  il  CUI  angolo  polare  è    cprrarccos-^  -j -ry,  arco 

d>     1  ~t"  cos  fùJ 

che  chiameremo  arco  OMi. 

Quindi  arco  OMi  =  arco  AM  quando  tra  gli  angoli  polari 

^,9  dei  punti    M,Mi  passa  la  relazione   (2)   cioè  la  relazione 

cos29zz:tg'9  ossia  cos  9  cos  9=  — r.  Se  poniamo  9  =  9=1 9,  ab- 
biamo  cos9,zr:-j— ,  e  perciò  il  punto  N  che   corrisponde    al- 

1/2 

l'angolo  polare   9irz:arc  cos  73-  divide  per  metà  il  quadran- 

1/2 

te  OMA  di  lemniscata,  e  tale  punto  N   può  costruirsi  colla  riga 
e  col  compasso. 

106.  Sia  la  curva  gobba  le  cui  equazioni  sono 

f(iK,y,z)  =  0,  9(x,y,;2)=0, 
oppure  le  coordinate  dei  punti  della  quale  sono 
X=x(i),  y=y(/),  z=:z(f); 


fe2 

indicato  con  s  la  lunghezza  dell'arco  di  questa  curva,  le  cui 
estremità  hanno  per  coordinate  (x^ ,  y© * ^o)  »  (^  »  y  »  2)  ^  che  corri- 
spondono ai  valori  /©  ®  <  del  parametro  t,  abbiamo 


'=s^'y'<ty<ty=f'"'y^O'<%)' 


=/-^/-(£)■-(l)•■ 


oppure 


s=   CdiVcoXl)  H-  y'{i)  -f  ;2V)  • 


Se  si  usassero  le  coordinate  polari    o,5,a>,  ricordando   che 
ds'z=rff*-f  f'rfS^-hf'^sen^Jd^.*,  si  avrebbe 

dove   (fo/o»9o)^(i^i^»9')   indicano   le  coordinate   degli  estremi 
dell'arco  s. 


Esempi 

1)  L'arco  s  di  curvarle  cui  equazioni  sono  ^  =  5— ,  ^  =  ^, 

contato  a  partire  dall'origine  delie  coordinate  e  che  termina 
al  punto  {x^y  ,z)  è 


0  0 
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2)  Si  voglia  l'arco  s  compreso  tra  l'origine  delle  coordinate 
e  il  puuto  (x,y,2)  della  curva  iatersezioue  del  cilindro  para- 

4 
bolico  (y-f  ;8)'  =  4ax  col  cono  ellittico  —  a:*-f  y*=;3*.   Osser- 

4 

vando  che  l'ultima  equazione  può  scriversi  {z  —  .y)  (^  +-y)=  -q-  a?*, 

ricaviamo  dalle  equazioni  della  curva: 

e  da  queste  1  +y'*-^  3'*i=:  — o — —*  cosiché 

|/2aJ       [/^  l/a\  à  )        "^ 

0 

3)  £/fca  conica.  —  Le  coordinate  dei  punti   della  curva 
siano 

(1)  x:=:c/tgycos/,  y i=  c< tg y sen /,  z^=.ci. 

L'arco  s  compreso  tra  l'origine  delle  coordinate  (<iz:0),  e 
il  punto  tizzi  h 

i 

s  =  -^   rrf/l/l-h<*8en*7 
C08  y  j 

0 

=  5 [/l/l4-^sen*7-}- log  (/  sen  /  +  j/FT^sen^v)], 

2cos7  *■  '^  '     sen  7    °  '  ' 

f* 
che,  espresso  per  z  e  posto  =zk,  diviene 

1    W¥T^    ^,    z-\-\/¥Tìr\ 
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La   nostra  curva  è,  come  si    vede  elimiDando  /  dalle  (1), 
r  intersezione  del   cono  a7*-f  y*=.s'tg*y  coll'elicoide    gobbo   a 

piano  direttore  —  zzztg —  e  chiamasi  elica  conica. 
*  X         ^  e 

4)  Lossodromica,  —  È  la  curva  situata  sulla  sfera 
e  sul  cilindro 

{essa  fa  un  angolo  costante  a  =  arctg-r-  coi  circoli   massimi 

della  sfera,  che  passano  pei  punti  (0,0, a)  (0,0, -a)). 
Usando  le  coordinate  polari 

le  sue  equazioni  divengono 

f«  =  a*,      sen5(e*Pi-e-*^)  =  2, 

e  quindi  d[.  =  0,  di.*  =  a'dC'\\  -f  so"''/^)j.  Ma 

rf!p  cos  Oje^f  -f  e~*'^} 

'dò  i  seu  ^  (e^P — 6"^^)' 

ossia,  osservando  che 

,,      ,  4 {e'P^e'^ff    .  d-^  1 

Quindi  abbiamo 


t=a|,/i  +  ^jdO=ia\/\  +  -1-  (5-  rg. 


e,  posto  k^=.- ,  e  8=:: . 

'^  tg  a  COS  a 
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Quadratura  delle  curve  piane. 

107,  Consideriamo  una  curva  rappresentata  in  coordinate 
cartesiane  ortogonali  dalla  equazione  y'=.f{x),  dove  f{x)  è  fun- 
zione univalente  continua.  Sia  y>0  pei  valori  di  un  certo 
intervallo  cui  appartengono  i  punti  a?o,a?,  a?o<x.  Dividiamo 
comunque  Tiutervallo  {x^.x)  in  parti  h^  e  consideriamo  la  som- 
ma 5/',^, ,  dove  y,  indica  il  valore  dell* ordinata  corrispondente 
ad  un  punto  qualunque  dell' intervallo  A,,  cioè  consideriamo 
la  somma  dei  rettangoli  che  hanno  h^  per  base  e  per  altezza  y,. 
11  limite  della  somma  di  questi  rettangoli,  quando  le  h,  impic- 
coliscono indefinitamente,  definiamo  come  l'area  A  compresa 
tra  la  curva  l'asse  delle  a:  e  le  ordinate  corrispondenti  alle 
ascisse  r^,x  ed  abbiamo  così 

k  =  ff{co)dx. 

Se  la  y  fosse  sèmpre  negativa,  basterebbe  nella  definizione 
precedente  prendere  per  y,  il  valore  assoluto  dell' ordinata-  co- 
siche  A  risulterebbe  uguale  al  valore  assoluto  del  precedente 
integrale. 

Si  intende  senz'altro  come  si  definisca  in  modo  analogo 
l'area  compresa  tra  la  curva  data,  l'asse  delle  y  e  due  ascisse 
corrispondenti  a  due  ordinate  y^.y* 

Calcolare  l'area  A  dicesi  anche  quadrare  la  curva  corri- 
spondente, e  ciò  si  ottiene  mediante  una  integrazione.  Perciò 
quando  un  problema  è  ridotto  al  calcolo  di  integrali  suole  dirsi 
che  è  ridotto  alle  quadrature. 

L'area  della  parte  del  piano  compresa  tra  due  curve 
y=zf(x),  yi=:/\{x)  e  le  due  rette  a:=.ro,  ic  =  a?,  ^^  y>yi>0 
neir intervallo  (r^o,^)»  si  definisce  come  la  di£ferenza  tra  l'area  A 

della  prima  e  l'area  Ai  seconda  curva,  cioè  è  j[f{x)'—f[(a)]dx. 

Se  fosse  y>0,  yi<0  nell'intervallo  (fl?o>^)  tale  area  sarebbe  la 
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somma  delle  due   aree  J\f(a!)'h\/[(r)\kdx,   cioè    ancora 

/[/'(^) — fì[^)]dx-  Si  procede  in  modo  analogo  negli  altri  casi. 

La  parte  del  piano  limitata  da  curve  o  porzioni  di  curve 
qualunque  definite  analiticamente  può  decomporsi  in  parti  com- 
prese ciascuna  tra  due  curve  y=zf(x)t  yi=,f^{x),  dove  le 
f{^Y  fìi^)  sono  univalenti,  e  le  due  ordinate  corrispondenti  a 
certe  ascisse  Xo^x^;  chiamiamo  area  limitata  dalle  curve  o  por- 
zioni delle  curve  date  la  somma  delle  aree  di  queste  parti. 

108.  Sia  la  curva  prr/'(5)  in  coordinate  polari  f>,5  e  sia 
/*(S)  funzione  univalente  continua  in  un  certo  intervallo  di  am- 
piezza minore  o  uguale  a  2k  per  9,  cui  appartengono  i  valori 

Diviso  l'intervallo  {%/J)  in  parti  A,,  consideriamo  la  som- 
ma   -:^  ^Kp\  essendo  pg  il   valore  di  f{j)   corrispondente    ad 

un  qualunque  valore  di  5  dell'intervallo  h,;  -^  A„oJ  è  l'area 

del  settore  del  circolo  di  raggio  pg  il  cui  angolo   al   centro  è 

misurato  da  A,.  11  limite   della  somma  -^  2A,oJ,  quando  le  A, 

impiccoliscono  indefinitamente,  definiamo  come  Tarea  del  settore 
compreso  tra  la  nostra  curva  e  i  due  raggi  vettori  corrispon- 
denti ai  valori  9o,9  delT angolo  polare.  Tale  area  è  quindi 

e  6 

109.  Della  quadratura  delle  curve  diamo  ora  alcuni 

Esempi 

1)  Ellisse.  —  L'area  A,  compresa  tra  l'asse  delle  x,  l'asse 
delle  y,  la  ellisse  — ^  -»-  ^  zn  1,  e  la  ordinata  y  corrispondente 


\ 
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all'ascissa  x,  è 


A=  —  [d(3o\/a*—x^z=Z'^\jc\/a^ — d;*  +  a'arcsea  —I; 

0 

l'area  di  un  quarto  delKellisse  si  ottiene  da  questa  forinola  po- 
nendovi xi=a,  ed  è  quiudi  -j-  xr,  e  perciò  l'area  racchiusa  da 

tutta  la  curva  è  r^ab.  Se  a=:6  abbiamo  gli  stessi  elementi  re- 
lativi al  circolo  di  raggio  a,  af-k-y*=,a^, 

2)  Iperbole.  —  L'area  A  compresa   tra  l'asse  delle  x,  la 

iperbole  —^  —  ^z=.\  e  la  ordinata  y  corrispondente  all'ascis- 
sa a;,  è 


a 

3)  Parabola.  L'area  A  compresa  tra  l'asse  delle  y  la  pa- 
rabola 7/'=2pa;  e  la  ascissa  corrispondente  all'ordinata  y  è 

cioè  è  uguale  al  terzo  del  rettangolo  costruito  colle  coordinate 
del  punto  che  si  considera  sulla  parabola. 

4)  Cicloide.  —  Le  sue  coordinate  sono  x=2a{t — sen/), 
i/=a(I  — cos /),  quindi  l'area  A  compresa  tra  Tasse  delle  x, 
base  della  cicloide,  la  curva  e  la  ordinata  y,  corrispondente 
a  t  =  (,  è 

«  t 

A=  Cydx=za'  r(l-cosOV/  =  a«[|-<.2sen/-f?^]. 


Facendo  tz:z2T:  si  ottiene  l'area  compresa  fra  tutto  un  ra- 

22 
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mo  rli  cicloirlo  e  la  base,  cioà  Sra',  ossia  è  tre  volta  l'area  del 
circolo  generatore  della  cicloide,  come  pel  primo  trovò  Gàlilbo. 
5)  Sia  la  curva  0?  =  /+^',  yzizi^^O,  (vedi  esom.  6  a  pag. 
505  del  Voi.  I).  Ricordando  le  proprietà  della  curva  stessa,  si 
vede  che  l'area  A  del  cappio  della  curva  é 


A  =  [*(/*+  /»)(!  +  Zl)dl  —  ^{t*  +0(1+  ^i)dl 


=  J(<'  +  O0+2/jrf/=:-^. 


.6)   Lemniscata.  —   L'area    A   del   settore  di    lemniscata 
l^'rz:2a*cos25  compreso  tra  l'asse  polareja  curva  ed  il  punto 

;^  a* 

cos  2  5d9  =  —  sen  25  ;   facendo 

0 

d=:  --T-  abbiamo  l'area  della  metà  di  una  delle  ovali  di  cui  si 
4 

a* 
compone  la  curva,  cioè  -n-,  e  l'area  dell'intera  ovale  è  a',  os- 

sia  è  il  quadrato  formato  sopra  la  semidistanza  dei  due  fuo- 
chi della  curva. 

7)  Folium  di  Descartes.  —  Si   voglia  determinare  l'area 
del  cappio  della  curva 

a?f  y*— 3axy=z0 

(vedi  voi.  I  esempio  3  pag.  519,  ed  eserc.  7  pag.  529). 

Passando  dalle  coordinate  cartesiane  alle  polari  nel  solito 
modo  la  equazione  della  curva  diviene 

3asen$cos9 


sen*  5  -f  cos*  5'  * 
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e  quindi 


t 
9a*  r    sen*5cos*5      ^.      3a* 
:a9  =  —- 


9a'  r    sei 


S+cob^S/      ""  2 


(vedi  eserc.  4  a  pag.  117). 

Questa  curva  ha  l'asintoto  j;-f  y  +  a=:0,  ossia,  in  coordi- 
nate polari,  f>rz: ^,   L'area  Ai,  compresa  tra  i  due 

seu  ^i" cos  j 

raggi  vettori  corrispondenti  a  0=^%,  Oziz')^  il  relativo  ramo 
di  curva  e  l'asintoto,  si  ottiene  sottraendo  Tarea  compresa  tra 
i  due  raggi  vettori  ed  il  ramo  di  curva  dall'area  compresa  fra 
i  due  raggi  vettori  e  l'asintoto,  cioè 


.  a*  r         dO  da*  r    sen*5cos*e       .. 

'  ~  "2"J  ^senJ+cos^j*  ""  TJ  (ien»  5Tcòs^)«     ' 

ossia,  poiché 

Jd'j 
cos'  9      1 

(1-f  tgl//  ~        1  +  tg  5  ' 

è      A-^f— L_^_J 3         ,         3-1 

'''-2   ll-ftg$o         l+tg9i  l-htg'^o  ^l  +  tg^fj 

od  anche,  osservando  che 

l4-tg^5=(l+tg^)(l-tg$-ftg«5), 

.  _ fi r  2-(g9, 2-tg9.     -I 

'''-  SJ    Ll-tg^  +  tg»^.         I_tg$,+  tg«9,J- 

L'area  della  parte  indefinita  di  piano  compresa  tra  la  parte 
negativa  dell'asse  delle  x,  l'asintoto  e  la  curva,  si  ottiene  da 
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questa  espressione  facendovi  S^:=z3  -j-,  JjZz.t,  cioè  è  -;j-  .   e 

l'area  della  parte  indefinita  di  piano  compresa  tra  la  parte 
negativa  dell'asse  delle  y  l'asintoto  e  la  curva  si  ottiene  fa- 
cendo $,-i::3— -,  5,=7-^,  cioè  è  ancora  -— -,   come  potevasi 

asserire  senz'altro  per  la  forma  della  curva.  L'area  del  trian- 

a* 
golo  compreso  tra  gli  assi  o  l'asintoto  essendo  ancora  -^,  si 

3a' 
vede  che  l'area  compresa  tra  la  curva  e  l'asintoto  ò  -;;-,  cioè 

«^ 

è  uguale  all'area  del  cappio. 

8)  Indicato  con  C  il  campo  limitato  da  una  o  più  linee  si 
intende  subito  che  Tarca  A  del  campo  G  è  ffdx  d»/;  cos\cììè 

gioverà  qualche  volta  servirsi  di  questa  formola  per  calcolare  l'a- 
rea A.  Ad  esempio,  si  voglia  Tarea  A  della  parte  di  piano  al  disopra 
dell'asse  delle  x,  compresa  tra  i  circoli  x«-f  y*=6x,  x*4-y*=ar,e 

la  retta  jf=c,  dove  a<6,  0<c<-^. 

Avremo  kz=zjjdxdy\  passando  dalle  coordinate  cartesiano 

alle  polari  colle  formolo  x  =  pcoi^,  yi=6sen^,  avremo,  come 
facilmente  si  riconosce, 

A=CdS  Cf^dp-^CdsCuh'hCdO  Cf.dp. 

»en0  -»  stto  e 

dove  9p,9,  indicano  gli  angoli  polari  dei  punti  in  cui  la  retta 
y=c  incontra  il  circolo  di  raggio  — -,  «,,5,  gli  angoli  polari 

dei  punti  in  cui  incontra  il  circolo  di   raggio  -^,  essendo  cosi 
8en29,=8en25,  =  ^.  5.=  -Larcsen— .  5,=  ^-5,; 

CI  ^  €L  hf 
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bosIcliÀ 

fi. 


=  ^  (9,  -  5.+  5, -  5,)+ ^-^*  (5, -  5,)+  y-(cot  5,-cot  9.+cot  9,-cot  5,) 
J*-o*        J*  2c       a*  2c       e 


TT  -  4- are  sen  ^  +  4- are  sen  —  + -^  (^V^1?  -  |/*f-^. 

Esercizi 

1.  Cissoide.  —  y*=g^_      (Voi.  I,  es.  13  pag.  531  ed  es. 
3  pag,  5G9).  Abbiamo  ') 

,.     .      ^  i/3.r-8a     .     .    ,..,     3a? -7a -f |/3|/(ar- 2a)(3x -Sa) 

s(0,x)=?al/ jr 4  r  + 0^3 log .-. ^ ^ 

'  '    ^         r    a?-2a  •^        ^  (4|/3~7)a 

^  i/3x  — 8rt       .    .  ^  ,  A-,     |/8a  —  3;r'—  l/6a  —  3x 
=  2ai/ 4a  f  24^3 log"- -r= — f^-= ; 

A(0,  x)=.i-  (3a -a:)|/x(2a - ar)  +  ^(arcseo ^  +  |-). 


*)  Indichiamo  con  siUfb)  Parco  di  curva  compreso  tt*a  i  punti  le 
cui  coordinate  dello  stesso  nome  sono  neh;  con  A(a,6)  l'area  com- 
presa tra  la  curva,  Tasse  della  a.*  (o  delle  y)  e  le  ordinate  (o  ascisse) 
corrispondenti  alle  ascisse  (o  oi*dinate)  a^b:  con  sett  (a,b  il  settore 
compi*eso  tra  la  curva  e  i  due  raggi  vettori  corrispondenti  ai  due  an« 
geli  polari  a,b,  0  tra  i  raggi  vettori  di  lunghezza  a,&. 


-'TTjr^ 
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L'area  tra  la  curva  e  l^asintoto  4  3;ra^ 


2.  TraiMce.  x= A ìog^^^^^^Zl^-i/f^ 

^        h—yh* — y* 

(Voi.  I,  es.  8  pag.  570) 
siy, h)  =  h  log— ;  A(A,a;)=-^-  _y|//4t_j,«__  arcsen  |>. 

Area  tra  curva  e  asse  delle  a;  è  -rp-.  (Si  osservi  che 

ydx  = — \/h^  —  ifdy). 

3.  Versiera,  (voi.  I,  es.  13  pag.  531)  a?/ —  a'(a— a:)=zO. 

A(t  ,  a)  =•  a*arc  tgl/^  ~  ^  —  af/^a— t); 

area  tra  curva  ed  asse  delle  ^  è  -a*. 

4.  Lumaca  di  Pascal  (voi  I,  es.  1  pag.  516)  p  =  *cos5-f  a. 
Se  i<a  l'area    racchiusa  dalla   intera  curva  è   uguale  a 

--  (2a'  +  i*),  se  ima  (cardiodc)h  — -— .  Se  J>a  l'area  rac- 
chiusa  dalla  parte  esterna  della  curva  è  uguale  a  -^j  (2a*^2»^:< 
-f-  -:3-  I/é*  —  a*,  dove  a  =  are  cos  i j-Y  e  l'area  del  cappio 

èl(2a'-h*'j(7r««)-^l/6^:=:^. 

5.  Curva  ^^+-^*  — ax'.v  =  0.  É  tutta  al  disopra  dell'arse 
delle  X  e  si  compone  di  due  cappi  od  ovali  sinfimetricamente 
situati  rispetto  all'asse  delle  y.  L'area   di  una  delle   ovali  è 

Uguale  a  -=r,  (Giova  usare  coord.  polari). 

^  lGl/2  Vi 

6.  Curva  j*  +  J/*  —  a^xyz=:Q.  Area  di  una  delle  ovali  é  ^. 

7.  Strofoide.  y*=: — _     \  Area  cappio  è  2aM  1  —  -^V 


L*area  tra  la  curva  e  1*  asintoto  è  2a*  fi  -fx)»  ®  q^i»di  area 

totale  4a^ 

8.  L'area  compresa  tra  le  curve  y*rr:2pjc,  x*=z2pf/  è  uguale 

4^*-  

9.  Curva  !/  =  ±(^  -\- x)\/^JZJ!!L.  Area  cappio  =  5[::!!!^ a',  a- 

\^         /r    a-^r  8 

rea  tra  curva  ed  asintoto  =  lz_La*. 

8 

10.  Curva  y«=a?«(l-x*)  (Voi  I,   pag.   509).   A(0,a')  = 

l    /         v'\  4 

"T  (  ^ — TtJ*  ^^®^  racchiusa  da  tutta  la  curva  =^- 

11.  Curva:   xzizf,   yz^t  -^  —  t^.  La  curva  ha  un   cappio, 

ó 

le  coordinate  dei  punti  del  cui  contorno  si  ottengono  facendo  va- 

8     ,— 
riare  a?  da  0  a  3.  Area  del  cappio  iz:— J/S.  Perimetro  del 

o 

cappio  =4|/3. 

12.  Sviluppante  di  circolo.  a?r=:a(cos/4- /  sen/), 
y=:a(scn^— /  cos/).  F^assando  alle  coordinate  polari  si  trova 
^«=:a*(l  +  /*),  5  =  /-  arctg/. 

Sett(0,5)=Sett(0,0=^'^' 


6 
13   Spirale  d'  Archimede  (^^=^aS\ 


f^' 


sett  (0 , /s)  =  sett  (0 , 5)  =  4— , 


^<0, 5)  =|-[5|/l-h6«-hlog(U  1/14-6')]. 
Spirale  iperbolica  f'Oz^a; 

sett(l/.)=sett(a,^)=^^^=i:)., 
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sett(l ,  00)=  sett(a,0)  =  ~ , 


a* 


,t_L^t 


s(a,o)  =  01/2  -.[/a*+(,*  +  a  log  °'^^"''^' 

Spirale  logaritmica  p-=ae^^; 

sett(0,e)==  _L-_ _sett(a,f)=^l^^, 

s(0,e;=i21_ (e«e_i)  =  s(fl^^)=  Jl_ (6  — a), 

Liiuus  fJ^e  =  a^; 

sett(l.e)=settfa,f.)  =  4-  loga  =  aMog-^. 
Spirale  parabolica  f,*=:fl*e; 

sett(0,e)z=  sett(0.,6)i=:  :?^  = -^. 

4 

14.  Curva  x*  =  (,x*  —  t/*)y.  Area  di  un  cappio  := -rrr^.  (Si 

ponga  y=/x,  da  cui   x=zt—f,   y^=i*  —  /*;  vedi   es:    15  a 
pag.  100). 

1 5.  Curva  (9«»  —  1 2|/  +  1  )* = (  I  +  4.v)' 


.\S 


,A     N       ^  i*/T — r-ì/  I  3  +  21/T+i 

s(0,y)=-(/i+4y^/(l  +  4i/)«  +12^-1  ^7j7p= 

^        L  2  +  l/l  +  4y  J 


s^& 


(§i  ponga  ii/=zt'(2  +  i*j  ottì). 

flj'        f,*  •        à     —        ~  — 

16.  Curva  gobba  -^  —  -^  =  1,  a?=  ^  (e  «  +  e    «  ). 


si^a^wyy^LtÈL  p/^nr^ 


a 


17.  Curva  rp'  =  a*(y -h;?),  2'=Tr  a?*-f  y*,  (intersezione  cilin- 

dro  di  terzo  ordine  con  cono  ellittico);  s(0,(^)  =  yp/2. 

(Si  noti  che  la  retta  xz=:Q,  y-j-5:=0  fa  parte  della  curva). 

18.  Curva  a:^-\-  t/  =  cz,  y  =  x  tg  —  (intersezione  paraboi- 

e 

de  di  rotazione  con  elicoide  gobbo  a  piano  direttore;  la  curva 

chiamasi  elica  paraboloidica); s(0,z):=z\/gz-\'-^  V  —  • 

o  f     e 

(Giova  porre  x=^o  cos e,  y = ,o  sen  e,  2: =5,  coord.  cilindriche). 

19.  Curva  ce=z[b-k'z\  c^{x^-\-ìf)z=zVz,  (intersezione  di  un 
cilindro  parabolico  con  cono  di  rotazione).  La  curva  si  proietta 

/  V    y    b* 

sul  piano  x,ìj  sulla  cardiode  f  a?*  +  y* x\  =— j-  (j?*+  y«j. 

Usando  coordinate  cilindriche  é 


s(0,e)=^|sen  ±\/b^  +  C  sen«  4"  ^  T  '"^ ^—^b '\ 

11  perimetro  di  tutta  la  curva  é 


Ò4è 


Splattanàento  delle  «oj^ileie* 

Ilo.  Sia  una  superficie  rappresentata  io  OQordiaate  carte- 
siane ortogonali  dalla  equazione  z=zz{x,y)^  dove  ^(a;,y)  é  fun- 
zione univalente  con  derivate  parziali  continuep=^,  9^=^'^ 

per  tutti  i  punti  di  un  campo  C,  sul  piano  delle  {^y^y  Consi- 
deriamo sulla  superficie  una  parte  S  limitata  da  una  o  più  li- 
nee senza  nodi  tracciate  sulla  superficie  stessa.  Questa  parte  S 
si  proietti  sul  piano  delle  x ,  y  sopra  un  campo  C  appartenente 
a  0|.  Scomponiamo  comunque  G  in  parti  h,  e  prendiamo  in  A« 
un  punto  qualunque  m«,  cui  corrisponderanno  per  z.p^q  va- 
lori che  indicheremo  con  z^.p^, q,.  La  perpendicolare  al  piano 
delle  X ,  y  innalzata  da  m,  incontrerà  la  superficie  in  un  punto 
fig,  nel  quale  condurremo  il  piano  tangente  alla  superficie.  Il 
cilindro,  che  ha  per  base  il  contorno  di  h,  e  per  generatrici 
rette  parallele  all'asse  delle  z,  taglia  da  questo  piano  tangente 
una  parte  k,  che  si  proietta  su  //«.  Fatta  questa  operazione  per 
tutti  gli  elementi  A,  del  campo  G  consideriamo  la  somma  ^i^. 
Ora  se  una  quantità  A  finita  gode  della  proprietà  che,  dato  9, 
esiste  un  numero  i  tale  che,  per  qualunque  scomposizione  del 
campo  G  in  parti  ht  rinchiudibili  in  un  circolo  di  raggio  d,  e 
qualunque  sia  la  scelta  del  punto /?!,  in  A^,  risulti  |A-2A«|<9, 
diremo  che  A  è  il  limite  di  Ik,^  quando  le  h,  e  quindi  le  A, 
impiccoliscono  indefinitamente;  e  poniamo  per  definizione  che 
si  intende  per  area  della  parte  S  di  superficie  questo  limite  A. 
Galcolare  il  limite  di  Ik,  dicesi  spianare  o  qtMdrare  la  parte 
S  di  superficie. 

Ma  questo  limite  efi'ettivamente  esiste.  Invero  ò  Aa=:ifea003  7», 
indicando  con  y^  l'angolo  che  la  normale  alla  superficie  nel 
punto  n,  fa  coli' asse  delle  z,  cioè  è  4,  «==  ^J/TTpjT^J,  cosi- 
chó  Ik^-^zl/ìJl/l-^pl-hq]  ed  il  limite  del  secondo  membro  è 


IIJ. 


34^ 
rrdCJ/l-hp'  +  g*,  e  quindi 


A=  frfCl/l+p^-h?», 


la  quale  forinola  ci  insogna  così  a  calcolare  Tarea  A  della 
parte  S  di  superficie,  che  si  proietta  sul  campo  C.  Se  si  vo- 
lesse spianare  una  parte  S  di  superficie  per  la  quale  la  z  non 
fosse  funzione  univalonte  di  x,y,  si  spezzerebbe  questa  parte 
in  porzioni  S„S|,...  per  le  quali  si  hvesse  z  =  Zi{x,y)^z=Zf{x ,y),.,, 
dove  le  z^^x.y),  Zt{x,y)  fossero  funzioni  uni  valenti,  ed  allora, 
indicate  con  A,, A,...  le  aree  di  Si,S,,...  si  avrebbe  A  =  Ai f  A, -{-... 
III.  Usando,  per  integrare,  le  coordinate  cartesiane  ortogo- 
nali x^y^  abbiamo 


A=  C  Cdxdyt/l-hp^  +  qy 


Passando  dalle  variabili  x,y  ad  un  altro  sistema  di  varia- 
bili UyV  colle  formolo  x  =  x{u,v),  y=y(u,t?),  avremo 


=// 


(ludv 


ÙX     *)//  OX      dy  I  ,  yr 


dove  i  valori  di  p,q  si  ricavano  dalle  formolo 
Oz  Ùx         dì/       dz Ox        dy 


dalle  quali 

(0^0y_       Ox  Oy\ /dz  Of/ Dz  D//\ 
Ou  Ov        Ov  Ou  /       \èu  do        dv  Ou  / 

(dx  Oy       dx  Oy\ /dx  Oz       dx  Oz\ 
ÒuJo'^^  du)  ~  \Ju  ^  "  Hi  da) 


;r»'^." 
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ed  in  conseguen2!d 

(l)  A- 


J  J  ^^^y  \ou  t^'lv  aw/  "^  \ou  do  "  Di?  Ju/  "^  vu  ai?      or  Ju/' 

Ad  esempio  se  u,t?  sono  le  coordinate  polari  p,i  nel  piano 
delle  x^y,  cosichè  sia  a:=pcos5,  y=/5sen5,  avremo 


^2     a  ''' 

dove  i  valori  -r—  ,  -^  sono  ricavati  dalla  jS^i^fpcosO,  psenO). 

ÙO  dp 

Supponiamo  che  si   prendano,  per  variabili  u^v  le  ^,9  del 
sistema  di  coordinate  polari  0,^,9  nello  spazio  tali  che 

rrzzcsenecos^,  y^npseneseny,  zzupcosO; 

allora  nel  calcolare  le  derivate  di  x,y,z  rapporto  a  e>7  da 
sostituirsi  nella  (1)  dovremo  considerare  p  come  funzione  di 
6,f  definita  dalla  equazione  della  superficie  in  coordinate  po- 
lari, cosichè 

• 

dx  io  di/  èù 

-2-  =  sen  e  cos  (p  ~-  +  6  cos  e  cos  o),  ^r-  zi:  sen  e  sen  9  -r^+  P  cos  6  sen  9, 

jv  '  Je  •       00  '  ao  ' 


Oz  do 

-:=cose^-psen 


e 


dx  e        *^p  ■  ^        ^y  ^P 

--—  rz:  sen  0  cos  9  -~ p  sen  B sen  9,  r^  =  sen  0  sen  <p  -^  -f  e  sen  Ocos  0, 

dz  dp 

3F  =  ^«^«ò?' 
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e  da  questo 


Do?  Oy        OjC 

0$     Of  d 


-  -r^  =;>  sen  ^I  -;^sen  0  f  /i cos  0  ), 


D//  dz 

00  Of        Of 


^  — -  =  —  p sen 6 cosai  ^cose-psene  l  +  pseiiQ)-— , 

Ov  oe         ^  '\do  *        /  V f 


Dir  do;        02r  dj;  «         /<^P        ^  \  <^P 

ed  in  conseguenza 


(3,     A=jjf«,/[,..(ii)'j.„...(-|y, 

r  integrazione  essendo  estesa  in  modo  da  esaurire  la  parte  S 
di  superficie  che  si  vuole  spianare. 

In  modo  analogo  si  procederebbe  se  si  scegliessero  per  va* 
riabili  p,0,  oppure  fj,(f. 

112.  Affinchè  la  definizione  di  area  di  una  parte  di  super- 
ficie data  al  u.  110,  e  dovuta  ad  IIeemite,  riesca  completamente 
soddisriicente  bisogna  far  vedere  che  il  valore  di  A  si  mantiene 
sempre  lo  stesso  qualunque  sia  la  posizione  del  piano  delle  x^y, 
sul  quale  si  proietta  la  parte  di  superficie  che  si  vuole  spia- 
nare. Ora  questo  si  vede  Tacilmente  nel  modo  seguente. 

Riferiamo  la  nostra  superficie  ad  un  nuovo  sistema  di  assi 
ortogonali  colla  stessa  origine  dei  primitivi;  indicato  con 
x\f/\z'  le  nuove  coordinate  abbiamo 

a;=ar -f  ay-h/»V, 
fj=ibx'-hb'y'  +  b"z\ 
zz=icji!-\^dy'^d'z, 

dove  a,  h^  e  sono  i  coseni  degli  angoli  che  Tasse  Qx'  fa  cogli 
assi  Oa?,  Oy,  Qz\  a\  b\  e'  e  a'\  bl\  e"  sono  le  quantità  analo- 
ghe relative  agli  assi  0/,  0^'. 


\ 
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Siano  S|,  S|,...  le  partì  di  S  che  si  proiettano  sopra  i  campi 
G'„  C^M'  sul  piano  delle  a)\  y\  e  sui  campi  C, ,  C,....  sul  piano 
delle  r,f/,  in  modo  che  la  corrispondente  ordinata  riesca  fun- 
zione uni  valente  delle  x^  y'  o  delle  x^y. 

Abbiamo  (n.  Ili) 


ffdxdy]/l'hp''hq'=z 


j  J       '^  Y  Va-c'  dy  "  ay  dx7  "^  \^x'  ay  "  dy  ùx7  "^  Vox  oy'  "dy'  av; 


e 


Osservando  che  nel  calcolare  le  derivate  di  a?,y,z  rapporto 
ad  x\y  dobbiamo  considerare  z  come  funzione  di  x\y  data 
dairequazione  della  superficie  nel  nuovo  sistema  di  assi,  abbiamo 

^zzza^ap,  ^=b-\-bp,  ^-,_cH.cp, 

dove  p' ,  9'  indicano  le  derivate  di  z'  rapporto  ad  x'  e  ad  y\ 
Perciò 

ovvero,  avuto    riguardo   alle   relazioni    note   tra   le    quantità 
a,  J,  e,  a',  ft'.-, 

Do?  0//        0.r  a.y         „  ,        ,  f 

dx  Oy'      ùy'  dx'  i  f  • 

ed  analogamente 
dy  dz        Oy   dz         „  ,        ,  ,    Oz  dx        dz  dr.  .   r    ,»  . 
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ed  in  conseguenza,  avuto  riguardo  alle  m^^nzionrit^tfelazioni. 

Io  modo  analogo  si  prova  che 

fJdxd!/[/ì^p'-\-q'  =  ffdxdyVl  -hp''  +  q'' 

cosichò 

Ci  -"c'i 

come  volevasi  dimostrare. 

Si  intende  poi,  senz'altro,  come  uno  spostamento  del  piano 
delie  a\y  parallelamente  a  se  stesso,  aon  alteri  la  formola 
precedente. 

113.  Applichiamo  ad  alcuni 

Esempi 
1)  Si  voglia  l'area  A  della  parte  di  sfera 

staccata  dal  cilindro 

-+-^-1  .b>ì. 


Abbiamo  5  =  l/a*  —  a?* — y*,  dove  ptrenderemo  pel  radicale 
il  segno  -f,  p=  y==i==,  g  =  — -==^==-. 

[/l  +  p*+g*=:  -—^  ,  e  quindi,  come  si  vede  facil- 

[/a^—x*—f/* 


3p2 
mente, 

A  =  8a  I  rfa;  I     .^  zzSaarcscn  -y-  |  </x=i:8a*arcsen  -7-. 

J      J\/a'^w'  —  i/  b  J  b 

00  0 

2)  Si  voglia  calcolare  l'area  A  della  parte  di  cilindro 
^•4 (.Tcosa  +  ysen  ?)•  — a'=0,0  <  a  <  -— -, 

compresa  nel  primo  ottante  dei  piani  coordinati. 

L'asse  del  cilindro  è  la   retta  ojcos  x -hysen  3?=rO,  zz=.^, 
ed  il  cilindro  taglia  il  piano  ^  =  0  lungo  le  due  rette 

X  cos  a  4-  y  sen  ;t  zr  ±  a  ; 

cosichè  nel  calcolo  dell'integralo  doppio, che  esprime  l'area  ri- 
chiesta, i  limiti  rispetto  ad  x  saranno  0  e   e  rispetto  ad 

cos  a  * 

y^  0  e  :  cosichè,  osservando  che 

sen  a      ' 


yar  —  (a;  cos  a  +  y  t^en  7.y 


abbiamo 


a  a— a?  cos  a 


cosa  *®i^  a 

rf// 


Ama  jc/ar  r  '^ 

J       J  J/a*  -  (X  cos  a  + 


0        0 


i/sen^tj* 


a      r  .    r  ^  cos  a  4-  «  sen  a  I 

ZZI I  rfo^larcsen 1 

sensrj       L  a  J^ 


1 


ruFi 
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a     r  ,    r  71  a;  cos  al 

= I  aocl-i arcsen 1 

sen  ^J       l_^  a    A 

0 

a     fnx  recosa  1      , /— — - — r— 1 

= 1-;; 0? are  sen I/a* -a;' cos'ai 

seu  «  L  ^  «  cos  a  '^  J 


a 
cosa 


sen  a  cos  a 


3)  Problema  del  Viviani.  —  Si  voglia  spianare   la   parte 
di  superficie  della  sfera 

staccata  dal  cilindro  x'-hy'  =ax.  Usando  le  coordinate  polari 
xrupcos^  yz=[jSQn^  o  servendoci  della  formola  (2)  al  n.  Ili, 
osservando  che  zz=zl/a* — [*\  abbiamo 


0  0  0  0 

Considerando  Temisfera  penetrata  dal  cilindro,  l'area  della 
parte  che  rimane  è  2*Ta*  — 4a*  (-^ ljzz:4a'. 

Questa  formola  risolve  il  problema,  proposto  dal  Viviani 
nel  1692,  di  aprire  quattro  finestre  uguali  in  una  volta  emi- 
sferica in  guisa  che  la  parte  rimanente  della  volta  fosse  perfet- 
tamente  qnadrabile. 

4)  Si  voglia  spianare  la  parte  contenuta  al  disopra  del  piano 
z  =  0  e  a  destra  del  piano  x=:0  della  superficie 

(a?«  +  jf«  -h  z^f = 2a«  {X' — y«). 

Questa  superficie  è  tagliata  dal  piano  ^=0  lungo  la  lemni- 

23 
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scata  (2;*-hj/')*=2a*(j;*— f/*).  Unito  un  punto  M  della  lemni- 
scata coir  orìgine  0  e  fatto  passare  per  OM  e  per  l'asse  delle  z 
un  piano,  su  questo  si  descriva  un  circolo  sul  diametro  OM; 
la  nostra  superficie  è  il  luogo  geometrico  di  questi  circoli. 

Per  spianare  la  nostra  parte  di  superficie  giova    usare  le 
coordinate  polari  nello  spazio 

a;zz:|osen5cos9,  yzzpsenSsentp,  jjrzocos?, 
cosichè  l'equazione  della  superficie  diviene 


p  =  a|/2  sen  9  |/cos  2y , 
per  cui 


ed  in  conseguenza  (Formola  (3)  n.  Ili) 

JL       JL 
A  =  2a*  Cdcp  fsen»  OdO=  ^. 


5)  Si  voglia  spianare  la  zona  compresa  tra  due  piani  xziza, 
a?  =  6  della  superficie  di  rotazione  generala  dalla  curva  Y  =  /*(X) 
ruotante  intorno  all'  asse  delle  ^.  Osservando  che  Tequazione 
della  superficie  è  z^zzzfìxf — y',  e  quindi 


abbiamo  subito 
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ed  il  problema  generale  è  ridotto  ad  uaa  sola  quadratura.  Si 

può  osservare  che  dxl/l  +  ^{xf  è  il  diflFerenziale   ds  di  arco 
di  curva  meridiana  y=zf{x),  cosichò  la   formola   precedente 

può  anche  compendiarsi  nella  \=z2^fyds. 

Ad  esempio,  consideriamo  Tellissoide  di  rotazione  generato, 
nel  modo  predetto,  dalla  ellisse 

^  +  ^  =  1,    a>b.      . 


Posto  t: z=:e,  abbiamo  dsz=-^ dx  e  quindi 

a  ay  ^ 

per  l'area  A  della  zona  compresa  tra  i  due  piani  a:  =  0,  aj=a?, 

0 

Facendo  x=^a  abbiamo  l'area  della  mezza  ellissoide,  cioè 
r.àb(y\.  — «'  -h  —  are  sen  e\. 

Se  a<6,  posto  ^     ""  ^  zz:  g  è  d8=dx  -^  l/a*-f6Vx«, 
e  quindi 

0 

X 

0 

= -F  K''  "*■  *  '  *  -^  li"  '•'^  — ^^ — i 
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Per  x  =  a,  si  ha  l'area  della  semiellissoide,  cioè 


t-T'°«^]- 


Oabatara  dei  solidi. 

114.  Sia  z-=.z[x,y)  l'equazione  di  una  superficie,  dove 
z{x,y)  è  funzione  unì  valente  continua  di  x,y  pei  punti  d*un 
campo  Ci.  Sia  C  un  campo  appartenente  a  Ci;  scomponiamo 
C  in  parti  A,  e  preso  in  A,  un  punto  qualunque  m,  sia  z^  il 
valore  di  z  nel  punto  m^.  Consideriamo  la  somma  ^z^h^;  il 
limite  di  questa  somma,  all'impiccolire  indefinitamente  delle 
A,,  cioè  VfzdC,  definiamo  come  il  volume  del  solido  o  corpo 

compreso  tra  la  superficie  z=iz{x,y),  il  piano  sinO  ed  il  ci- 
lindro colle  generatrici  parallele  all'asse  delle  z  avente  per 
base  il  contorno  del  campo  C;  calcolare  tale  integrale  dicesi 
cubare  il  solido. 

È  evidente  l'analogia  tra  questa  definizione  di  volume  e 
quella  di  area  compresa  tra  una  curva  piana,  l'asse  delle  ^  e 
due  ordinate  corrispondenti  a  due  ascisse. 

£  si  vede  subito,  ragionando  in  modo  analogo,  come  deb- 
basi  definire  il  volume  del  solido  determinato  da  una  o  più 
superficie. 

Definito  così  esattamente  il  concetto  di  volume,  di  cui  abbia- 
mo fatto  uso  al  n.  104  trattando  degli  integrali  tripli,  sì  intende 
poi  senz'altro  come  il  volume  di  un  corpo  k  limitato  da  una 
o  più  superficie  sia  fdk;  e,  usando  coordinate  cartesiane  or- 
togonali, fffdxdydz  esteso  al  corpo,  o,  usando  coordinate 
polari, 

fffp*  sen  9  dp  d9  d<f, 

notando  che  una  integrazione  si  eseguisce  sempre  subito,  ed 
il  calcolo  si  riduce  a  quello  di  integrali  doppi. 


r^ 
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KsEMPt 

1)  Si  voglia  il  volume  V  del  solido,  ai  di  sopra  del  piano 
^  =  0  e  a  destra  del  piano  a:=0,  compreso  tra  il  piano  y  =  c 
e  i  due  cilindri  y^z=.ax,  j/*  +  j3*=a*,  dove  a>c.  Avremo 

e  a  ^  e  a  e 

Y=  Cdy  Cdx  Cdz=z  fd:/]/^^  Cdx=  -i-  Cdi/  yVcTl/^ 

0  0  0  0  0  0 

e 

0 

— (a*arcsen —  -f  c(2c*-a^)(/a*-c*y- 


«a 


per  c  =  a,  V  =  — . 

2)  Volume  del  solido  del  Vi  vi  ani.  —  Determiniamo  il  vo- 
lume del  solido  che  il  cilindro  x^ -]  y^zzzax  stacca  dalla  soli- 
dità della  sfera  a?--f  iy*-f  ;8':=a*. 

Usando  le  coordinate  cilindriche  z-i^z.xzziftco^  ?,  y  izzf,sen  5, 
abbiamo  subito 

Y-    «cose       l/«*-p*         ~-       acosg 

0  0  0  0  0 

?-  OC086  — 

0  0  0 

4        ,      8      ./       .      cos»f\        4       3      16    , 


3S8 

II  volume  della  parte  di  sfera  che  rimane  dopo  averne  tolta 

la  parte  staccata  dal  cilindro  è  perciò  -rr-  a*. 

3)  Volume  dei  solidi  di  rotazione.  —  Si  voglia  calcolare 
il  volarne  V  del  solido  compreso  tra  i  piani  xzrza,  x  =  6  e 
tra  la  superficie  generata  dalla  rotazione,  intorno  all'asse  delle 
a:,  della  curva  y^=zf{x). 

Osservando  che  l'equazione  delia  superficie  è  z^=^f{xf—y^^ 
abbiamo  subito 


V=4  Cdx  Cdi/  Cdz  =  4  Cdx  fdyi//^)*— / 


fi»)        b 


=  2jdx^\/nxf  -y^^f(^  are  sen  ^]  =  :r J/-(x/d-r, 


ed  il  problema  è  in  ogni  caso  ridotto  ad  una  quadratura. 

Ad  esempio,  si  voglia  il  volume  generato  dalla  rotazione 
intorno  all'asse  delle  x  dell'area  compresa  tra  l'asse  delle  x, 
la  cicloide 

x=za{t — sen  Oi    y^=«(l  — cos  i), 

e  la  ordinata  2^  che  corrisponde  all'ascissa  x  e  quindi  al    va* 
lore  tzi^t;  avremo 


V=:7r  Cy^dx-na^  C{ì^costfdt=:na^  Ol -3cos/f3cos«/-cos3/>// 

0  0  0 

t 

^r    o        ^      3    ^       3         ^^  ^     sen'/l 

=  7Ta'l/-3sen/-f  -ò-  '  +  -7-  sen 2/ -sen  t  +  — q"! 

0 
=  7ra'(— /-4sen^-|- —  sen2/+  :T-sen'M; 
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il  volume  totale  del  solido  generato  da  un  intero  ramo  di  ci- 
cloide corrisponde  a  / =2/:,  ed  è  V=5jr*a\ 

4)  Si  voglia  il  volume  V  del  solido  limitato  dalla  superficie 

(T)--(f)*-(v)^='- 

Osservando  che  la  superficie  è  incontrata  dal  piano  z=0 
lungo  la  curva  f —  j^  +  (-^j'»^=  1,  avremo  V=8  j    Izdxdy 

e 

dove  G  indica  il  campo  determinato  dei  valori  positivi  o  nulli 
dìx.y  pei  quali  (— )^  '*-('t-)^<  1- 

Per   integrare  introduciamo  le   variabili   u,v  mediante  le 
relazioni 

x  =  a  sen^  wcos^t?  ,y =ft  sen'usen'  v, 
per  cui  z  =  ccos^u.  Osservando  che 

dalle  quali  risulta  che  le  linee  t?=: costante  sono  rette  uscenti 
dall'origine  e  le  linee  u  =  costante  sono  linee  analoghe   alla 

(  — y  -f  (  -^  j^rz:  1,  vediamo  che  i  limiti  delle  integrazioni 
rispetto  ad  u  e  a  I?  sono  0  e  -^j-;  cosichè,  essendo 


r —  "T"    =        Sacos't?  sen*ucosw        3Jscn^i5sen*w coste 


dx    dy 

= 

dx    Oy 
dv    Ov 

—  3a  cos'  r  sen  r  sen'  u        3b  sen*  v  cos  v  sen*  u 
=  9ab  sen*  v  cos*  v  sen°  u  cos  u, 


avremo 


_*  3L 


yz=:8.dabc  l  sexì^vcos^vdv  l  sen^ucos^udu. 

0  0 

Ma  (vedi  eserc.  1  a  pag.  178) 

ti  S 

I  sen°u  cos*  udu  =  j  sen*^  u(  1  -  sen*  te)'  dw  =  j  sen^  u(  1  -  2sen*  te  +  sen*  te)  rfte 


_2.1      g  2.4.6     2.4.6.8  8 


'3.5  3.5.7  ^3. 5. 7. 9 ~ 5. 7. 9  • 


JL                              — 
I  san'  V  cos-  rdy  rz  j  sen*  v{  I  —  sen*  v)dv  =  -^ :^ — -  -^  =:  -^, 


4 

e  quindi  y=z—-  r.abc. 


Esercizi 

1.  Paraboloide  di  rotazione  generato  dalla  parabola  j^' =:  2px 
ruotante  intorno  all'asse  delle  .r.  Volume  compreso  tra  il  pa- 
raboloide e  i  piani  xzz:0,  X:=zx  è  Trpr*,  area  della  zona  tra  gli 
stessi  piani  è 

|-  ttI/^  [(2x  +  p)-^  -p^]  =  ^  7r[{2a?  +  p)  \/7W—  P'\ 

2.  Sia  la   iperbole  —^  —  -^  =  1.  Per  l'iperboloide   di  ro 
tazione  a  due  falde,  generato  dalla  iperbole,  il   volume   V  e 
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Tarea  A  della  2ona  tra  i  piani  x::=-a^  2?=tx,  sono 


A  =  7; —  lx|/e*a?*-a*-a& log r L  e= . 

a    L  e      ^         ae-hb        J'  a 

Per  l'iperboloide  di  rotazione  ad  una  falda,  generato  dalla 
stessa  iperbole,  abbiamo,  per  gli  stessi  elementi  tra  i  piani 
y=0,  ?/=y, 

A=7:  —  [yj/cVH-6«  +  —  log  ^ *^ ^J,  ^='^ • 

/i  /   «       «\ 

3.  La  catenaria  f/z=:—  ie^  -{-e   '^   Irnota  intorno  all'asse 

delle  X.  Abbiamo  pel  volume  etc.  e  per  la  zona  etc,  tra  i  piani 
x  =  0,  xzz:x, 

Se  la  catenaria  ruota  intorno  all'asse  delle  y,  abbiamo,  per 
le  stesse  quantità  tra  i  piani  y=h,  y^==y» 

A  =  7T  A  j  x^e  "^  —  c"^ì — A^e  "^  +  e""^  j  +  2aT 

4.  Volume  del  solido  limitato  dalla  superficie  generata  dalla 
lemniscata  (x*  +  ^*yz=:2a\x*  —  y*)  ruotante    intorno   all'  asse 


delle  X  4 

7:a»[log(H-|/2)-^J 


^1 


5.  La  curva  y^zrzx*  —  x*   ruota  attorno   all'asse  delle  x; 
l'area  della  superficie  cosi  generata  è 

^[3+51/2  +  ^log(5  +  4|/2)]. 

4 
ed  il  Tolume  del  solido  da  essa  limitato  è  uguale  a  -—  tt. 

x^       z^ 

6.  Area  A  della  parte  di  cilindro  — r-i-— r=l  staccata  dal 

^  a        e 

/p«       V* 
cilindro —r  + -^  =1. 
or       o 

Arr4i|cH arcsenel,  ez=:- se  a>c 

le  J  a 


A  =  4*|c  •+-' —  log^e-f  —  jl,  e=— —  se  a<c, 

A=8Jc  se  az=zc,  A  =  8a'  se  az=:b=zc. 

(In  questo  ultimo  caso  si  ha  il  doppio  dell'area  di  una  volta 
a  conca  su  base  quadrata). 

11  volume  y  del  solido  limitato  dai  due  cilindri  é 

V  =  — rr—  aoc. 


7.  Dai  due  cilindri  x^  +  z^zna^  y^-hz^t^za*  togliamo  la  parte 
di  un  cilindro  contenuta  nell'altro,  e  consideriamo  delle  super- 
ficie che  così  rimangono  la  parte,  al  disopra  del  piano  z=iO, 
limitata  dai  piani  xima^  xzzz  —  a,  y=^a,  yzzz — a.  L'area  di 


^^«r^ 
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questa  parte,  che  forma  una  volta  a  crociera  su  base  quadrata, 

è  4a^(Tr_2). 

/pi       ^1 
8.  Area  A  della  parte  di  cilindro  — ^--f-^^l  limitata  dai 

piani  y=0,  y:=bx; 

A  =  a«5  [2-f -^log-p-^j,  e  =  ?:-^_,  a>c. 


A  =  2a*ill  4- arctge|,ci=  ,  a>c, 

Az=ia^b  ,  az=c. 

9.  Volume  V  del  solido,  al  disopra  del  piano  z=iO,  com- 
preso  tra  il  piano  ;s;n:0  il  paraboloide  —  =1 —  ed 

il  cilindro  — r-4- "Tr^=w'»  Wi'<l. 


V :=  TraècmM  1 — ^)sem*<l,  Vz=— ^— se  7n'  =  l. 

10.  Volume  V  della  parte  di  solidità  della  sfera  a:*4-y*-h  z^=^à 
staccata  dal  cilindro  — tH t-  =  J»  A>1. 


11.  Volume  V  del  solido  compreso  tra  il   piano  z:=zO,  il 

paraboloide  -^  =  — ;-  -f  -^  ed  il  cilindro  -r-  -h  -7T-  =  1. 
^  e        p*       q*  a*       6* 
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12.  Volume  V  del  solido  compreso  tr*  l'ellissoide 

13.  Volume  della  parte  dì  solidità  della  sfera  J-'  +  y'  -j-2'=a* 
staccata  dal  cilindro  x\x^  +  y^) — a*(i?*  — !/*):=  0. 

V=-|-a»(7r  — 2  +  21og2) 

(Giova  usare  coordinate  cilindriche). 

14.  Essendo  Ox,  0^,  0^  tre  assi  ortogonali  tra  loro,  consi- 
deriamo la  superficie  rigata  generata  nel  modo  seguente:  men- 
tre il  piano  zO\  ruota  intorno  all'asse  Oz,  la  generatrice  della 
superficie  situata  su  questo  piano,  facendo  sempre  un  angolo 
costante  con  0;;;  la  cui  tangente  indichiamo  con  X,  intercetta 
su  Oz  un  segmento  OC  =  Àa5,  dove  a  indica  una  costante  e  5 
l'angolo  dei  piani  zOx^  zOk,  Si  vuole  il  volume  V  del  solido 
limitato  dalla  superficie  rigata  così  generata  e  dai  piani  aOy, 
zOx,  jjOA,  essendo  m<2.t  l'angolo  di  questi  due  ultiaii  piani; 
e  l'area  A  della  parte  di  superficie  limitata  dagli  stessi  piani. 

(Usare  coordinate  cilindriche  p,  5,  z^  osservando  che  l'equazioue 
della  superficie  è  allora  zzizlaO — ^.  Per  calcolare  A  giova 
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integrare  prima  rispetto  a  5  e  poi  rispetto  a  p,  osservando  che 

i  limiti  dell'integrazione  relativa  a  5  sono  .-j-  e  5,). 

15.  Sopra  un  paraboloide  ellittico  2z-=: — "*"  "X"  si    consi- 
derino le  curve  definite  dalla  condizione  che,  per  ciascuna,  le 
normali  alla  superficie  nei  suoi  punti  facciano   un  angolo  co* 
stante  0  colfasse  delle  z.  Si  calcoli  l'area  A  della  callotta  del 
paraboloide  limitata  da  quella  curva  per  la  quale  9=^|. 


A  zz:  —  nab 


\cos'  ^1         / 


(Giova  assumere  per  linee  coordinate  sul  piano  z=0  le  pro- 
iezioni, su  questo  piano,  delle  linee  che  si  considerano  sul  pa- 
raboloide, e  rette  uscenti  dall'origine  delle  coordinate). 

— n .  — p — j 

compresa  tra  i  piani  x:=zXq,  xzizx^  essendo  x^^x^  dello  stesso 
segno  e  a?o<ir,. 

,     e*i  — «-*» 
A=7rIoff-- -T-. 

(Giova  prendere  per  variabili,  neir integrare,  le  w,t?  definite 

dalle  u  =  ^— ,  v  —  ^''^J'^'  dalle  quali  l/n-l?=^^^, 

etc.,  osservando  poi  che  pei  punti  della  superficie  è  sempre 
-)<ut?<l). 


IT.  Eleneitì  iella  teoria  ielle  funi  il  Tariatili  compiesse. 


Serie  a  termini  eompleMi. 

115.  Qui  si  suppongOQO  ooDOsoiute  le  nozioni  fondamentali 
intorno  ai  numeri  complessi  e  la  loro  rappresentazione  geome- 
trica mediante  i  punti  di  un  piano. 

Sia  ;j=fl?-My,f=|/ —  1,  dove  x,y  indicano  variabili  reali, 
una  variabile  complessa;  indicheremo  con  z  anche  il  punto 
che  corrisponde  al  numero  complesso  z.  Denoteremo  con  |js:|  il 
modulo  di  jjir  x  +  /yziz|o(cos5-fisen5)  cioè  |;j|=i:/&=i|/x*-4-^*. 
Sia  v>  una  quantità  che  varia  al  variare  di  z;  diremo  che 
L  =  M  +  iN  è  il  limite  di  w  per  a=a  +  i6,  se,  dato  il  solito 
numero  ?,  esiste  un  intorno  del  punto  a,  per  tutti  i  punti  ;; 
del  quale,  x  al  più  escluso, è  |w?  —  L|<  j, e  scriviamo  limu?  =  L. 

Se  è  to:=u  +  tt7,  con  u^v  quantità  reali,  si  riconosce  subito 
che  è  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  sia  li mt^znL, 

che  limu=:M,  limtJznN  quando  x,y  convergono  comunque 
verso  a,b.  La  condizione  è  necessaria  perchè  dall'essere,  pei 
punti  dell'intorno  predetto,  |w?-L|<j,  ossia |/(u - M)'+(t? -  N)*<7, 
risulta  \u  —  M|<j,  \v  —  N|<a.  La  condizione  è  sufficiente 
perchè,  se  esiste  un  intorno  del  punto   a,  pei   punti  x,y  del 

quale  sia  \u  —  M|<— :,  |t?  — N|<--7=,  avremo 


(u-M)«  +  (t?-N)«<o«,  e  quindi  |/(w-M)«-f  (t?-iN)«<7. 

Ciascuno  poi  intenderà  da  se  come  si  estendano  le  defini- 
zioni di  limite  agli  altri  casi  che  possano  presentarsi, cioè  quando 
la  z  varii  in  modo  che  \z\  vada  crescendo  indefinitamente,  etc. 
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116.  Sia  una  serie  iw;,  =  i(^«-h/.3j  a  termini  complessi. 

I  I 

Fatta  la  somma  S„  dei  suoi  primi  n  termini,  la  convergenza  e 
divergenza  della  serie  stessa  viene  definita  precisamente  come 
per  le  serie  a  termini  reali.  Risulta  subito  da  ciò  che,  condi- 
zione necessaria  e  sufficiente  alla  convergenza  della  serie 
l{oL^-^i^^)  è  che  siano  convergenti  le  due  serie  reali  2a^,2/3^ 
formate  colle  parti  reali  e  coi  coefficienti  dell'immaginario  i 
di  ciascun  termine  della  serie  complessa.  Invero,  la  condizione 
è  necessaria  perchè,  dall'essere  per  ipotesi 

(1)  lim(a,-fi;3i-h«,+  fi3,+  ....  +  3£,,-f  ti3Jzz:A-fiB 

quando  n  cresce  indefinitamente  per  numeri  interi  e  positivi, 
risulta  (n.  115) 

lim  (3fi  +  «j  -f ...  -f  «  J  =  A,     lim  03i  -1-/3,+ ...  -f  i3  J  :=  B. 

La  condizione  è  sufficiente  perchè,  supposte  verificate  queste 
due  ultime  eguaglianze,  abbiamo  come  conseguenza  la  (1). 

Si  riconosce  poi  subito  ancora  che,  condizione  necessaria  e 
sufiiciente  afiSnchè  una  serie  complessa  sia  convergente,  è  che 
il  resto  della  serie  converga  a  zero  al  crescere  indefinito  di  m. 

Una  serie  complessa  a  termini  variabili  lu^,  dove  u^  di- 
pendono dalla  variabile  complessa  z,  è  uniformemente  conver- 
gente in  un  campo  C,  se,  dato  o-,  esiste  un  numero  m  tale  che 
per  n>m  e  per  iutti  i  punti  ^  di  C,  è  |R^|  <7,  essendo  R^  il 
resto  della  serie. 

117.  Poiché  la  natura  ed  il  valore  di  una  serie  dipendono 
dal  limite  della  somma  dei  suoi  primi  n  termini  al  crescere 
di  n,  non  parrà  strano  che,  in  certe  serie,  disponendo  diver* 
samente  i  loro  termini,  es<e  mutino  valore  o  natura;  cosichè 
ad  es. ,  se  in  una  serie  convergente  si  dispongono  i  termini  in 
ordine  difi'erente  possa  accadere  che  la  nuova  serie^  i  cui  ter- 
mini sono  gli  stessi  della  prima  disposti  diversamente,  abbia  un 
valore  diverso  dalla  prima  oppure  non  sia  più  convergente.  Ed 
invero  sia  una   serie  convergente  2u^,  S,jZz:Mi-fw,+  ....-f  Wr. 


[ 
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la  somma  dei  suoi  primi  n  terminile  si  consideri  una  seconda 
»erÌ6  ottenuta  dalla  prima  disponendone  i  termini  con  una  legge 
diver:!5a;  sia  m  il  numero  dei  termini  che  occorrerà  preudere 
in  questa  seconda  serie  affinchè  nella  somma  S'^  dei  suoi  primi 
m  termini  compariscano  tutti  i  termini  contenuti  in  S,».  Avremo 

lìm(S'^— SJ  =  lim(Wp4-w,-hu^+...) 

dovo  gli  indici  p,  q,  r...  superano  tutti  n,  e  crescono  indefini- 
tamente con  n. 

Ora  possono  presentarsi  i  casi:  lim(Up  +  u^+.  .)=0,  oppure 
che  questo  limite  sia  finito  e  diverso  da  zero,  o  che  sia  infi- 
nito, Q  che  non  esista;  ed  allora  nel  primo  caso  la  seconda 
serie  sarà  convergente  ed  avrà  Io  stesso  valore  della  prima, 
nel  secondo  sarà  convergente  ma  avrà  un  valore  diverso  dalla 
prima,  nel  terzo  sarà  divergente  e  nel  quarto  indeterminata. 

Ad  esempio:  Sia  la  serie  convergente 

ScrÌTiuinoIa  cosi 


1,111 


Avremo 

„       ,        1         1  1  1 

ed  S'^  è  uguale  ad  S„  se  n  é  pari,  o  ne  differisce  per r 

se  >fr  è  dispari,  cosiohè  avremo  sempre  Hm  S„  =  lim  S',^  e  la  secon- 
da serie  ha  lo  stesso  valore  della  prima. 
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Scriviamo  ora  la  serie  (1)  cosi; 


9    ■  11 


1  1 


Allora,  posto 


4n— 3     4n— l       2n 


1 


1 


^'•- ^  ~  2"  "*"3"  ~  T  "^  -  +  2;^:^  ~  2ir' 


1 


1 


,  _         1  111  1  1  


! 


abbiamo 


S'^^-S^-,j—^  4-  ^^^^  + 


..-»• 


-7T  + 


4n— 3^4n— 1 


Ora  dagli  sviluppi 
log(Ua.)  =  .-(^-f)-(|^-|^)-.... 


-log(l— x)=a>+Y  +  ^+-" 


valevoli  per  —  1  <a?<l,  ricaviamo,  per  0<x<l, 


1 


log(l +<»)<«<  log  j-— 


a; 


Ponendo  in  questa  formola  successivamente 

__     2  2  2 

*"~2n+l    '  2n+3'"*4n-l 


24 
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e  poi  sommando,  abbiamo 

1    ,      4n4-l  1  1  1^1,     'Jn-l 

dalla  quale  ricaviamo 

lim (S'3„-S.J  =  lim  (.^  f  ,j^^  +...-^  ^)  =^  log2. 

e  da  questa 

liraS'3,=llmS,,4-  ^log2  =  |-log2. 

La  secouda  serie  è  quindi   convergente,  ma  ha  un  valore 
diverso  della  (1). 
La  serie 

^  ~j72"^  (73  "(Ti  ■*''••• 

è  convergente,  perchè  i  suoi  termini  sono  di  segno  alternato  e 
cpntinuamente  e  indefinitamente  decrescenti.  Ma  la  serie  stessa 
scritta  cosi: 

è  divergente.  Invero 

l/w 

e  quindi,  poiché  S^^  ha  un  limite  finito  al  crescere  di  n  e  -n- 

cresce  indefinitamente  con  n,  é  limS'8^  =  oo. 

In  seguito  alle  precedenti   considerazioni  le  serie  conver- 
genti, che  non  mutano  valore  comunque  vengano  disposti  i  loro 
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termini,  sì  chiamano  serie  convergenti  indipendentemente 
dall'ordine  dei  termini  o  assolMamenle  o  incondizionata- 
mente convergenti.  Le  serie  non  assolutamente  convergenti 
vengono  da  taluni  chiamate  serie  semi-convergenti. 

Abbiamo  ora  il  seguente  teorema  importante  dovuto  a  Di- 
RICHLET  nel   1837: 

La  condizione  necessaina  e  sufficiente  affinchè  una  serie 
sia  assolutamente  convergente  è  che  sia  convergente  la  serie 
farinata  coi  moduli  dei  suoi  termini. 

La  condizione  é  necessaria.  Invero  dall'essere  assolutamente 
convergente  la  serie  lun^^^^n-^ifin)  risulta  che  sono  pur  tali 
le  serie  Itl^^IIò^;  talché  al  crescere  di  n,  non  solo  i  resti  di 
queste  due  serie  convergeranno  a  zero,  ma  ancora  le  somme 
composte  di  termini  comunque  scelti  a  partire  dall' n®®'"^  e 
perciò  dovranno  convergere  a  zero  la  somma  di  tutti  i  termini 
positivi  e  quella  di  tutti  i  negativi  dopo  l'n®'^™^  e  quindi  la 
somma  dei  valori  assoluti  dei  termini,  cosichè  avremo  ancora 

lim{(|a,|  + 1/3,1) -f(|a«+i|  +  |iS,+»|)  +  ...}  =  0, 


e  quindi,  osservando  che 

iw,i=i/^!r^,<i«„i-f-ii3j. 

sarà  lim(|w,|-f|w^+,| +  ...)  =  0,  e  la  serie  dei  moduli  2;|m,J  è 

perciò  convergente. 

La  condizione  è  sufficiente.  Per  una  serie  lu^^  a  termini 
reali,  ciò  vedesi  subito,  perchè,  se  è  convergente  la  serie  2!|w„|, 
risulta  lim(Wp  +  w,-f-w,.  +  ...)z=0  dall'essere 

Se  la  serie  è  complessa  ed  è  convergente  la  serie  i|u,J= 
il/a^-f/:»*,  risultano  convergenti  le  serie  ^^n\*  ^li^nl»  i  cui 
termini  sono  minori  di  quelli  della  serie  dei  moduli  e  quindi 


^ 


* 
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assolutamente  convergenti  le  serie  reali  2 a^,  S;^^  e  perciò  an- 
cora la  proposta  serie  complessa. 

118*  Se  due  serie  lu^,  ly^  sono  assolutamente  conver- 
genti\  ed  hanno  per  somma  U,  V,  sarà  pure  assolutamente 
convergente  la  serie  iw^  dove 

B  sarà  lWn  =  V'y.  cosichè  l'ultima  serie  è  il  prodotto  delle 
due  prime,  cioè  (ìu„)(2vn)  =  -w„. 

0  0  0 

Invero,  posto 

U^  —  Wo  +  Ui  4-  Wj  -f  ^ . .  -f  U;,,  V^  =  t?o  +  t?i  +  Vj  + . . .  4- 1?^, 
W,^zr  w?o  -f  w^i  -+-  M?2  -f . . .  4-  W?fn, 
abbiamo 

Wj,,  —  ÌUqì\)  -f  (Wit?o  -f  U^V^)  -f  .  . .  i-  (W^t?o  +  W;»-i t?i  + .  • .  -f  Wot?  J 
+  ";i+tt?o  +  Wn+l^i  +  (W^t?,  f  .  . .   h  UjV,,)  +  U{0^j^,  -h  Uot?n+J 

+  Wn-«t?^i  -f  W^3t?a^  +  .  . .  +  Wot?2«-i 

Le  quantità  tra  parentesi  nel  secondo  membro  formano  il 
prodotto  U^V;,,  e  possiamo  scrivere 

W,,j^  U„V^ -f  w,^Vo 4-  Win-i V,  + ...  +  w^V^  +  w^i V^i 


»3 
Ora,  posto 

ed  indicati  con  U',  V  i  limiti,  per  n  infinito,  di  U'^,  V'„,  che 
per  ipotesi  esistono  essendo  le  serie  lu^,  2t?^  assolutamente 
convergenti,  abbiamo  U'n<U',  V'^<V'  e 

<  V'(|u„^il  +  lu^l +...+ |'%h|); 

ma,  poiché  la  serie  l\Un\  è  per  ipotesi  convergente,  dato  7,  esi- 
sterà un  numero  m  tale  che,  per  n>m,  sarà 

e  quindi 

cioè  lim(Wg^Vo+...-ht*„+iV„_,)  — 0. 

fl=oo 

In  modo  analogo  si  prova  che  Iimfi;2^Uo  +-.-f-^„+iUn-i)  ^^0, 
cosichè  avremo 

limW,,,  =  lim(UnVn)=:UV. 

n=oo 

Osservando  poi  che 

■4-l^«n-lUo-f...-f  ^„4.,U^_2, 

si  vede  che  anche  lira  W,;,.,  =  UV.  La  serie  y.u\  è  quindi  con- 

n=oo 

vergente  ed  ha  per  valore  U.V. 
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Ma  essa  é  anche  assolutamente  convergente.  Ciò  rilevasi  su- 
bito osservando  che 

e  che  in  modo  completamente  analogo  a  quello  precedente,  dal- 
l'essere convergenti  le  serie  ^uj,  ^I^^K  si  vedrebbe    la  eoa- 
vergenza  della  serie  il  cui  termine  generale  è  |w^|  kol+••-^-|Wol|Onl 
e  quindi  è  anche  convergente  la  serie  2|i^?„|. 
Il  teorema  è  cosi  completamente  dimostrato. 


Le  fanzioni  esponenziali,  oircolari,  eto. 
ad  argromento  complesso. 

119-  La  serie 


(1)        i+-"+-^  +  rl:^+-+r£:^+-' 


dove  sr=a?-f  2t/  =  f>(cos5  +  2sen  5),  è  assolutamente  convergente 
per  qualunque  valore  di  z,  perchè  è  convergente  la  serie  dei 
moduli.  Se  ;2?  è  numero  reale  essa  ha  per  valore  <?-,  cioè  è  la 
potenza  z  del  numero  5=:2.718...,  e  può  servire  al  calcolo  ef- 
fettivo di  tale  potenza.  Indicheremo  col  simbolo  e*  la  somma 
della  serie  (1)  anche  quando  z  è  complesso,  cosichè  la  funzione 
esponenziale  e^  viene  definita  come  somma  della  serie  (1). 

La  definizione  ora  data  di  funzione  esponenziale  quando 
l'esponente  non  è  reale,  oltre  che  essere  giustificata  dal  fatto, 
chfj  per  z  reale  corrisponde  alla  potenza  z  del  numero  e,  lo 
ù  ancora  dall'altro  che,  quantunque  nella  definizione  di  e*  per  2 
non  reale  sparisca  afi'atto  il  concetto  di  potenza,  però  la  fun- 
zione e=  gode  di  tutte  le  proprietà  di  una  potenza  con  espo- 
nente reale.  Basterà  perciò  provare  che  la  formola  fondamen- 
tale e^  e^izr^'+^i,  che  ha  luogo  quando  gli  esponenti  sono  reali, 
sussiste  ancora  quando  essi  sono  numeri  qualunque.  Ed  invero, 


f^i-L 
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abbiamo 

e  da  queste  (n.  118) 

120.  Le  serie 


z 


t 


^^^    ^       1.2"*'    l.:^.3.4        '"'^       1.2.3^1.2.;5.4.o       "' 

SODO  assolutamente  convergenti  per  qualunque  valore  di  z^  es- 
sendo convergenti  le  corrispondenti  serie  dei  moduli  dei  loro 
termini,  e  sono  uguali,  quando  z  è  reale,  la  prima  a  cos  z,  la 
seconda  a  sen  z.  Designeremo  ancora  col  simbolo  cos  z  la  pri- 
ma e  con  sen  z  la  seconda  quando  z  è  qualunque,  e  rimangono 
così  definite,  come  somme  di  quelle  serie,  le  due  funzioni  ele- 
mentari cos^,  sen;?  per  z  complesso. 
Si  vede  subito  che 

cos( — ;2;)zz:cos;r,  sen( — z)-=:.  —  sen-j. 

Osserviamo  che 

,      .        z""        .  z"       z'       .  z^        z^ 

(z^       z^  \      ./        z^       z^  \ 


'^^''^PPiW^ 


e  quindi 

e*^=cos;j-f  «  sen4: , 

da  questa 

er*'  =  cos  ;?  —  f  sen  z. 

cosìchè  ancora 

cos  z 

—        2       ' 2i 

formole  dovute  ad  Eulero,  valevoli  qualunque  sia  z,  e  che  le- 
gano tra  loro  le  funzioni  circolari  ed  esponenziali  di  una  va- 
riabile qualunque. 

Si  ha  co!3Ì  un  modo  compendiato  di  esprimere  un  numero 

complesso  : 

x-\'iy  =  [^{cos  0-\-i  sen  5)  =  pe^^. 
Dalla  formula 

^x+iy  --  Qtc  qìm  --  g«(cos  t/  -f  i  sen  y\ 

nvG  x^y  sono  reali,  si  vede  che  ef^  cosy  è  la  parte  reale. 
i'e^senj  la  parte  puramente  immaginaria  del  valore  di  ^+*''. 

Quantunque  per  le  funzioni  sen^,  cos^,  quando  z  è  com- 
plesso, sparisca  affatto  l'idea  di  linea  relativa  al  circolo  di 
raggio  uniUi,  che  si  ha  per  z  reale,  però  esse  godono  di  tutte 
lo  proprietà  delle  funzioni  circolari  seno  e  coseno  di  argomento 
reale,  e  ciò  giustifica  maggiormente  le  denominazioni  di  cose 
e  ^an  ^  attribuite  alle  serie  (1). 

Intanto  dalle 

é-  =  cos  jj  -f  i  sen  ^,  e""'^  =  cosjs:  —  f  sen  z 

alljiamo  subito  cos*.3:-h  seu'jjurl. 

Inasterà   poi   provare   ancora  che   hanno  luogo  per  esse  le 
ft^miole  di  addizione,  dalle  quali  le  altre  tutte  procedono.  Ora 

abbiamo 
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e^  e^^i  =  (cos  z-^i  seri  z)  (cos  ;?,  + 1  sen  2,) 

=  (cos  z  cos  Zj  —  sen  z  sen  ^j)  H-  i(sen  z  cos  ^j  +  sen  Zi  cos  ;?) 

=  e*<--*-'i*  =  cos(;2:  +  ;?,)  +  i  seniz  -f  ^1), 

dalla  quale,  cambiando  2:  e  ;s:i  in  — z  e  — ^,, 

(cosjj  cosjj,  —  sen;?  sen^,)  —  i(sen;2:  cosz,  +sen;3:,  cos  js) 

=  cosU  4-  z^)  —  i  sen{z  -f  Zi), 

le  quali  sonìmate  e  sottratte  danno, 

cos(j2: 4-  Zi)  -=:  cos  z  cos  z^  —  sen  z  sen  Zy^ 

sen(;3f  +  z,)  =  sen  ^  cos  z^  4-  sen  Zi  cos  z. 

Da  queste  formolo  riconosciamo  subito  anche  la  periodicità 
delle  funzioni  sen;?:,  cos;?,  giacché  per  esse  è 

C08(;2:  +  2?:)  =  cos  z^  serì{z  +  Srr)  =  sen  z. 

La  funzione  esponenziale  ^  è  essa  pure  periodica  col    pe- 
riodo 2/11,  giacché 

e*"*"*"  =  e^  e^*  =  e*(cos  2;r  -f  1  sen  2k)  =  e'. 

Dalla  formolo  di  Eulero  ricaviamo 

cosiy=  — ^ »  seni^  =  — f  — , 


cosichè,  se  y  è  reale,  vediamo  che  il  coseno  di  un  numero 
puramente  immaginario  è  reale  ed  il  seno  è  puramente  imma- 
ginario. 

Inoltre,  per  le  formolo  di  addizione  ora  dimostrate, 

cos  (x  -f  iy)  =  cos X  cos  iy  —  sen  x  sen  1//, 
sen(ar-f  1^)  zzz  sen  x  cos  iy  -f  sen  ty  cosa?, 
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e,  se  x^y  sono  reali,  i  secondi  membri  sono  scomposti  nella 
parte  reale  e  nella  parte  puramente  immaginaria  di  cos(x  +  tV)> 
sen(a;  +  iy). 

Le  altre  funzioni  circolari  tgz, ...  si  definiscono: 

^iszzz ,  cot;3r= ,   etc. 

°  cosz  sen2; 

121.  Se  1(7  è  reale  e^  =  2:  è  un  numero  positivo  e  to  ò  il  lo- 
garitmo neperiano  di  z,  u)=^  \ogz.  Poniamo  la  stessa  defini- 
zione nel  caso  di  i^?  =  ti  +  «t?,  con  u,t7  reali;  allora,  essendo 
e**-^"'  un  numero  della  forma  x-^-iy  con  x,y  reali,  e~'*"**  =  a?-ft^, 
chiamiamo  w-ftw  il  logaritmo  neperiano  di  x-¥iy,  u-fft?= 
log(.c  +  i». 

Vediamo  ora  di  ridurre  log(x  -f  iy)  alla  forma  a  +  i/S  con 
o(,/3  reali.  Abbiamo 

quindi 

a?z=e"cost?,  y=^**seni?, 
dalle  quali 

il  radicale  essendo  preso  col  segno  +,  perchè  e^  è  sempre  po- 
sitivo, e  da  questa  M  =  log|/x*4-y*  ;    e  —  =tgt?,  dalla  quale, 

X 
V  ti 

indicando  con  are  \%  ^—  il  più  piccolo  arco  avente  —  per  tan- 

M  X 

gente,  t?z=arctg  -^4-2*7:2,  cosichè 

X 

log(ar  -f  iy)  =  log  |/a?'  -f  y'  +  a  ^arc  tg  -^  -f  2ijr Y 

dove  A  è  un  intero  qualunque  e  il  logaritmo  nel  secondo  mem- 
bro è  il  solito  logaritmo  aritmetico  del  numero  |/x*  +  y*. 


m 

Posto 

a:  -f  ty  =  p(cos  5  -f  t  sen  5) 
è 

log  [/)(cos  9  4- 1  sen  9)]  =  log  p  + 1(9  -f  2ftTr). 

Vediamo  cosi  che  ogni  numero  x-hty  ha  un  numero  infi- 
nito di  logaritmi  che  corrispondono  ai  diversi  valori  di  k.  Quel- 
lo che  corrisponde  a  A;  =  0  suole  anche  chiamarsi  il  logaritmo 
principale. 

In  particolare,  per  ogni  numero  reale  positivo,  degli  infiniti 
logaritmi  il  principale  è  reale  ed  à  il  solito  logaritmo  aritme- 
tico del  numero  stesso,  e  tutti  gli  altri  sono  complessi,  e  per 
ogni  numero  reale  negativo,  — p  =  p(cos  ti  + 1  sen  tt),  tutti  gli 
infiniti  logaritmi  sono  complessi. 

Si  riconoscerà  subito  facilmente  che  il  logaritmo  di  un  nu- 
mero complesso,  cosi  definito,  gode  delle  stesse  proprietà  dei 
logaritmi  dei  numeri  reali  e  positivi.  Dimostreremo  la  formola 
log  2:+  logZ:=  ^og(^^i)ì  1a  quale,  poiché  ogni  logaritmo  ha  una 
infinità  di  valori,  va  intesa  nel  senso,  come  del  resto  ora  la 
dimostremo,  che  la  somma  di  due  valori  qualunque  di  log  2;  e 
log^j  è  uno  dei  valori  di  log(;?^i),  e  che  vi  è  sempre  un  valore 
di  log;?  che  sommato  con  un  valore  di  log;2r|  ci  dà  un  valore 
qualunque  prefissato  di  log(>3;3:i). 

Invero 

log  z      =  log  [f  (cos  5  -f  «  sen  5)]  =  log  /:i-f  i{0  ■^2kii) 
log;?,     =  log[p,(cos  5i  4  I  sen  5,)]  =  log  pi  -f  i(9i  -f  2*,::) 
log  {zZi)  =  log  [ppi{cos{S  4-  9,)  +  i  sen(5  4-  5,)  )] 
=  •og{/>p,)4-t(5  f  0^-h2k'n)=logp-^  ìogp,  4 i(5-f  9i  4  2A:'7r) 
e,  posto  k'  =  k  +  ki, 

log(a;^,)=log^-f  log^:,. 
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122.  Definiamo  2**  come  ^i*°»*,  che  ha  significato  conosciuto, 
estendendo  al  caso  di  z.z^  numeri  qualunque  l'identità  z'^ 
__-g*iiog;  nota  se  z^Zi  sono  reali  e  z  è  positivo.  Abbiamo  quindi 


{x  4-  |y)*i*+*'>'i  =  gt^l-Hl'l)  »og(«+/V)  -  g(a>i-»-/yi)  (log|/a;*+y*+»(arctg  — ^«fc»» 


=  e^i  logj/«*-*.y*-y,  (are  tg  -^+ttir)  gi(vi  log|/«*+|f'-t-»^i  (are  tg  -^+«kT) 

e  si  ha  cosi,  generalmente,  un  numero  infinito  di  valori  per  >s->. 
Abbiamo  ancora,  dalla  formola  precedente, 

[f>(cos5-fisen  5)]?it«>»^i+*»«°9i) 

^^-.i«lt»8en0igpi(cos9ilogp-0Sen0p|^Qg[-p^(sgjj  9^  log  p+(5f  2ft/r)  COS  5,)] 

4-  /  sen  [pxfsen  0^  log/>  -f  (5  -I-  2ftr)  cos  9i)]}. 

Si  riconoscerà  subito  che  questa  formola  contiene  come  caso 
particolare  la 

fp(cos5  +  esen5)]»»  =^«|cos —  (9-\'2kn)-\-isen  —  (542A7r)|, 

e  che  ha  luogo  la  formola  z^^-^-'^zrzz'^  z\ 

Come  curiosità  possiamo  notare  che  i^^zie"^^'  «"'ha tut- 
ti i  suoi  infiniti  valori  reali,  che  Vz=e'^*'^^. 

Notiamo  infine  che  vi  è  un  caso  di  eccezione  per  la  for- 
mola js'izize^i^®»^,  quello  di  z=:e,  sia  che,  per  essere  xr,  com- 
plesso, si  intenda  con  e*^  la  somma  della  serie  esponenziale,  sia 
che,  per  essere  Zi  reale,  si  intenda  con  e^i  anche  la  potenza  z^  del 
numero  2,718...,  perchè  tanto  nell'uno  come  nell'altro  caso  e-» 
ha  un  unico  valore,  mentre  che  la  ^izre^i^®**  darebbe  più 
valori  per  e'K  stante  la  moltiplicità  dei  valori  del  log  e  che 
comparisce  nel  secondo  membro  come  esponente.  Cosi  che,  nel 
caso  di  zzzie,  converremo  di  considerare  in  quella  formola  per 
log  e  il  solo  valore  reale  uno. 
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123.  Se  è  seni^  =  ;ar  ~a?+iy,  diremo  che 
vo  zr  are  sen  z  rz  are  sen  {x-\-  iy). 

Ora  dalla 


e'^^zr  cos  w  -f  I  sen  wz::]/ì  — z^-\-iz, 
ricaviamo 

M?  =  -T-  log  (|/l  — z*  +  w), 

cioè 
arcsen;j=— r-log((/l  -^'-f  ?>s),arcsen(a?-fiy)=  -r-log[|/i-(a7  f-2y)'-|-i(a?4-ty)]. 

In  modo  analogo 

arccos;j=-r-log(z  +  «l/l  -2*),  arccos(j?  +  iy)  =  — r  log[a;f  iy4-4/i-(^+«"y)*]' 
»  » 

E  qui  pure  si  riconoscerebbe  facilmente  che  hanno  luogo 
per  queste  funzioni  tutte  le  proprietà  delle  funzioni  circolari 
inverse  are  sen  js:,  arccos;?  quando  z  è  reale  e  |^|<I. 

Se  è  tgt^zr;?  diremo  M^^zarctg;?.  Dalle  formolo 

é^  =cosM?-f«  sento 
er^^-=zQosw — I  sento 


abbiamo 


e  da  questa 


y^ costo-f  esento 1  4-  iz 

cos  w  —  i  sen  w      1  —  iz^ 


1    ,      \-¥iz 
t.z=arctg^=^logj— .. 


382 


Funzioni  di  variabili  complesse.  —  Derivata. 

124.  Una  funzione  f{x,y)  dì  due  variabili  reali  x,y  può 
considerarsi  come  funzione  della  sola  variabile  complessa 
z-=.x-^ty,  giacché  ad  un  valore  di  z  corrisponde  un  unico 
valore  per  x  e  pery,  ed  a  questi  il  valore  di/'(a?,y).  La  cosa 
non  è  più  cosi  ^^  x^y  non  sono  variabili  reali,  perchè  allora 
ad  un  valore  dì  z  non  corrisponde  più  un  unico  valore  per  x 
e  y]  così,  indicando  h  una  quantità  arbitraria  qualunque  è 
z:=zx  +  iy=ix-\'h-¥i{y^ih). 

Ora  vediamo  quale  è  la  condizione,  cui  deve  soddisfare  la 
f{x,li)j  affinchè  essa  possa,  qualunque  sia  la  var  iabilità  di  x ,  y, 
considerarsi  come  funzione  dell'unico  ente  zz=.x-f^iy. 

Supponiamo  che  la  f{x,y)  dipenda  dalle  quantità  x,y  in 
modo  da  ammettere  derivate  parziali  rispetto  ad  a;  e  ad  y,  co- 
siche,  indicati  con  dx  e  dy  gli  aumenti  che  si  suppongono  dati 
ad  esse,  sia 

df=.^dx-\'^dy 
'       dx       ^  dy  ^ 


nf      M\dx-idy     (df         JA 
\òx         dy)       2        '^\0x  Oy/ 


rfx4-  idy 


Ora  se  si  vuole  che  la  f{x,y)  dipenda  dall'unico  ente 
x-hiy,  dovrà  df  essere  zero  se  dx-hidy^iO,  ed  affinchè  ciò 
sia,  la  formola  precedente  ci  mostra  che  è  condizione  neces- 
saria  e  sufficiente  che  la  f{co,y)  soddisfaccia  alla  relazione 

dx        dy 

Ciò  posto,  poniamo  la  definizione: 

Se  x,y  sono  variabili  reali,  diremo  che  f(x,y)  è  fun- 
zione di  xì-iy,  se  essa  si  conserva  ancora  tale,  atlribtiendo 
alle  x,y  la  variabilità  complessa. 

Ovvero,  più  esplicitamente; 
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Se  Xyj  sono  variabili  reali,  diremo  che  f(x,y)  è  fun- 
zione di  x-f  iy  in  un  campo,  se  in  ogni  suo  punto,  fatta 
astrazione  da  un  numero  finito  di  punii  o  di  linee,   sod* 
disfa  alla  relazione 

— -  +  1  ^-  =  0. 
i)x        dy 

• 

Questa  definizione  è  dovuta  al  Ribmann.  Il  Gaughy  chia- 
mava funzioni  monogene  di  a?  4-  iy  queste  che  noi  qui  chia- 
miamo semplicemente  funzioni  di  x-^-iy. 

Notiamo  subito  come  le  funzioni  elementari  definite  nel  n.  119 
e  seguenti  siano  effettivamente  funzioni  di  a: +  2^  nel  senso  Rie- 
manniano;  e  difatti  ad  es.:  per 

f{x , y) ZZI  e^+'s'  =  c*(cosy  -f  i  sen  y) 


-^^ef^icosy-hisen  y\  r^  =  e*(— sen y  -f  t cosy),  -^  -h  i  r^=0: 

per 

f{x ,  y)  =  log  {x  +  iy)  =  log  |/a;*-f  j/'-f  i/arc  tg  ~-  4-  2kn\  è 

^-^ '1^  K-^1-.    Jl^  ^^ilT-O    etc 

125.  Sia  fix-^iy)  una  funzione  di  x  +«y;  se  si  può  ridurre 
fi^-hiy)  alla  forma  u-^-iv,  dove  w=z:w(a?,y),  tJ=v(x,y)  siano 
funzioni  delle  due  variabili  reali  a;,y,  la  equazione 

0£     .  V^  _  0(^  +  g't?)      .  0(t^  +  iv)  _  /  Ou  _  Ot?\       .  /Ot^     3u\_ 
3a?         Jy  dx  Oy  \  Ox       dy  )        \5x       Oy  /        ' 


\'^':wm^^ 
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ci  da 

^  dx        ùy  dx       dy  ' 

cosichò  se  uQa  funzione  di  x-hiy  si  può  [ridurre  alla  forma 
u^iì},  la  parte  reale  w,  ed  il  coeflSciente  dell'immaginario  v, 
soddisfanno  alle  due  equazioni  (1). 

Inversamente,  se  le  due  funzioni  u^v  di  x,y  soddisfanno 
alle  (1),  la  u-\-iv  è  funzione  di  x-{-iy,  poiché  dalle  (1)  rica- 
viamo 

dx      ■*■         Oy       ~ 

Notiamo  ancora  che,  supposto  le  m,i?  ammettano  deriyate 
seconde  rìt^petto  ad  x,^  e  le  derivazioni  siano  invertibili,  le  (I), 
derivata  rapporto  ad  x  e  ad  y^  danno 

Oic^'^dy'         'Ox^'^dy'  —  ^' 

Una  funzione  f{z)z=:u-\-iv  dicesi  continua  in  z^  dove  ha 
il  valore  f{Zo)  se,  dato  a,  esiste  un  intorno  di  Zq  per  tutti  1 
punii  z  del  quale  ó  \f(z) — f{Zo)\<'^' 

126.  Sia  f{z)  =  f(x-\-iy)  funzione  della  variabile  z;  diamo 
a  z  l'aumento  àz  =  ^X'\^^^y;  se  pel  rapporto 

f(z  4  Az)  —  f(z)  _  f(x  -f  iy  -f  Aa;  + 1 Ay)  —  f{x-\-  iy) 
ùiZ  Ax  4-  lAy 

esiste  un  unico  limite  determinato  quando  A^  converge  a  zero, 
cioè  quando  Aa?,  Ay  comunque  convergono  a  zero,  questo  li- 
mite definiamo  come  la  derivata  di  f{z)  rapporto  a  z,  che 
indìcliiamo  con 

La  funzioni  di  una  variabile  reale   possono  ammettere  da- 
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rìvata  a  destra  e  a  sinistra  diverse  da  loro,  dipendentemente 
dal  segno  dell'aumento  attribuito  alla  variabile  indipendente. 
Ora,  mentre  che  l'aumento  di  una  variabile  reale  può  conver- 
gere a  zero  solamente  in  due  direzioni  diverse,  Taumento  ^z 
può  convergere  a  zero  in  un  numero  infinito  di  diverse  dire- 
zioni corrispondenti  al  diverso   modo  di  variare   del  rapporto 

—^  quando  ^x  e  A^  convergono  a  zero,  e  corrispondentemente 

a  questi  diversi  modi  di  variare  di  ^z  potremo  avere  diversi 
limiti  pel  rapporto  (1),  o  aver  limiti  per  alcuni  e  per  altri  no. 
Ora,  se  la  f{z)  è  funzione  di  z  nel  senso  Riemdnniano  ed  am- 

messa  la  continuità  di  una  delle  derivate  -r^  ,  r^,  esiste  un 

dx      dy 

unico  limite  del  rapporto  (1).  Invero  abbiamo 

f{x-^^y^\-àx^t^l/)^f{X'\'i^/)  _  f{x-^^y-h^X-¥^^y)'^fix^^VJ'\'i^t/)      ^x 

Ix-^i^y  àcb  àx-^i/^y 

^  f(x  -f  iy  -f  2  Ay)  -  f(m  + 1»        g Ay 

lAy  Ax  +  JAy  ' 

ma,  (0<5<1), 

f(x^iy  -f  Ar-f  fAy)-/(j?-f  ty  +  lAy)  _  D/'(x -f  ty  +  t'Ay  4- 6Ax) 
Ax  dx 

^dr(x-^iy)   ^  ^_  1    dr{x  +  ty)  ^  ^ 
dx  i  dy  ' 

dove  i  converge  a  zero  con  A»,  Ay,  e 

/'{x-hiy  +  i^y)—f{x^iy)  _  l^  df{x-¥iy)       , 
lAy  -   i  ay         "^'*' 

dove  c^i  converge  a  zero  con  Ay;  quindi 

A^-i-ty-f  A3;  +  gAy)  —  f(09-^iy)_  1    df{X'\-ty)  ^^x  d^iAy 

àx-^iày  t  Oy  Aa?  +  lAy      Aa?-M*A^^ 

25 


^^ftJSK^h  --: 
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e,  poiché  i  moduli  delle  quantità  moltiplicate  per  ^  e  Ji  non 
crescono  indefinitamente  quando  Ajr,  A^  convergono  comunque 
a  zero,  avremo 

A«=o  ^o^^i^y  i  Oy  Dx 

cioè 

Si  intende  ora  senz'altro  come  per  le  funzioni  di  variabili 
complesse  valgano  le  stesse  regole  di  derivazione,  relativamente 
alla  somma*  al  prodotto  etc.  di  più  funzioni,  alle  funzioni  di 
funzioni  etc.  dimostrate  per  le  funzioni  di  variabili  reali. 

127.  Calcoliamo  ora  le  derivate  delle  funzioni  semplici. 

1)  /'(z):=e'=ie*(co3y-haseny), 

f[z)=  ^  =  e^(cos  y  +  f  sen  y)  =  e\ 

La  derivata  à  la  stessa  come  se  z  fosse  variabile  reale. 
Vedremo  che  questo  succede  sempre. 

2)  cosj8:  =  cosx  — f-  isena;  — , 


sen<2;=sena;  — ^cosic — ^ ; 


rfcos;?      Dcos^  e^  +  c^      .         e"^  —  e^ 

--: — =. — r — =  —  sena;  — h«cosx — r; =— san. 

dz  dx  2  2 


.     ,  ^    cf  sen  z 

Analogamente  — ^ — zzicos;?. 
dz 
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3)  log^=log|/a?«+y«-f  f/arctg  ^  +  2*71), 

d\ogz dlogz o>  —  gy 1     1 

dz  dx         fl?'+y'       x-ì-iy       z 

4)  ;8'i  =  e'i^*»«' 

dz'i        ,,^,      1  2*1  -, 

-3—  =  e*!  ^^«^  '  ;Ji  —  =  ;ari  —  =  ;2rii;'i-\ 

^  _  ^1  log* log ^  _  ^*i  log  ^. 

5)  are sen 3;  =  -T- log (j/ \—z*  +  iz) 

d&TGi&nz 1  1  /    — z         A I 

arctg.  =  ^logj-^. 


darctg^g l^ 

dz 


1  /    g        _L_\  _    ^ 


128.  Una  variabile  complessa  z  può  per  infinite  successioni 
di  valori  e  con  continuità  passare  da  un  valore  ;aro  ad  un  altro 
qualunque  valore  z;  basta  osservare  che  i  due  punti  z^  e  z 
possono  venire  congiunti  tra  loro  mediante  infinite  linee  con- 
tinue. 

Sia  data  la  f{z)  pei  punti  d' un  campo  G,  e  sia  z^  un  punto 
fisso  qualunque  e  z  un  altro  punto  qualunque  di  C,  f^  uno  dei 
valori  che  la  f{z)  assume  in  z^.  Se,  qualunque  sia  la  linea  ap« 
partenente  a  C,  che  la  variabile  z  percorre  per  andare  da  z^ 
in  z,  il  valore  che  si  trova  avere  assunto  la/*(z)  nel  punto  z 
è  sempre  lo  stesso,  avendo  sempre  preso  per  valore  iniziale  il 
valore  /p,  la  funzione  f{z)  dicesi  monodroma  nel  campo  C.  Se 


b 
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invece  ciò  non  avviene  dicesi  polidroma.È  evidente  che  una 
funzione  univalente,  come  e^  cosz  e  simili,  è  necessariamente 
raonodroma.  Si  riconosce  subito  che,  affinché  una  funzione  sia 
monodroma  in  C  fa  bisogno  e   basta  che,  se  Zq  è   un   punto 
qualunque  del  campo  ed  /ò  il  valore  della  funzione   che  assu- 
miamo in  ^0,  facendo  percorrere  alla  variabile  una  linea  /  qua- 
lunque di  C,  che  cominci  e  termini  in  ^o*  H  valore  che  si  trova 
avere  la  funzione  quando  la  variabile  ritorna  in  Zq,  nia  ancora 
/l.  Infatti  se  la  funzione  è  monodroma,  e  ;2r  è  un  punto  qualunque 
di  l,  indichiamo  con  Zom  z  una  parte  e  con  z  n  z^V  altra  parte 
di  /.  Percorrendo  Zq  m  z  e  Zq  n  z  arriviamo  in  z  collo  stesso 
valore  della  funzione,  che  indicheremo  con  /";  cosichè,  se  dopo 
aver  percorso  la  linea  ZqIu  z  ci  partiamo  da  z  col  valore  fé 
percorriamo  la  linea  z  m  Zq,  la  funzione  riprenderà  i  valori  già 
presi,  in  senso  inverso,  e  arriveremo  in  Zq  col  valore  /J.  Quindi 
percorrendo  la  linea  Zonzmzo,  cioè  /,  ritroviamo  alla  fine  per 
la  nostra  funzione  il  valore  /J.  Inversamente,  se  questo  awie- 
ne,  e  se  alla  fine  del  movimento  ci  partiamo  da  Zq  col  valore 
/i  percorrendo  la  linea  z^^  m  z,  arriveremo  in  z  col   valore  f 
col  quale  siamo  giunti  percorrendo  la  linea  z^  n  z. 

Una  stessa  funzione  può  essere  monodroma  in  alcune  parti 
del  piano  ed  in  altre  no.  Prendiamo  l'esempio  più  semplice 
/'(^)zi:|/;3.  Posto  ;5=|o(cos^-f  ^sen5),  la /"(js)  ha  in  ogni  punto 

del  piano  i  due  valon  (/jo(cos — ^ hisen — ^ — l,(*=0,l)» 

cioè,  esplicitamente, 

|/p(cos-^  +  isen-^\ 

-l/7^cos-^  +  isenyj==(/^^cos  (-^  +  ttJ  +t  sen(-^+  -| 

• 

Consideriamo  un   campo  tale   che  una  linea  qualunque  di 

esso,  che  principia  e  termina  in  uno  stesso  punto,  non  possa 

circondare  il  punto  zziiQ,  come  ad  esempio  un  campo  il  cui 

contorno   sia   di  un    sol    pezzo  e   non   contenga   nell'  interno 
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il  punto  j^rziO.  In  questo  campo  la  funzione  (A  è  monodroma, 
perchè  partendoci  da  z^  con   uno   dei  suoi    valori,   mettiamo 

cos  •—-  4-  2  sen  -^)  Q  percorrendo  una  linea  qualunque  di  C, 

ritorniamo  in  Zq  collo  stesso  valore,  giacché  p  ripiglia  il  valore 
Pq  e  6  il  valore  6q.  La  funzione  invece  non  è  monodroma  in 
un  campo  che. non  goda  della  detta  proprietà,  perchè,  parten- 
doci da  Zo  col  valore  precedente  e  facendo  percorrere  alla  va- 
riabile una  linea  chiusa  che  circondi  il  punto  z  =  Oy  9  varia 
da  5o  a  ^0+271  e  quindi  l'argomento  o  angolo  polare   di  \/z 

varia  da  -^  a  -^-— r —  m  — ^  4-  tt  ed  arriviamo  in  Zq  col  valore 


|//5o[cos(-|-  -h  tt)  -f  «sen(-^  -f  tt^I z=— j/po^cos  ^ -hisen  -^\ 

cioè  coU'altro  dei  due  valori  che  \/z  possiede  in  Zq* 

129.  I  termini  w„(z)  =  Un(x  ,  y)-f  iVn(x  ,y)  d'una  serie 
2w Jz)  siano  funzioni  monodrome  finite  della  variabile  com- 
plessa z  ed  ammettano  derivata  w'^(z)  per  tutti  i  punti  d'un 
intomo  e  del  punto  z  e  sia  w'Jz)  continua  in  z;  le  serie 
lv/J^z)j  2wn(z)  siano  uniformemente  convergenti  in  e.  Allora 
la  serie  proposta  wzz:2w„  soddisfa  in  z  alla  equazione 

3w .Ow 

è  continua  in  z,  ed  ammette  derivata  w'(z)  data  dalla  serie 
delle  derivate  dei  termini,  IWJz). 

Infatti,  poiché  le  t^?^  =  w^-f  ar„  sono  continue  nel  punto  z, 
le  Un  e  Vn  sono  funzioni  A\  w,y  continue  nel  punto  {x^y).  Le 
serie  lu^^lv^.  sono  uniformemente  convergenti  in  e,  poiché  è 
tale  la  Iw^.  Quindi  le  serie  lu^,  ^v^  sono  due  funzioni  u,v 
di  x^y  continue  nel  punto  (a;,y),  e  perciò  ancorala  t^=r:w4-?t; 
è  funzione  di  x,y  continua  nel  punto  (x  ^y). 


390 

Inoltre,  osserviamo  che  dalle  forinole 


w'„{js) 


_0m)„ 

_ 

a«» 

-•^ 

dx 

dx 

1 
1 

3W» 

z=. 

1 

« 

Oy 

t 

ay 

ricaviamo  che  la  serie  /j-r^  ®  quindi  anche  /^T^»  zJJ^  ' 

e  la  serie  /'-t-^  e  quindi  anche  /^-r-^  >  /r^  ^^^^  unifor- 
memente convergenti  in  e,  perchè  tale  è  la  lijo'n{z).  Quindi  le 
serie  lu^,  Iv^  sono  derivabili  termine  a  termine  rapporto  ad 
oc  e  ad  y  nel  punto  (x,y),  ed  avremo  perciò 

'dx~  2jTx'dy~  Zj2y  '^~  Zj  dx  '  ùy  ~  2Lidy' 
e  da  queste 

ed  analogamente 


e  quindi 


dy        dx' 


E  con  questa  formola  rimanendo  ora  dimostrato  che 

w'(z)==:^-=Z'r—,  abbiamo  ancora  w\z)=zlio'Jz). 
ox       toy 

Il  teorema  è  cosi  completamente  dimostrato;  dal  quale  ri- 
caviamo, come  immediata  conseguenza;  l'altro: 
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Se  in  un  campo  C  {il  contorno  inclino  o  no)  le  "wjz), 
w'Jz)  sono  monodrome  e  continue  e  se  per  ogni  punto  in- 
temo a  C  esiste  un  intorno  per  tutti  i  punti  del  quale  le 
serie  2w^,  2w'.,  sono  uniformemente  convergenti,  allora  la 
serie  Sw^  per  tutti  i  punti  di  C  (escltcso  al  più,  il  contorno) 
è  una  funzione  della  variàbile  complessa  z,  monodroma  e 
continua,  e  che  ammette  derivata,  data  dalla  serie  ^w'^- 


Intesrrali  delle  f anzioni  di  TariabiU  complesse. 


130.  Cauchy  fu  il  primo,  nel  1825,  a  stabilire  il  significato 
preciso,  dandone  una  chiara  definizione,  del  simbolo  jf(z)dz^ 


a-^-ib 


dove  f{z)  è  funzione  della  variabile  complessa  z,  riducibile  per 
ogni  sistema  di  valori  di  x,y  alla  forma  w(j?,  y)-}-it?(ar,y),  es- 
sendo u,v  funzioni  reali  di  x,y. 

Sia  /  una  linea  appartenente  ad  un  campo  dove  la  f{z)  è 
monodroma  e  finita,  e  che  unisce  tra  loro  i  punti  cf.z=za-\-ib^ 
^zrza'-^ib'.  Siano  Zo:=:x  ,ZifZi...Zn^i,Zn^=^  punti  qualunque 
appartenenti  ad  /  e  succedentisi  andando  da  a  verso /3;  consi- 
deriamo la  somma  Siz:2io,_i(^,  —  z,-.i),  dove  W7,_i  indica  un 
valore  qualunque  di  f(z)  lungo  il  tratto  di  linea  /  compreso 
tra  i  punti  z^^i  e  z^.  Ora  una  quantità  L  dicesi  limite  di  S  al 
crescere  di  n,  se,  dato  j,  esiste  un  corrispondente  numero  po- 
sitivo d  tale  che,  per  |z, — ;s:,«,|<cJ  e  qualunque  sia  la  scelta 
dei  valori  t^,,  sia  sempre  |S  —  L|  <7,  ed  L  chiamasi  V  integrale 
definito  della  funzione  f(z)  preso  tra  x  e  ^  lungo  la  linea  1, 
che  dicesi  linea  a  cammino  di  integrazione,  e  scriviamo 
L  =  /f(z)dz  lungo  1,  e  lsLf{z)  sarà  allora  integrabile  da  a  a  /3 
lungo  la  linea  /. 

Supponiamo  che  le  coordinate  dei  punti  della  linea  /  ven- 
gano espresse  per  un  parametro  tj  mediante  le  formolo 

x=(f{t)  ,  y  =  '|(0. 

(in  particolare  potrà  essere  t=x  o  tzny)  e  che  si  ottengano 
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tutti  i  punti  di  /  da  a  a  j3  facendo  variare  i  da,  /q  a  ^i  sempre 
crescendo  o  sempre  decrescendo,  e  che  (fit),  ^t)  ammettano 
derivate  continue  pei  valori  di  t  dn  Ìq  a,  ti.  Posto 

w  =  fiz)  =  u[9(0 ,  ^(01  +  i^W)  I  ^(0] = <t)  +  iv(t)  =  u + it), 

t^, = f{^.) = w[?(0 ,  KOI + ivWs) .  Wb)] = w,  +  It?, , 

abbiamo 


Alla  prima  somma  del  secondo  membro  (ed  in  modo  ana- 
logo per  le  altre)  possiamo  dare  la  forma 


2», 'iM=|(^  (,._,„)■ 


1 

ma 


dove,  essendo  la  o'{t)  continua  nell'intervallo  (/o»'i).  '^  <J, sono 
quantità  che  possono   tutte  ridursi   minori   numericamente  di 
qualunque  quantità  positiva  assegnata  prendendo  gli  intervalli 
f,  — /^i  suflScientemente  piccoli. 
Avremo  quindi 

n 

*— '        tg  —  r,_i  1  i 

Supponiamo  la  funzione  u  dì  t  integrabile  nell'intervallo 
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{toJi);  allora  è  anche  integrabile  la  uj{t)  e  perciò,  essendo 

n  t\ 

lira  lujits  —  ^-i) =Judt 

n 

e  quindi  lim  2 J,m,(/,  —  /^,)=0,  avremo 

1 

^^  's  "•  '«-1  i  To 

Ammessa  poi  ancora  la  integrabilità  di  v  neir intervallo 
(/o>'i)y  abbiamo  in  ultimo,  procedendo  in  modo  analogo  colle 
altre  somme  suddette, 

lim  S  =  fuf\t)dt  —fvy(t)dt  + 1  \Sn\t)di + Su'Ht)dt\ 

'o  ^Q  ^0  'o 

(1) 

=  j{u\-w){ifXt)+^'{t)\dtz=  fr{z)dz, 

la  quale  formola  non  solo  ci  prova  l'esistenza  dell* integrale 
della  f{z)  lungo  la  linea  l,  ma  ancora  ci  indica  il  modo  di  cal- 
colarne il  valore. 

Per  esempio,  per  calcolare  l'integrale  lungo  la  retta  che 
unisce  i  punti  a,/3,  basta  porre 

ed  allora 

fn^)dz  =  [a'  —  a  +  i{V-b)]  Jf[a  +  (a'  -  a)  /  -f  ib  + 1(6'  -i)  t]dti 

a,  0 

per  calcolare  quello  da  a  a  /3  lungo  un  semicircolo  che  passa 
per  oi  e  fi,  basta  porre 

a;  =  -^[a  +  a'+|/(a  — a74-(i  — i')'cos/], 
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y  =  -1  (  J  +  5'  +  |/(a  —  a'f  -t-  (*  —  6')*  sen  i], 


ed  allora 


a 

•  f/'pì^  "^  *'^  "*■  y-|/(«-«')*+(*-*'/  (cos  /+« sen  ol(-  sen  /+i  cos  0^/, 


dove 

L  =  are  cos   ,  =  z=:  are  sen 


(/(a  _  a'f  +(*  -  y/  |/(a— a7-^(6— *y 

La  formola  (1)  mostra  poi,  senz'altro,  che 

a  p 

il  cammino  di  integrazione  essendo  lo  stesso  pei  due  integrali; 
e  che,  se  •/  è  un  punto  di  /, 

/nz)dz  =  f}{z)dz-hfMdz, 

a  a  1^ 

la  qual  formola  vale  anche  se  il  punto  y  è  fuori  della  linea  /, 
purché,  indicando  con  /,  la  linea  di  integrazione  deir  ultimo  in- 
tegrale del  secondo  membro,  la  f{z)  sia  integrabile  su  /j ,  e  la 
linea  di  integrazione  del  primo  integrale  del  secondo  membro 
si  componga  delle  linee  /  ed  Z^. 

131.  Abbiamo  anche  qui  un  teorema  analogo  al  primo  della 
media. 

Invero,  essendo 

Jf(z)  dz  =fu[^'{l)+  iHt)]  di  -f  ifil^y)  +  «f (0]  dU 
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6  poiché,  applicando  il  primo  noto  teorema  della  media,  è 

/w[?'(0  +  «  f  (0]  di — mid  —  a)  h-  im^ifl  -  V) 

=m,(/3— a)-fi(m,  — Wi)(*'— *), 

dove  m,  ,mt  sono  valori  compresi  tra  il  limite  superiore  e  T  in- 
feriore di  u  neirintervallo(/of /|)  e  analogamente  ni, ni  per  t?, 
abbiamo 

/A^)dzi=(wi-hfni)(/3  — a)  +  i(*'— *)[w,— Wi-hn,  — n,l, 

(X 

e,  se  la  f{z)  è  continua  lungo  la  linea  /, 

(1)        Saz)dZ'=L\u\U^  g(/^_/^)j4.et?[/o+5'(/,-/o)]}  (.S  -  a) 
a 

+  «(*'  — ft)[w,—  w,  +  n,—n|]. 

dove  0<5<1,  0<5'<1. 

Queste  formolo  corrispondono  a  quella  del  primo  teorema 
sulla  media  per  gli  integrali  di  funzioni  reali;  ma  vi  è  un  al* 
tra  formola  (Hbrmitb,  Cowrs  professe  à  la  Fàcultè  des 
Sciences  de  Paris,  litografia)  che  è  più  semplice  e  di  cui 
quella  della  media  è  caso  particolare,  e  che  perciò  pare  più 
opportuna  per  costituire  il  primo  teorema  della  media  per  i  no- 
stri integrali. 

Scriviamo 

fi  <i 

.  .dx^-idy 


i=Jnz)dz=J{u+iv)^^d(, 


ed  avremo 


«1  il  . 

1 1  ^   r.        -1  Idx-^idyl  ,.       r.        .  ,  ydx^-Tdy* ,, 
1|<J  |u-fit?|' — ^^dt=J  \u-]-tvr——^dt. 
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cosiché,  indicando  6  un  cèrto  numero  compreso  tra  0  e  1, 


,i,=.,jiU,„^:^^rf,. 


ed  applicando  il  noto  teorema  della  media 


\i\  =  iMJ^^^^^±^dt.=  mfiTcoi, 


dove  M  è  un  numero  compreso  tra  il  limite  superiore  e  T in- 
feriore di  |w  +  2v|  nell'intervallo  (/o»^)  «  arco  /indicala  lun- 
ghezza della  linea  /.  Se  la  f{z)  ò  continua  lungo  l^ 

I  1 1  =  S\u{f) -f  it?(OI  arco  1=  6\f(2^\  arco  l, 

dove  tf^<t'<ti  e  z'  indica  quel  punto  della  lirfea  l,  che  corri- 
sponde a  t  =  t'. 

Ma,  indicando  con  9  l'argomento  di  I,  con  a  l'argomento 
di  /"(A  è  I  =  II|cPS  f{zf)  =  \f{z')\e'^\  ed  avremo 

lz=9\f{z)\eP^avcol=9e^Ì>^^* fiz)2Lrco  /, 

ed  in  conseguenza,  indicando  con  X  una  quantità  il  cui  modulo 
non  supera  l'unità,  abbiamo 

fi 
ffiz)dz=lsircolf{z'), 

a 

che  è  la  formola  che  corrisponde  a  quella  del  primo  teorema 
della  media. 

132.  Proviamo  ora  che  in   ogni  punto  z  della  linea  di  in- 
tegrazione l'integrale  di  f(z)  è  funzione  di  z.  Poniamo 


a' 


i{z)=fr(z)dz', 
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allora 

V{z)=\\m^^^jf{z)dZ''jf{z)d^=-\\m  Ljf(z)dz, 


dove  A  =  Aj2:  =  Ax  +  a^y  indica  un  aumento  qualunque  attri- 
buito a  ^,  e  r  integrale  da  >?  a  z  +  A  è  condotto  lungo  una  linea 
qualunque  che  unisca  i  punti  z  e  ;2r  +  A,  le  coordinate  dei  punti 
della  quale  supporremo  espresse  mediante  /  e  in  modo  che  z 
corrisponda  al  valore  t  e  ;&  -f  A  al  valore  /  -f  &  di  U  essendo  k 
quantità  che  converge  a  zero  con  h.  Ma  per  la  formola  (1)  n.  131 
abbiamo 

z 

e  poiché  lim(m, — mi)  =  lim(n,  — ni)=:0,  llmu(/-f  5A)=:u(/). 
lim  vijt-k-  5'A)  =  v{t),  sarà 

1      '*" 

1^  j^Jr{z)dz=u{t)  +  iv{t)=f{z)', 

quindi 


a 


e  da  questa 


aj  (f/(^)dz)  =  nz).    j^  iffiz)  dz)=if{z). 


le  quali  provano  che  Jf{z)dz  è  funzione  del  limite  superiore  z, 

a 

pei  punti  z  della  linea  di  integrazione,  e  che  ha  per  derivata 
Se  ¥[z)  ò  funzione  di  z,  che,  lungo  la  linea  di  integrazio* 
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ne  abbia  per  derivata  f[z),  avremo 

Sf{z)dz=Y{z)-?{oL). 

a 

Invero,  posta  ;sr=9)(/)+i|*(/),  in  modo  che  ai  valori  di  t  da 
/o  a  ^  corrispondano  i  punti  della  linea  di  integrazione  da  a 
a  ;?,  e  posto  FU)=:U(/)  +  iV(0.  avremo 

nz)=m={^V)^int)]^=[<t)uv(i)i 

e  quindi 

f{z)  dz = [u(0 + iv{t)]  [?'(0  -f  i>'(0]  dt = [U'(0  -h  t  V'(0]  rf/, 
e  da  questa 

f}(z)  dz=f[u{tHiv{t)]  if\t) + imi  dt=fm)unt)\  dt 

=  U(0+ iTW— [U(/,)  +a  V(/oì]  =  FW  -  F(«). 
Cosi  ad  esempio,  qualunque  sia  la  linea  di  integrazione,  è 

fcos  zdz=senz''  sen  a,  f  sen  zdz-cosoL-  cos  Zy  fe'dz = «*  -  ^. 

afta 

133.  Se  la  f{z)  diviene  infinita  in  un  punto  e  della  linea 
di  integrazione,  perchè  esiste  un  intorno  del  punto  e  per  tutti 
i  punti  del  quale  \f{z)\  si  mantiene  maggiore  di  qualunque  nu- 
mero prefissato,  o  perchè  ciò  avviene  per  tutti  i  punti  di  uà 
intorno  sulla  linea  di  integrazione*  o  perchè  comunque  piccolo 
si  prenda  un  intorno  di  e  su  detta  linea  vi  siano  sempre  in 
esso  dei  punti  nei  quali  \f{z)\  è  maggiore  di  qualunque  numero 
prefissato,  allora  poniamo  la  definizione 

ff{z)dz=\\mjf(z)  dz, 
restando  il  punto  e — S  sempre  sulla  linea  di  integrazione. 
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E  se  la  linea  di  integrazione  si  estende  all'infinito,  ponia- 
mo  la  definizione 


ff[z)dz=\mSnz)dz, 


M  _ 

à 


quando  il  punto  z  si  allontana  indefinitamente  sulla  linea  di 
integrazione. 

134.  Il  cambiamento  di  variabile  negli  integrali  di  funzioni 
di  variabile  complessa  si  opera  precisamente  come  negli   iute* 

grali  di  funzioni  di   variabile  reale.  Sia  Jf{z)dz  preso  lungo 

a 
la  linea  /  e  si  ponga  z-=iz{Zi\  dove;2:i=j:i  +  iy,  e  z{Zx)  è  fun- 
zione di  Zi  che  ammette  derivatale  sia  a=z(a|),  j3=;2r(/3|),  es- 
sendo a  =  a  +  f d,  j3  r=  a'  -f  ib\  «j  =  a^  4-  ib^ ,  jSj  =  a'i  4-  ib\  ;  dico 
che  avremo 

&  /Si 

Sf{z)dz=Jf[z{z,)]Azy)dz, , 

a  Al 

l'integrale  del  secondo  membro  essendo  preso  lungo  quella 
linea  /|  che  corrisponde  alla  linea  \l,  linea  le  cui  coordinate 
a?i ,  yj  vengono  date  dalle  a?i = fi[ic ,  y) ,  y ^ = /^(a? ,  y)^  dove  questi 
valori  di  oo^,yi  sono  quelli  che  si  ricavano  dalle 

supposto  che  sia 

z=x  +  iy=  z{z,)  =  F,(a?i .  y^)  +  iF,(xi .  y,). 
Ora,  se  si  pone  ar  =  <]>(/), y  =^(^)  cosichè  sia 
Fi(a;,,y,)=9(0,  F,(a?,,yO  =  ^(0, 

avremo 

a?.=/ì(«.y)=/;[?(0.>f(o]=/;«).  y.=/;(a'.y)=/,wo.  'f(0]=/;(0. 
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ed  analogamente  a\=fi(t^,b\=fjj,^, 

A«(-?.)] = AF.(a?. .  y.) + *F«('. .  y.)l  ==  fbit) + im\ = «(0 + «KO. 

cosichè 

/A2(-5.)i  -s'f-^orf^i  =/No + m)\  [?'(o + if  (0]  dt  =fmdz. 

135.  In  seguito  alle  considerazioni  fatte  finora  possiamo  riu- 
nire in  una  sola  formola  alcani  dei  risultati  di  integrazioni 
di  funzioni  di  variabili  reali,  che  si  presentarono  sotto  aspetto 
diverso  a  seconda  dei  valori  o  del  segno  di  certe  quantità:  co- 
me  pure  si  potrà  con  semplicità  ricavare  il  valore  di  un  inte- 
grale da  un  altro  già  conosciuto;  il  che  verrà  dichiarato  con 
i  seguenti  semplici  esempi. 

Possiamo  dire  sempre  che,  supposte  x^a^h^c  reali,  è,  se 
4ac  — y  è  diverso  da  zero, 

dx  2  \     2ax  +  b 


r       ax        _        z 
j  aa^'\'bx -h  c~ ì/^ac  —  V *^^  ^ 


(vedi  pag.  45);  invero  se  4ac  — J*<0  il  secondo  membro  d\- 
viene  i.  are  tg     .  :,,  cioè 

,      .    2ax4  6 
1  +  t 


4-'og 'y^^ 


tVS'—iac  2«     "         .    2ax+b 
ì'—t- 


—  1       ■     i/6l'-4ac+2ax+b  _       1  {/b*^Aae^(2ax-^b) 

~  ]/b*^^4ac  °^  |/*Mac-(2ar+*)  ''l/b*-4ac  ^\/P^c + 2ax+b' 

che  non  differisce  che  pel  segno  della  quantità  sotto  il  ic^* 
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ritmo  (ciò  che  non  importa,  perchè  di  essa  dobbiamo  prendere 

il   valore  assoluto)   dalla   formola   frovata  a  pag.   45  quando 

4ac  — *«<0. 

^   .  r    dx       .     r     dx  x 

Cosi  ancora  per  avere  i    -,  da   1  ■  .         -  =arcsen— , 

basta  porre  in  quest'ultimo  xz=zixi  ed  allora 

m  -:-arcsen— ^  =  —. r-log  I  1/  1  4-— r -) 

,     l/a'-f  X? — oc,      ,               a 
=  —  log  ^ -^ •  =log 


=  log  -^^^ — -,-' i-'  =  log  (l/oM^f  xO-f  C. 

Cosi  ancora,  conoscendo 

Jx^dx  1    ,      a:  —  1      1/2       ^     x 

___  =^  _  log  __-  +  ^  arctg^. 

— j 5 — ^,  giacché,  cambiando  x  in  ?>  nel 

primo  integrale,  abbiamo 

/xhlx  1(1,      ix—\      1/2       ^     2-c  ) 

1(12         ,  1/2    1,     1/2— ar, 

1  X  1     ,      1/2— a; 


2G 
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Teoremi  di  Caucliy 

136.  Se  f(z)  =  u  +  iv  é  monodroma  finita  e  continua  in  Mio 
un  campo  C,  il  cui  contorno  sia  s,  e  le  derivate  di  n  ey  rap- 
porlo  ad  x^y  sono  integrabili  in  C,  l'integrale  di  t{z)iz 
esteso  al  contorno  di  C  è  uguale  a  zero,  cioè  J'f(z)dz=0. 

Infatti 

ff{z)  dz  =f(u  dx — vdy)  +  ifiudt/ + vdx); 

ma,  poiché  u,v  sono  funzioni  uni  valenti  continue  dìx,fj\nC 
e  le  loro  derivate  sono  ivi  integrabili,  abbiamo,  in  virtù  della 
formola  di  Green  al  n.  100, 

Jiudc,  -vdy)  =  -Jf(^  ^-  ^)  dxd!,, 

S  G 

Jiudy+vda;)= J  J(^^-^ya!  dy, 

9  0 

e  gli  integrali  nei  secondi  membri  sono  zero  perchè,  essendo 
f{z)  funzione  di  z  in  C,  è  ivi 

dU  ^_A      ^       i£ A. 

in  conseguenza  Jf{z)dzz=:0, 

137.  Dal  precedente   teorema  fondamentale  di  Gàughy  ri- 

sulta  subito  che  il  valore  dell'integrale  jf(z)dz,  quando  si  in- 

tegri  per  due  linee  differenti  che  uniscono  i  punti  jsroe^i,  ma 
tali  che  nella  parte  del  piano  da  esse  limitata,  incluse  le  linee 
stesse,  la  f{z)  sia  monodroma  finita  e  continua,  è  lo  stesso; 
ossia,  il  valore  dell'integrale  non  cambia  quando,  rimanendo 
fissi  gli  estremi,  la  linea  di  integrazione  si  deforma  senza  spez* 
zarsi  e  rimanendo  sempre  in  un  campo  ove  la  f(z)  sìa  mono- 


I 
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droma  finita  e  continua,  cosichè  allora  la  linea  di  integrazione 
non  ha  influenza  sul  valore  dell'  integrale.  Cosi  ad  es.  :  qualun- 
que sia  la  linea  di  integrazione  è  sempre 

f  cos  z  dz  =  sen  z^  -  sen  Zq. 

Altra  conseguenza  del  teorema,  di  Caucht  è  che  gli  inte« 
grali  di  f(z)dz  estesi,  nello  stesso  verso,  lungo  due  curve  chiu- 
se, l'una  interna  all'altra  e  tali  che  nelFarea  da  esse  racchiu* 
sa,  incluso  le  linee  stesse,  la  f{z)  è  monodroma  finita  e  con- 
tinua, sono  uguali. 

;dz 
esteso  ad  una 

curva  chiusa  s  che  racchiude  nel  suo  interno  il  punto  a,  ove 

la  funzione  integranda  diviene  infinita.  Descriviamo  col 

centro  in  a  un  circolo  di  raggio  R  tutto  contenuto   nell'area 
determinata  da  s;  nel  campo  limitato  da  s  e  da  <7  la  funzione 

si  mantiene  monodroma  finita  e  continua,  cosichè 

dz         r  dz' 


Jdz    _   r  dz 
z—a'^j  z  —  a 


Per  calcolare  il  secondo    integrale  poniamo   z — a=zRe^\  di 
guisa  che,  essendo  R  costante  pei  punti  z  di  7,  sarà  dz=iRe^*d9, 

in  conseguenza  j     =?'  j  d5==2;ri,  per  cui 


ed 

J  z — a 

a  0 

dz 


h 


z  —  a 

9 


=  2kì. 


Calcoliamo  ancora  f{z  —  a^dz,  ove  w  è  numero  intero  qua- 

8 

lunque.  Se  n  è  positivo,  pel  teorema  di  Cauchy,  il  valore  del- 
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l'integrale  è  zero.  Sia  n  negativo,  cioè   cjiiiideriamo   Tinte- 

Jdz 
r;j,  n  intero  positivo.  Descritto  il  circolo   «j,  come 

precedentemente,  e  posto  z — a  =  Re®*  abbiamo 


valevole  se   n    è   diverso   dall'  unità.    Gosichè     vediamo  che 
f(z  —  aYdz=:Q  se  n  è  un  intero  diverso  da  —  1,  e  per  n=  -1, 

il  valore  dell'  integrale  è  2kì, 

138.  Se  f(z)rz:u-f  iv  è  monodroma  finita  e  continua  in 
un  campo  C,  il  contorno  s  di  C  incluso,  ed  u,  v  hanno  le 
derivate  integrabili  in  C,  e  z'  indica  un  punto  interno  a 
C,  abbiamo 


^   ^        ^ni  J   z  — z 


Invero,  la  funzione  di  z,  ,  è  in   C  dapertutto  mono- 

Z  —"  z^ 

droma  finita  e  continua,  escluso  il  punto  zz=z'  in  cui  diviene 
infinita.  Ove  si  circondi  questo  punto  z  con  un  circolo  a  tutto 
contenuto  in  C,  descritto  col  centro  in  'z'  e  di  raggio  R, 
che  potremo  assumere  piccolo  quanto  si    vuole,   la  funzione 

J^  i  è  monodroma  finita  e  continua  in  tutto  il  campo  limi- 
z  ^~"  z 

tato  dalle  linee  s  e  da  a;  cosichò  avremo 


S^-"-S^.^'='>- 


dove  Tintegrazione  lungo  a  si  intenderà  condotta  lasciando  a 
sinistra  l'area  racchiusa  da  a,  se  l'integrazione  lungo  sé  con- 
dotta lasciando  a  sinistra  il  campo  G. 
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Posto  z—z'z=zRe^^,  è 

JM^  =  ij/lz'  +Re8*)  d5=  t  J[/-(3'  +  Refl')  -/"(s')]  rf5-2  :,/(«') 

ff  0  0 

e  quindi 

9  0 

essendo  f{z)   continua   in    z\   dato   o,  esiste  un   numero   R, 
tale  che  per  R<Ri  e  qualunque  sia  5  è  |/'(s'  +  Re^O  -/^(^')l  <  ó— . 

•«/IT 

cosichè  allora 


1/: 


'^^^-2nz  r(z') 


z  —  z 


<^. 


Ma,  la  quantità  di  cui  si  prende  il  modulo  nel  primo  mem- 
bro essendo  indipendente  da  R,  dovremo  avere 

J^,dz-2ntriz')  =  0, 

» 

cioè  f{z')z=z-—T  1        '  ;  dz,  come  volevasi  dimostrare. 
'  ^  2ntJ  z  —  z 

a 

Questa  formola  è  notevole  ed  importante.  Essa  dà  il  valore 
che  la  f{z)  ha  in  un  punto  z\  interno  al  campo,  mediante  i 
valori  che  essa  ha  sul  contorno  s  di  esso,  cosi  che  i  valori  sul 
contorno,  quando  la  funzione  debba  essere  monodroma  finita 
e  continua  in  tutto  il  campo,  la  determinano  completamente 
in  guisa  che  non  vi  possa  essere  che  una  sola  funzione,  mo- 
nodroma finita  e  continua,  avente  quei  valori  sul  contorno. 
Osserviamo  però  che  questa  formola  non   va  intesa  nel  senso 


L  4^ 

^  che  si  possano  assegnare  arbitrariamente  sai  contorno  i  valori 

1^  di  una  funzione,  che  nel  campo  debba  essere  m3nodroma  finita 

I  e  continua,  poiché  potrebbe  avvenire  che  non   esistesse   uaa 

I;  tale  funzione,  avente  quei  valori  prefissati  sul  contorno. 
1^  139.  Una  funzione  monodroma  finita  e  continua  f(z)=u  +  iv 

W'  in  tutto  un  campo  C,  e  tale  che  le  derivate  di  \ì,y  sieno  in 

I  esso  integrabili,  ammette  tutte  le  derivate  f(z'),r(z'),...  finite 

I  e  continue  in  tutti  i  punti  z'  interni  al  campo. 


r 


Invero,  abbiamo  f{z')z=:-—:  \    '^    ,dzy  e  da  questa 

a 

f(^  +  ^z')-f{z')_    1     rf{z)  (        1 1_\ 

àz'  ~  2niJ  à!^  \z—z'—^^      z-z'} 

9 

_   1     r^.  V dz 

~2ni  J^^^\z—:^—^z'){z—z) 

a 

dove  àz'  è  tale  che  i  punti  z'  -f  ^z'  appartengano  a  C  ;  e,  poi- 
ché il  primo  membro  è  funzione  continua,  di  ^z'  e  quindi  an- 
che il  terzo,  passando  al  limite  per  àz  convergente  a  zero, 
sarà  neir ultimo  membro  il  limite  dell*  integrale  uguale  all'in- 
tegrale del  limite,  e  quindi 

^  ,        1    rmdz 

Dalla  quale  riconosciamo  anche  che  f{z)  è  continua  in  z\ 
perchè 

a 

e  l'integrale  del  secondo  membro  si  compone  di  termini  co- 
stituiti da  integrali  estesi  alle  parti  s^  del  contorno,  il  cai 
complesso  costituisce  s,  ciascuno  dei  quali,  pel   teorema  della 
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media,  è  aguale  a 

dove  X  è  una  quantità  il  cui  modulo  non  supera  l'unità  e  z^ 
è  un  punto  di  $,;  e  poiché  il  modulo  della  quantità  che  mol- 
tiplica ùkz'  si  mantiene  sempre  finito,  comunque  varii  ^z\  così 
vediamo  che  il  modulo  dell'ultima  espressione  potrà  rendersi 
minore  di  qualunque  numero  positivo  prefissato  col  prendere 
|A;:'|suflBcieotemente  piccolo;  risulta  da  ciò  che  \f(z'-\-ùs.z'yf{z')\ 
può  rendersi  minore  di  qualunque  numero  prefissato  positivo, 
e  quindi  f{7^)  ò  continua  in  z. 
Analogamente, 


-  2^J  f^'^^z-z'-ò.zy  (Fi:?)^  "^"^^ 


e,  poiché  il  primo  membro  è  funzione  continua  di  ^z\  avremo 
anche  qui,  passando  al  limite  per  Az'izzO, 


n^)=ir/l^*' 


e  si  vedrebbe  qui  pure,  come  precedentemente,  che  f"\z')  è 
continua  in  z'. 

Proseguendo  cosi,  in  modo  analogo,  si  troverebbe 

s 

ed  in  generale 

da  cui  risulta  anche  la  continuità  di  f^^'^z)  in  ;;'. 
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Serie  del  Taylor  e  del  Laurent. 
140*  Premettiamo  poche  considerazioni  sulle  serie  di  pò- 

OD 

ienze,  cioè  sulle  serie  della   forma   ^c^(z — a)'*,  che,   posto 

0 

0» 

z — a  =  ;j,  si  riducono  alla  forma  Icy^z*^. 

0 

Se  esiste  un  numero  positivo  a  tale  che,  per  tutti  i  va- 
lori di  n  a  partire  da  un  certo  indice,  le  quantità  \Cn\^'^ 
si  mantengano  minori  di  un  certo  numero  positivo  g,  la 
serie  Sc^z**  sarà  assolutamente  convergente  per  tutti  i  valori 
di  z  il  cui  modulo  è  minore  di  a,  cioè  per  tutti  i  punti  z 
intemi  al  cerchio  di  raggio  oc  col  centro  nel  punto  z:=zO, 
che  chiamasi  un  cerchio  di  convergenza  della  serie  data. 

Senza  ledere  la  generalità,  possiamo  supporre  |c^|a'*<p 
a  partire  dall'indice  n  =  0.  Consideriamo  un  valore  qualunque 
j2r  =|s(cos5-f isen5),  dove   p<a;    dalla    |C;,|a'*<^  ricaviamo 

knl^"f'**<5'/^**  ossia  iC^lp*"  <,g  {—\  ,  cosichè  i  termini  della 

serie  2|Cn|.^'^>  che  è  la  serie  dei  moduli  dei  termini  della  serie 

2CnS**,  sono  minori  dei  corrispondenti  della  serie  g^i)  ' 

che  è  convergente  perchè  —  <  1.    In  conseguenza  la   serie 

ICnZ**  è  assolutamente  convergente  se  |;5|iiro<a. 
Da  questo  teorema  si  ricava  subito  l'altro: 
La  serie  Sc^z**  è  uniformemente  convergente  in  qualun- 
que parte  del  piano  interna  a  un  suo  circolo  di  conver- 
genza. 

Sia  C  una  tale  parte  del  piano,  ed  a  il  raggio  del  circolo 
di  convergenza.  Descriviamo  un  circolo  di  raggio  R<a,  col 
centro  nel  punto  z:=.0,  e  che  contenga  C  nel  suo  interno.  La 
serie  2|c,JR**  è  convergente  ed  i  suoi  termini  sono  mag^giori 
dei  corrispondenti  della  serie 

l\c^\\z\-=l\cJo-  dove  \z\<R. 


ì 
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Quest'ultima  serie  è  quindi  uniformemente  convergente  nel- 
l'intervallo (0 ,  R)  per  p,  e  perciò  anche,  come  si  riconosce 
subito,  la  serie  Ic^^**  è  uniformemente  convergente  entro  il 
circolo  di  raggio  R  col  centro  nel  punto  zzzzO,  e  quindi  an- 
che nella  parte  G  del  piano. 

•X) 

^y  C 

Le  serie   >         **  .^,  ordinate  seconde  le  potenze  negative 

0 

il  z  —  a,  si  riducono  alle  precedenti  ponendo  z  —  a  =  -^. 

141.  Supposta  f(z)  monodroma  finita  e  continua  in  un  cam- 
po C,  incluso  il  contorno  s^ez'  un  punto  interno,  riprendiamo 
la  formola 

Ora  dalla  formola 
(2)  1  +  a  +  a'+  ....  +  a"-^  =  j^ 


1  — a* 


,     .  z — a     . 

ponendovi  a= ,  ricaviamo 

z  —  a 


1      _     1  z'  —  a  (z'  —  a)^''  (-'— «r 


?— >v_^  +  /._^,«+-+  r^_n\n   ■*■ 


z  —  z'      z  —  a     (z  —  af    *"     {z  —  a)**       (z  —  ay{z — z')' 

Supposto  a  non  sia  un  punto  di  s,  sostituendo  questo   va- 
lore di  >  nella  (1),  abbiamo 

z —  z 

/■(x:')  =  l,  +  («'— a)I,  .^.{z'-afU+...  +  (-'  —  a)-'  I„_,  +  R„ , 

dorè  abbiamo  posto 

_  _1_  r_r{z)dz_       _  (j'— g)"  r      f{z)dz 
'" -  )>r.ij  (5-ay+"  ""-      2«-    J  {z-ar{z- z)' 


— —  ì -z — ^-7^-7 ;r»  che,  in   virtù  del  teorema  della 
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La  quantità  R„,  ove  il  contorno  s  non  sia  di  un  sol  pezzo, 
si  comporrà  di  un  numero  finito  di  termini  della  forma 
(z—af  e        f{z)dz 

271/ 

A  arco ^      fi-  \    /  ji*  "^^CL  X** 

media,  saranno  uguali  a  -^^^z — ^  /    ''"^ ,   \  t, 1  ,  dove  /^ 

ztt        c^ — z    \i^r — ^/ 

è  quantità  il  cui  modulo  non    supera  gl'unità  e  £,.  è  un   certo 

punto  sopra  s,.. 

Se  ora  supponiamo  a  sia  un  punto  interno  al  campo  C,  e 

tale  che  il  cerchio  descritto  col  centro  in  a  e  con  raggio  \2Ì — a\ 

sia  tutto  interno  al  campo,  sarà  sempre 


z  — d 

' <lf  ©  quindi, 

al  crescere  indefinito  di  n,è  limS^^^^^^^  -fi^  ("— V^O, 

e  quindi  ancora  limR„  =  0;  così  che  allora  varrà  lo  sviluppo 
in  serie 

/(^')=I,-f-(^~a)Ii  +  (^'  -  a)M,+...+  (;5' -<!,+..., 

e  la  serie  del  secondo   membro  é  quella  del  Taylor,  perchè 
(n.  139)  è 


In: 


Da  quanto  precede  risulta  che  una  funzione  f{z)  è  svilup- 
pabile colla  serie  del  Taylor,  ordinata  secondo  le  potenze  di 
x:—  a,  in  tutti  i  punti  z  interni  ad  un  cerchio  col  centro  in  a 
nel  quale  la  f{z)  si  mantiene  monodroma  finita  e  continua,  av- 
vertendo che  lo  sviluppo  medesimo  è  valido  pei  punti  interni, 
anche  quando  sulla  circonferenza  la  funzione  cessi  di  essere 
finita  0  continua,  perchè,  qualunque  sia  il  punto  z  interno  al 
circolo,  possiamo  tra  esso  e  la  circonferenza  far  passare  un  se- 
condo circolo  concentrico  e  sul  quale  la  f{z)  è  finita  e  conti- 
nua,  ed  assumendo  questo  secondo  circolo  come  il  contorno  s 
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della  precedeute  ricerca,  sì  giunge  alla  serie  del  Taylor.  Pos- 
siamo dunque  enunciare  il  seguente  importante  e  fondamen- 
tale teorema  dovuto  a  Cauchy: 

I  valori  di  una  funzione  monodroma  finita  e  continua 
in  un  cerchio  di  centro  a,  il  contorno  incluso  oppure  no, 
possono,  per  ogni  punto  z  intemo  al  cerchio^  esprimersi 
mediante  la  serie  del  Taylor  relativa  al  punto  a. 

Se  a  =  0  si  ha  la  serie  del  Mac-Laurin. 

Questo  teorema  ci  risparmia  lo  studio  del  resto  della  serie, 
come  avevamo  dovuto  fare  nel  calcolo  differenziale,  e  la  sola 
ispezione  della  funzione  basta  ad  accertarci  della  sua  sviiup- 
pabilità  o  no,  secondo  la  serie  del  Taylor.  Cosi  ad  es.  :  poiché 

la  funzione  -j diviene  influita  nel  punto  zzi: — 1,  e  daper- 

tutto  altrove  è  monodroma  finita  e  continua,  essa  è  sviluppabile 
colla  serie  del  Mac-Laurin  in  tutti  i  punti  z  interni  ad  un  circolo 
col  centro  nel  punto  >2r  =  0  e  di  raggio  uno,  ed  è  sviluppabile  colla 
serie  del  Taylor,  secondo  le  potenze  di  ^  —  a,  in  tutti  i  punti  z 
interni  ad  un  circolo  col  centro  nel  punto  a  e  di  raggio  |a-l|. 

142.  Dimostriamo  ora  che  se  una  funzione  monodroma  finita 
e  continua  è  sviluppabile  nei  punti  z  interni  ad  un  circolo 
col  centro  in  a  in  una  serie  ordinata  secondo  le  potenze  di 
z — a,  questa  serie  è  quella  del  Taylor. 

Sia  infatti 

(1)    /'(;2)  =  Ao+A,(^  — a)-hA,(^— a)*4-...+  A„(z  — a)'*4-...; 

dz 
moltiplichiamo  i  due  membri   per       .^^^  ,   ed   integriamo 

lungo  una  linea  chiusa  i  racchiudente  il  punto  a  e  tutta  in- 
terna al  circolo.  Poiché  possiamo  applicare  alle  serie  di  potenze 
l'integrazione  termine  a  termine  (n;  140),  avremo 

C  M  dz      .    r     dz  .    r    dz  k    C  ^^    ,  k        Ci, 
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ma  tatti  gli  integrali  nel  secondo  membro  sono  zero,  fuori  che 
dz 


J; 


z — a 

a 


=  2711  (n.  137),  quindi 


a 

ossia,  poiché  /-(a)  ==  L^ J^.Mp£..  sarà  A„  =  j^,  il 

a 

che  mostra  appunto  che  lo  sviluppo  (1)  è  quello  del  Taylor. 

143.  Sia  fiz)  monodroma  finita  e  continua  in  tutti  i  punti 
di  una  corona  circolare  di  centro  a  e  di  raggi  R,  Ri,(R>R|), 
il  contorno  incluso.  Indicando  con  5,S|  le  circonferenze  dei  cir- 
coli di  raggi  R,  Rj  e  z'  un  punto  qualunque  interno  alla  co- 
rona avremo 

a  Si 

intendendo  l'integrazione  lungo  i  circoli  condotta  in  modo  da 
lasciare  a  sinistra  la  relativa  area  circolare. 

II  primo  termine  del  secondo  membro  si  trasforma,  analo- 
gamente a  quanto  si  fece  al  n.  141,  nella  serie 

Io  + 1,(^'  —  a)  +  Uz  —  a)*  -f  ...4-  In(^  ~  «r  +••• 

dove 


1  -  ^   r  r(z)dz 


2  -~~  (Z 

Per  trasformare   il  secondo   termine    poniamo    x  =  --, 

nella  formola  (2)  del  n.  141;  avremo 

z'-z~z'  -a'^  {z'—af  ^"''*'  {z—a)"  "^  (-'— o)«(s'— «)' 
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per  cui 

«1 
dove  ^'—^  r^(^^  (^  -aYclz 

e 

""      2711  (z  - a)''j       z  —z  ^  z  —  '^  \z  —a/ 


dove  X  è  il  solilo  numero  ii  cui  modulo  non  supera  1'  unità  e 
i  è    un    qualche    punto    della    circonferenza    s,  ;    e,    poiché 

<  1,  è  liraR^rzO,  cosichè  si  avrà  lo  sviluppo  in  serie 


?  —  a\ 


n=0B 


Sostituendo  nel  secondo  mambro  della  (1),  ed  osservando 
che  gli  integrali  I^  ed  A„  non  cambiano  valore  se  la  integra- 
zione è  condotta  lungo  una  curva  chiusa  appartenente  alla  co- 
rona circolare  e  racchiudente  il  punto  a,  poniamo  lungo  un 
circolo  di  centro  a  o  di  raggio  11,,  dove  R>R2>Ri,  9  di  cir- 
conferenza «8,  possiamo  scrivere: 

■^  ^'_a'^(;j'— a/^-'^^C^-ar'^- 
dovel.^-L.r-Afl^. 
2711  ;  {z—  af +* 

Analogamente  a  quanto  notammo  al  p.  141,   si  riconosce 
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che  questo   sviluppo  è  valido  aache  se  sui  circoli  di    raggio 

R,  Ri  la  funzione  cessa  di  essere  fluita  o  continua. 

Abbiamo  quindi  il  seguente  teorema,  dovuto  a  P.  A.  Lau- 
rent nel  1843: 

Una  funzione  monodroma  finita  e  continua  entro  una 
corona  circolare  di  centro  d^^  può  nei  punti  interni  z  di  essa, 
rappresentarsi  mediante  una  serie  che  procede  secondo  le 
potenze  intere,  positive  e  negative,  di  z  —  a. 

In  modo  completamente  analogo  a  quello  tenuto  al  n.  142 
si  dimostrerebbe  che  una  tale  funzione  può  svilupparsi  in  un 
sol  modo,  secondo  le  potenze  positive  e  negative  di  2: — a,  cioè 
collo  sviluppo  del  Laurent. 

Supponiamo  che  dentro  al  circolo  di  raggio  R,  vi  sia  il  solo 
centro  a,  nel  quale  la  funzione  divenga  infinita  0  discontinua. 
Allora  lo  sviluppo  del  Laurent  varrà  per  quanto  il  punto  z 
sia  prossimo  al  centro  a,  giacché  potremo  sempre  descrivere  col 
centro  in  a  un  circolo  di  raggio  R,  che  escluda  il  punto  z,  ed 
allora  nella  corona  circolare  coi  raggi  R,  R«  \dLf{z)  è  monodroma 
finita  e  continua.  In  consegnenza:  se  di  è  un  punto  nel  quale  la 
f(z)  è  infinita  0  discontinua  eh  è  il  punto  più  vicino  ad  a  nel 
quale  la  f(z)  è  pure  infinita  0  discontinua,  pei  punti  z  intemi 
al  circolo  di  centro  a  e  di  raggio  |a — b|,  escluso  il  centro 
a,  la  f{z)  è  sviluppabile  in  un  sol  modo  in  serie  ordinata 
secondo  le  potenze  intere,  positive  e  negative,  di  z  —  a. 

144.  Supponiamo  il  punto  a  sia  un  punto  singolare  (di  infi- 
nito 0  di  discontinuità)  per  la  f{z);  varrà  in  un  intorno  del 
punto  a  (un  circolo  col  centro  in  a  e  di  raggio  |è  — a|  se  b 
è  il  punto  singolare  il  più  vicino  ad  a)  lo  sviluppo  del  L/iurbnt. 
Ora  se  la  parte  ordinata  per  le  potenze  negative  di  z  —  a  è 
un  polinomio  di  grado  n,  la  funzione  ha  nel  punto  a  un  in- 
finito d'ordine  n  (vedi  voi.  I;  pag.  71),  e  si  dice  allora  che  il 
punto  a  è  un  polo  0  un  infinito  0  una  singolarità  polare 
della  funzione.  Invero,  essendo  allora  nell'  intorno  di  a 


z~a     {z—a^    '"    {z—ay 
4-  Ao  -f  A^{z  -  a)  +  A,(z— «)*+..., 
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dove  Brt  è  certamente  diversa  da  zero,  abbiamo 

(2)  lim(^-a}Y('S)  =  Bn, 

che  dice  appunto  che  a  è  un   punto  ove  la  f{z)  diviene  infi- 
nita di  ordine  n. 

Dalla  (1)  scritta  cosi 

f(z)=  (t::^  \K'^BU^^a)  -f  ...+B,(^-a),.,+  A^^.a)-H-  A,(^-a)«+'+...} 

si  ricava 

1     _  {z  —  aY 


dalla  quale  si  riconosce  che  la  inversa    ^rr--  è  finita  nel  punto 

a,  e  propriamente  nel  punto  a  diviene  infinitesima   o   zero  di 

ordine  n,  giacché  lira  /^  \,iz:  77-. 

Inversamente,  se  è  verificata  la  (2),  nello    sviluppo    di  f{z) 
nell'intorno  di  a  la  parte  ordinata  per  le  potenze    negative 

di  ;?—  a  è  un  polinomio  di  grado  n  in    .  Infatti,  per    la 

z  ^  d 

(2)  si  vede  che  in  un  carte  intorno  di  a  avremo 
{z-aY/{z)=B,-h<ì{z), 

dove  9(2;)  è  funzione  monoiroraa  finita  e  continua,  che  si  an- 
nulla per  Z'=a,  ed  avrà  quindi  la  forma 

cosichà 

Cosi  pure  si  riconosce,  senz'altro,  che,  se  la  inversa  di/ (3) 
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è  finita  nel  punto  a,  la  f{z)  è  pure  finita  in  a  se  -^  è    di- 

versa  da  zero  in  a,  oppure  è  infinita  di  ordine  n  se  la  -77-^ 

ha  in  a  uno  zero  d'ordine  n. 

145.  Supponiamo  ora  che  nello  sviluppo  di  f[z)  nelT  intor- 
no del  punto  singolare  a  la  parte  ordinata  per  le  potenze  ne- 
gative di  xr  —  a  sia  una  serie,  di  guisa  che  non  valgano  più  le 
precedenti  considerazioni.  Cominciamo  allora  dal  provare  che 
in  qualunque  intorno  comunque  piccolo  di  a  vi  sono  sempre 
dei  punti  nei  quali  \f(z)\  supera  un  qualunque  numero  positivo 
B  prefissato  comunque  grande.  Invero,  z'  indicando  un   punto 

di  un  intorno  di  a,  consideriamo  l' integrale    j  ^^  ^   ^  ,  dove  s 

indica  una  curva  chiusa  qualunque  lungo  la  quale  (j2:-a|<|2'-a|. 
poniamo  un  circolo  di  centro  a  di  raggio  R  comunque  picco- 
lo, ed  il  cui  sviluppo  dà  luogo  alla  serie  colle  potenze  nega- 
tive di  z — a-  Abbiamo 


/' 


Z  —  Z  ;  —  :? 


dove  X  è  il   solito  numero  il  cui   modulo   non   supera  l'unità 

e  ;  è  un  qualche  punto  della  circonferenza  s  di  raggio  R  col 

centro  in  a.  Ora  se  |/i[s)|  si  mantenesse  sempre  misore  di  una 

certa  quantità,  e  quindi  anche  \^{i)\^  comunque   impiccolisca 

R,  potremmo  sempre   prendere  R  cosi  piccolo  che   risultasse 

f{z)dz  I 

'■^ — A  <c7,  essendo  j  comunque  piccolo  e  prefissato,  cosi- 

z  —  z  \ 


1/: 


che,  essendo  il  nostro  integrale  indipendente  da  R,  dovrebbe 

;f\z\  dz 
'-^ — r=0,  ed  allora  la  funzione  f{z)  non  avrebbe 

s 

alcuna  singolarità  in  a,  ma  nell'intorno  di  a  sarebbe   mono- 
droma  finita  e  continua,  contro  il  supposto. 
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Ciò  premesso,  osserviamo  che  anche  -rr-r   deve  avere   nel 

punto  a  una  singolarità  della  stessa   natura  della   f{z),  altri- 
menti questa  in  a  sarebbe  finita;  e  che  anche  f{z)  —  A,  dove 
A  è  un  numero  qualunque,   ha   nel   punto   a   una  singolarità 
come   la  f{z),   cosichè   ciò   avviene   anche    per   la    funzione 

Dato  quindi  un  numero  positivo   comunque  grande 


r{z)  -  A 

piccolo  di  a,  nei  quali 


B  =  — ,  vi  sono  sempre  dei  punti,  in  un   intorno  comunque 

<7 


1 


nz)-A 

\f{z)-A\<c;; 


>  — ,  cioè  nei  quali 


cioè,  assegnato  un  numero  qualunque  A,  e  preso  un  nume- 
ro qualunque  positivo  arbitrariamente  piccolo,  in  qualunque 
intorno  del  punto  a  vi  sono  sempre  punti  nei  quali  il  modulo 
della  differenza  tra  il  valore  che  la  f{z)  prende  in  essi  ed  il 
valore  A  è  sempre  minore  di  a;  e  si  potrebbe  anche  dimostrare, 
ciò  che  qui  om mettiamo,  che  la  f{z)  prende  in  essi  effettiva- 
mente il  valore  A,  per  modo  che  i  punti  nei  quali  la  /'{z) 
prende  un  qualunque  valore  A  si  condensano  nel  punto  a,  cioè 
costituiscono  un  gruppo  di  punti  di  cui  a  è  un  punto  limite. 

I  punti  a,  della  natura  ora  studiata,  vennero  chiamati  dal 
Wcierstrass  punti  singolari  essenziali  della  funzione.  Essi 
erano  già  stati  studiati  dal  Prof.  Casorati  nella  sua  opera 
*  Teorica  delle  Funzioni  di  variabili  complesse»  pubblicata 
nel  1868,  pag.  430  e  seguenti.  Il  Casorati  chiamava  questi 
punti,  punti  di  discontinuità;  le  precedenti  considerazioni  in- 
torno ad  essi  sono  analoghe  a  quelle  da  lui  svolte  nella  citata 
opera. 

Come  esempio  semplice  consideriamo  la  funzione 

z  —  a     ì.2{z-'ay     ì.l.ò(z—'ay 

che  ha  una  singolarità  essenziale  nel  punto  a.  Vediamo  in  quali 

zr 
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punti  del  piano  questa  funzione  prende   un  valore  qualunque 

r(cos  y  4- 1  sen  y),  cioè  in  quali  punti  z  é 

e  *-*  =  r(cos  9  -f  «  san  9). 
Posto  z:=X'\'iy,  a  =  jc  +  2/3,  avremo 

{k  intero  qualunque),  da  cui 

oc  —  g _,         .y  — ^ ^, 

dalle  quali  ricaviamo 

..       logr  ^      2kn  —  y 

^^^~''"^(logr)«  +  {2t;r  — y)«'  *'  — '^"^  (log  r)« -h  (2Air  - (p)*  ' 

ed  avremo  tutti  i  punti  z-=zx-{-itj  nei  quali  e*~*  assume  il 
valore  ^(cosy-f  f  seny)  attribuendo  nelle  (1)  a  k  tutti  i  va- 
lori interi  ;  e  si  vede  che,  al  crescere  di  k,  questi  punti  si  av- 
vicinano indeBnitamente  al  punto  a  =  a+ff3. 


Besldal.  —  Oalcolo  di  aloanl  Integrrali.  * 

146.  La  f{z\  funzione  monodroma  in  un  campo  C  di  cui  5 
sia  il  contorno,  abbia  dentro  ad  esso  le  singolarità  polari  0 
essenziali  a^  ,a2...a^. 

Descritti  col  centro  in  questi  punti  dei  circoli  s^^Stv-^n 
interni  al  campo  e  racchiudenti  ciascuno  la  sola  singolarità  che 
è  nel  centro,  avremo 

(1)       Jf{z)dz=ff{z)  dz^(f{z)  dz  -h ....  4-  ff[z)  dz. 
Calcoliamo  uno  degli  integrali  del  secondo  membro,  il  pri- 


419 


mo  ff{z)dz.  In  un  intorno  di  a,  abbiamo  Io  sviluppo 

ed  in  conseguenza 

dz 


Jr{z)dz^B,J^=2.:iB„ 


ed  analogamente  per  gli  altri. 

Cauchy  chiamava  residuo  della  f{z)  relativo  al  punto  sin- 
golare a,  il  coefficiente  di   nello  sviluppo   di    f{z)  nel- 

l'intorno  del  punto  singolare  a^,  e  vediamo  cosi  che  il  residuo 
relativo  ad   Oi  è  uguale  all'integrale  .j— r  \ —^ —    essendo   7 

a 

una  curva  chiusa  qualunque  appartenente  all'intorno  di  ai  e 
racchiudente  a,;  e  vediamo  ancora  che  questo  integrale  è  nullo 

se  manca  il  termine  in  in  detto  sviluppo.  La   formola 

Z         C»j 

(1)  ci  mpsira  che  j-r  \f{z)dz  è  uguale  alla  somma  dei  resi 

t 
dui  di  f{z)  relativi  ai  punti  singolari,  in  numero  finito,  che  la 
f{z)  ha  dentro  al  campo  il  cui  contorno  è  s. 

I  teoremi  di  Cauchy  sugli  integrali  e  sui  residui  sono  spes- 
so utili  pel  calcolo  effettivo  di  alcuni  integrali  definiti  e  per 
quello  della  somma  di  alcune  serie.  Diamone  alcuni 


Esempi 

/COS  (CLX) 
-j-^— 5^dJ7,  dove  X  è 

— flO 

variabile  reale,  a  q  e  sono  reali  e  a>0. 
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Consideriamo  la  funzione 

^^  ^      cos  (az)  -f  1  sen  (az) 

dove  z=!^x-\'ìy.   La  f[z)  diviene   infinita   nei   quattro    punti 

z=ce   ~r(4=a  L  2,  3). 

Consideriamo  il  campo  limitato  dall'  asse  delle  x  e  da  un 
semicircolo  $,  al  disopra  di  questo  asse,  di  centro  zero  e  di 
raggio  b,  che  è  destinato  a  crescere  indefinitamente. 

Dentro  a  questo  campo  la  f{z]  ha  i  due    punti  di   infinito 

C|  =  ce  < ,  Cj  =  ce   S  cosichè  avremo 
e^^^dz       re^dz 


3  /ox  re^^'az       re*"  dz      ^  ,, 


dove  iii.iJ'f  sono  i  residui  di  /^(z)  relativi  ai  punti  e,, e,;  e 
questa  formola  sussiste  per  quanto  grande  sia  b.  Ma  al  limite, 
per  b  crescente  indefinitamente,  il  secondo  integrale  del  primo 
membro  è  zero.  Invero,  posto  z  =  be*^,  è 


'(cos4S-+  tseu4^)' 


cM^^^U         &Tb^        ""U"^N^ 


ed  il  modulo  della  quantità  sotto  il  segno  integrale  è 

J^-oftsen  e  b  b 


|c^-hft\cos4^-fj  sen  4^)1       ^a*»*nej/c8+6«-f2c*6*cos  4^     e^^^^e*!/**--^^* 

1 


< 


J|/J^_2c*' 


quantità  che  può  rendersi  piccola  come  si  vuole  prendendo  b 
sufficientemente  grande  ;  cosiché  il  limite  dell*  integrale  é  zero. 


i 
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Calcoliamo  adesso  i  residui  Ui  e  a^.  osserviamo  che 

e  che  sviluppando  -^ ^  in  frazioni  semplici  è 

1      _    1        1 


dove '^(2)  non  contiene   potenze  negative   di  z — Ci ,  cosiclu^  il 

1  f?'*»^! 

neir  intorno  di  e. ,  cioè  a, ,  è  —-r 


coefficiente  di  - — —  nell'intorno  di  e,,  cioè  ^i,  è  -p-r»  ossia 


giac^cos  —  + 1  sen  -^)  g  *^ 


4c'^  cos  —  +  2  sen  —1       j-^  (i— 1  ) 
Analogamente  si  trova 


*^Vn-o 


1/2 
e  quindi 


%0  +  0 


ioc  — iac 


.,  +  i;,=^e   *^'v-^ — r  +  -rT-^/=— -^3-^      (cos-7=  +  s^»\--)^ 
'       «       4^3  ^«  — l        l-f«/  4cr*  \      |/^  (    jt/ 

Passando  al  limite  nella   (2)  por  b  infinito,  ed    ossorvfiritl^^ 
che  nel  primo  integrale  la  z  è  la  variabile  reale  a?,  si  ha 

=:         i^ j T— ^ dx  =  -— r  — r-l  COS  -— :  f  SCH  -        \ 

c'-^x'      J  c'  +  x'  (/2    c^   \       1/2  t    -/ 
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mo 


da  cui    1     ■  ^    ■  <to=0.  e 

—0» 

—  ae 
•  l/f~ 

Jcos(ax)dx        n     e^      /       ac  ac  \ 

..0» 

0  go 

Osservando  che    I  — \ 1 — =   |  — j — 4—  abbia 

-"OC 

*        ,  ì/r 

fcos  (ax)dx         n     e"^    /       ac  ac  \ 

— 3 — T-  =  — 7=^  — »-|  cos  --==  +  seo  .--=  I. 


2)  Gli  infiniti  della  funzione   raonodroma  z—    sono  nei 

'  sen*;2r 

punti  z=r.kn^  dove  ft  è  un  intero  qualunque.  Per  determinarne 

i  residui  osserviamo  che,  dall'essere  lira nzl,  abbiamo,  in 

srro  sen  z 

z 

un  intorno  di  ^rrO,  ;^  =  1 -f  AjZ -h  A,2*-f  A,j5' f ...,  e   poiché 

sen  ^ 

non   cambia   valore  cambiando  z   in  — 5,   dovrà   essere 


seu^ 

AiizrO,  AjZnO,...,  cosichè 


^\'k^z^-k^7?^ 


sen  j3:         ;2r 


e  da  questa 


lF;  =  -Ì+2A,-f2A,^'-f.... 


sen';?       jj* 

V  = 57 T-\  =  / irci  +  2A*  -f  2A4  (^  —  kT(f  -f...  ; 
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mancando  il  termine  in    ; —  nello  sviluppo  di    — r-   nello 

z  —  KK  '^^  sen*5 

intorno  di  ^izzi.T,  il  residuo  di  — r-  relativo   ai   suoi    punti  di 

infinito  è  zero.  In  conseguenza,  se  s  indica  una  curva  chiusa 
qualunque,    che    non    passi    per   alcun    punto    di    infinito,   è 

z 

— r— z=0.  Si  ricava  da  ciò  che    ( ; — è  funzione  mono- 

sen'jj  j  sen*z 

droma  di  z^  perchè  qualunque  sia  la  linea  di  integrazione   da 
Zq  di  z  \\  valore  dell'  integrale  è  sempre  lo  stesso,  cioè 


X 


* 

dz 

— r-  z^cot^o  —  cot; 
sen'jsr  ^ 


3)  Si  voglia  il  valore  delT  integrale 

'  =  ^J  ^z-z)^z-ar  ^^'    ^^  ^"^'''  P"'^'^'")' 


esteso  alla  curva  chiusa s,  sulla  quale  e  nel  cui  interno  la  f\z) 
è  monodroma  finita  e  continua,  e  che  racchiude  i  punti  jj'ed  a. 

Osservando  che  la  funzione  sotto  l'integrale  diviene  infi- 
nita nei  punti  z  ed  a,  avremo  1  =  ^,-4- a^^  dove  a^,e  a^  indi- 
cano i  residui  di  detta  funzione  relativi  a  ^'  e  ad  a.  Calcolia- 
mo questi  residui. 

Nell'intorno  di  jz;'  è 

/•(;^)  =  /(;5')-f(;J-/)rUH-. 
az^    _    f[z')  iz-^Z)  . 


z—z'  ~  z—z'    '  '  '^'  '       1.2 


{Z'-ay'  ^  ^  m(z'  —  a) 

quindi  ui^  =  f{z). 


4^4 

Neir  intorno  di  a  abbiamo 

/•(^)=/-|a)+(z-a)/'(a)r(a)+^-^/-\'a)f...-Hjfc^/-''»-''(«)+-- 

1  1  1        _         1     i,  j.^— «j.(^-«)\ 

z — z         z  —a.z  —  a         z  —ai       z—a     {z  —  ay 


z  — a 


(z-a)r^ 


\' 


quindi  il  coefficiente  di    nello  sviluppo  di  /  ^^     , ^ 

ossia  a^,  è  uguale  a 

-{^(a)4-(/-a)Aa)  +  ^=|^V"(«)+...+  nfc|irT)  ^  """("} 
In  conseguenza 

dalla  qual  formola  si  riconosce   anche  che   I  è  il    resto  della 
serie   del   Taylor,   secondo  le  potenze  di  z'  —  a,  troncata  al 
termine  m®"**"'^  relativa  alla  funzione  f{z), 
4)  Si  voglia  la  somma  della  serie 

sena       2sen2a     SsenSx       4sen4x 
VVJ>  ~ "2' T).»"  "*■  3^TX^         4*H-À«    ■^••• 

A  tale  scopo  cercheremo  una  funzione  che  diventi  infinita 
in  infiniti  punti  coi  residui  uguali  ai  termini  della  serie,  ^<I 
allora  il  limite  dell'integrale  di  questa  funzione  esteso  ad  un 
contorno  che  ingrandendosi  continuamente  finisca  per  racchiu- 
dere tutti  quei  punti,  moltiplicato  per  ^— r,  sarà  uguale  alla 
somma  della  serie.  Nel  nostro  caso  si  trova  facilmente  questa 
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funzione  di  Z:  èssa  è  la  funzione  — ; — r-r r-  che  diviene 

'  U^-f  A*)senl7:;3) 

infiiiita  nei  punti  xrzz:  1  ,2,3  ,4...  coi  residui  uguali  e  di  segno 
contrario  ai  termini  della  serie,  ed  inoltre  diviene  infinita  nei 
punti  iX  e  — 17.  Prenderemo  come  linea  di  integrazione  un  con- 
torno s  formato  da  due  rette  parallele  all'asse  delle  x  condotte 
pei  punti  y^=zh,  yi=L — A,  dove  h  è  numero  reale  positivo  qua- 
lunque, da  una   retta   parallela  all'asse  delle  y  condotta   pel 

punto  a?z=A  (e  gioverà  assumere  allora  Ai=n-f-p-.^  intero 

positivo),  da  due  semicircoli  descritti  con  centro  nei  punti 
yzzÀ,  y=.  —  'K  e  di  raggio  e,  e  dalle  tre  porzioni  di  asso  delle 
y  comprese  tra  questi  due  seraicircoU  e  tra  essi  e  le  rette  pa- 
rallele all'asse  delle  x. 

Integrando  lungo  questo  contorno,  lasciando  larea  da  esso 
racchiusa  a  sinistra,  e  facendo  crescere  indefinitamente  h  (fa- 
cendo crescere  n),  l'integrale  moltiplicato  per  j-— r  è  uguale  a 

meno  la  somma  della  nostra  serie. 

Ora  la  parte  di  integrale,  che  si  riferisce  alle  parti  rettilineo 
di  contorno  sull'asse  delle  y,  è  zero,  perchè  esso  è,  posto  zziziy, 

X+8  0  -X+8         -h 

Jy sen  ((xty)  dy      r         r         r 
(— /-hA*}sen(7rfy)""J    ~  J   ~  J 

h  X-8  0  -X-8 

somma  che  riconosciamo  subito  essere  zero  cambiando  y  in  —  // 
nei  due  ultimi  integrali. 

Supponendo  a  compreso  tra  — ;:  e  t:  (esclusi  d=rr)  si    vedo 
anche  che   sono  zero   gli    integrali   estesi   alle   rette    parallole 
all'asse  delle  x,  quando  si  faccia  crescere  h  indefinitamente. 
Poniamo  z  ==:.'•  i-ih  e  dimostriamolo  per  l'integrale 


J(x  4  ih)  sen  [a(.r  -i-  ih)\dx   _     r      x-^-ih       é' 
[(a;4fV-h  A*]  .sen  171^x4-2/0]  ""  J  [(x-t-//i)*  +  A*J  ? 


,  _   r  [x  4  ih)  sen  [a(.r  -i-  ih)'\dx   _    C     x-\-ih       é'^^e"^^  -  e"''  'C"^ 
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che  è  zero  se  a:=:0.  Se  a  è  diverso  da  zero,  osserviamo  che 


T  4-  f  A 


|/(jr*-A*-hA*)«  +  4AV     A*  — A«' 


(a;-hiA)»+ A* 


=  [/  c-^'^  +  i 


cosichè 
,        A|/2         1       1  +  g-'«*  r')    _   AT/2    1_^_  1  4-  e"^* 

0 

ÀI  crescere  di  A  Tultimo  termine  ha  per  limite  T  unità,  se 
a  >  0,  il  termine  t-^ — ^  ha  per  limite  |/2  e  il  termine    -^ 


ha  per  limite  zero  se  a<7r.  Ed  allora  liml=:0.  Lo   stesso  si 

proverebbe,  in  modo  analogo,  se  a<0  e  |jt|<ù. 

Ed  analogamente  ancora  si  proverebbe  che  è  zero   l'inte- 
grale esteso  da  0  a  —  A,  quando  A  cresce  indefinitamente. 

Consideriamo  ora,  posto  zzzzh-hiy,  l'integrale 


_     r     (A4-iy)sen[(A4-ty)a] 
'  ~  j  l(A  4-  iyf  +  A^  sen  [.t(A +1»]  "**' 


I. 


dove  Az=n4-  -^^  e  facciamo  poi  crescere  A  indefinitamente. 
Osservando  che  sen  n(A  4- ly)  =  ( — l)'*cos(7riy)  e  che 

A  +  iy 


(A4-i»*fA« 


|/(A*-yHA7-h4A\v*      |/(A«-5^«/4-4Ay        A  ' 


^ 
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abbiamo 


1/2  ^l/e'vg  4-  e-»y«-  2 cos 2^> a^   _2l/2  f|/g*'^«f-g"*y^-2cos2A 


■i<^/ 


«»  ^  fi-^V 


e"*  +  e' 


^-w 


e^y  -h  g-»y 


-rfy 


— * 


< 


2^/2    re»'* 4- e-»* 


[/2_  r  gy'4- 

h    J  e«'«  + 


e-»« 


rfi/, 


e  poiché,  come  facilmente  si  riconosce,  ha  valore  finito  Tinto- 

«o 

— -zi^dy  se    a  è  compreso   tra  — tt  e  tt,  si    vedo 

0 

che  si  potrà  rendere  |r,|  minore  di  qualunque  numero  positivo 
prefissato  prendendo  h  sufficientemente  grande,  cosichè  lim  I|  =  0. 

Rimangono  perciò  solo  i  due  integrali   relativi  ai  due    se- 
micerchi; posto  zzzil^te^^  l'uno  di  essi  è 


e  l'altro  si  ricava  da  questo  ponendovi  — f>.  in  luogo  di  tX,  noi 
quale  ultimo  integrale,  cambiando  in  esso  9  in  9  +  7r,  i  limili 


SI  cangiano  in  —  -^ 


2 


e  la  quantità  sotto  il  segno  di- 


viene quella  dell'integrale  (3),  cosichè  la  somma  dei  due  inte- 
grali risulta 


% 


.    r     (il  -f  eeep  sen  [a(i7  +  eeO')]        ., 
'  V  [(lA  -h  ceey  -h  X«]  sen  [7r(«/  +  cce')]  ' 


che  è  uguale  a  —  2;ri  moltiplicato  pel  residuo   della   funzione 
gsen(x^) — ^^    relativo   al    punto   z  =  iX,   cioè    è    uguale    a 
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I  - — ^ — ^,  Avremo  dunque  infine 
2sen(7r«A) 


1     r    7r;2:seu(a^)  -_l_i    p^jj .  sen (jcia)  )        ti    e"^  —  a** 

^j  (>s'+A*)sen(7r2)    ^"^T^r     *  ^2 sen (nù)  )     '  ~z'  e--*^  —  ^'"'^ 

e  quindi  otteniamo  la  somma  della  nostra  serie,  cioè 

r  c~«X— e»^ sena        2sen2a      3  sen  Sa       4  sen  4  a 

"Y  e-irx— e«x  —  V^ ~  2*+A«  "^  ò*+a«  ""  4*>a«  '^•••' 

valevole  se  — 7r<a<7r  e  qualunque  sia  il  numero  reale  X. 


Esercizi 

1.  Se  f(z)  è  funzione  monodroma  finita  e  continua  in  un 
circolo  di  raggio  R  e  di  centro  Zq^  il  contorno  incluso,  ed  M 
6  il  massimo  di  \/'{z)\  lungo  la  circonferenza  del  circolo,  allora 

è  \r{^o)\  <        '^n    '    >  ^ove,  se  n  =  0,  cioè   per  la  f{Zo),  si 

intende  che  l,2...n  si  riduce  ad  uno. 

2,  Se  f(z,u)  è  funzione  ad  un  sol  valore  finita  e  continua 
delle  due  variabili  complesse  z ,u  pei  valori  di  z  appartenenti 
ad  un  circolo  di  raggio  R  e  di  centro  ^oi  e  pei  valori  di  u  di 
un  circolo  di  raggio  Ri  e  di  centro  Wo,  i  contorni  inclusi,  ed 
M  è  il  massimo  di  \f{z,u)\  per  qualunque  coppia  di  valori  di 
z  e  u  delle  circonferenze  di  quei  circoli,  allora  è 


O^-^'^A^o^Wo) 


Djz^Dw"^ 


<(1.2...n)(1.2...m)^ 


X 


3.  Si  provi,  facendo  uso  del  metodo  ora  seguito  al  n.  146,  che 

01*  dx  TT 

,  dove  x,a,b  sono  quantità  reali.  (In 


— *j 

questo  esercizio  e  nei  seguenti  a, b.c..  indicheranno  quantità 
reali,  x ,y  variabili  reali,  z  variabile  complessa). 
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4.  L' integrale  (  ^ r-m — r  esteso  alla  circonferenza  del 

circolo  ;>;*  +  «/*— 2r  —  2y  =  0  è  uguale  a —. 

« 

fsen  fl.i' 
7-^rfx  (Vedi  pag.  201).  Per- 

0 

ciò  si  integri  la  funzione  —   lungo    il   contorno   della   naezza 

z 

corona  circolare,  al  disopra  dell'asse  delle  x,  limitata  dai  cir- 
coli X*  +  j/*z=R*,  x^-\-  y^zz:  r*,  facendo  crescere  R  indefinitamente 
e  convergere  r  a  zero. 

6.  fe'p  »*^"  0  cos  (p  cos  S)d9  —  2n,  fe"^  ^^°  0  sen  (p  cos  ^;)  rf  5  =  0. 

0  ^  0 

e'* 
(Si  integri  la  funzione  —  lungo  il  cerchio   di   raggio  |6|    col 

z 

centro  nelP  origine). 

In  modo  analogo  si  trova 

jg-pco.ecos(f>sen''0rf5==2.T,  /s-P'^'^sen  (fsen  5)rf5  =  0; 

0  0 

e  generalmente,  se  n  è  numero  intero, 

Ce-tc(«ecos(osenHn"/.rf'=j  L'^-.w  -    '    f^-P  <^ose5en  (osen  "y4n':)rf'=0, 

(o  se  n<0,  ° 


«n 


l(.  1)«^!^  se  n=2m 
V  l/4f...n 


feP«'-^»0cos(oco5S4n:)rf;=<     ^ 
J  ^*  ]     0  ))    n=2m+l, 


0  ))    n<0      , 

0  se    n  =  2m 


Si:  ^ 


fgp  sen  e  jjen  f 6  cos  ^5  4-  nO  rf^  =<(-  1  )'^ ,    !^         »      n  :zi  2m  f  1 
J  '  J  l.-...n 

0  »     n  <  0. 
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7.  Se  f[z)  é  funzione  monodroma  finita  e  continua  nel  cir* 
colo  di  raggio  uno  col  centro  nell'origine,  si  ha,  essendo  a 
quantità  anche  complessa, 

(2t:/'(0)  se     |«|<1 

J'-«'*''-J2.[ao)-/(Ì-)]    .    H>,. 

In  particolare 

tir 

d9 


^  «  2rt     se     |al<l 


0  ^  0       .     |al>l. 


Si  ricavi,  se  a  è  reale, 


J  1— '/^aco8  5  +  a*         )  ,     J    1 — :dacos^-ha* 

i  to      :.     |«|>l,o 


z:iO. 


re'^dx      (-2«»«-*     se    a>0 

8.    I  -: =<  da  cui  si  ricavano  le 

-«  (O  )>      a<0, 

formolo  altrove  dimostrate  (Vedi  pag.  256) 

cosjrdjj       rre"^       rxsenwdx        ne"^ 


Jcos  jrgj? 7re"^       pò;  sen  a?a 


2 


("^i  integri  la  funzione  : lungo  Tasse  delle  a?  da  — R 

a  -hli  e  lungo  il  seraicircolo  di  raggio  R  col  centro  in  zzizQ 
e  si  faccia  cre^ncere  R  indefinitamente;  l'integrale  lungo  il  se- 
micircolo è  zero,  e  per  provare  ciò  lo  si  riduca   ad    un   iute* 

graie  in  0  esteso  da  0  a  —,  e  poi  questo  si   spezzi    in  due 


uno  da  0  a  £  e  l'altro  da  z 


'  *  f) 


-f^.— ,   -w-,- 
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t 

'  j  e*  C08*  X  f  cP  seu*  X  cd[c  +  d)' 

"  t 

(Si  integri  la  funzione   -, ^ -r^ ^ —  lungo  il  coutor- 

e  cos  z  "j"  d  sen  j? 

no  del  rettangolo  i  cui  lati  sono  y  =  0,  y  =  A,  a:=-— -,  0?  =  -^-  » 

si  osservi  che  sui  iati  a?  = ^,  a:=:—   la   funzione    inte- 

granda  prende  gli  stessi  valori,  e  si  faccia  crescere  h   indefi- 
nitamente). 

10.  Ce-^<^''^£'^'dx=  .     ^^j    .  w>0,  a>0,   che   com- 

0 

prende  come  caso  particolare  la  nota  formola 


^er^^'x*^' 


dx: 


.r(n) 


(Vedi  pag.  261). 

(La  funzione  c"^^'*~'  è   monodroma  finita   e  continua    nel 

campo  limitato  dalle  rette  y  =  0,  y  =  — a?e  dai  circoli  ar'+y'=R*, 

d 

.t'H-y*:z=r*,  e  situato  nel  primo  quadrante  degli  assi.  Si  inte- 
gri lungo  il  contorno,  facendo  crescere  U  e  decrescere  r,  in- 
definitamente). 

Si  ricavino  le  formolo 

•                             r(n)  cos(  n  are  tg  —  \ 
1  g-a«^  ->cosia:rfa?= ^^ — - — , 

•  r(w)  sen  (  n  are  tg  —  ) 
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ovvero 


0 

fe-p*»»' e  sen(,cir  sei)  5)^'-'rfr  =  IM^E!^, 


(love  6>0  e 7-<5<  -^. 


11.  Je-<-+'»'^'dx^.^^.  a>0.  16|<«. 


0 

da  cui 


^^'^  ^.-^a'-t>')^\.„f■>„hr■t^rì^  —  JkJL 


Je-'-^-'''^os(2a6.')rf.=^,^Je-'-'-%e„(^a5xVx  =  ^-^ 


<  log  a+«  : 

=  —;==.,  Tinteffrazione  essendo  eseguita  luii- 

2— C0S2      1/3 

iìoga 

go  la  retta  yzrloga,  e  dove  l<a<2  +  l/3. 

13.  La  somma  della  serie 

sena         2sen2a       3sen3x       4seD4a 
V^^^  "^  2«  — A*    ^  3*'^=T«"  ~  4'  — A*  "^••" 

dove    X    è    numero    reale    qualunque    non    intero    positivo    e 
.     7T     sen(a'A) 
^    ^  2     seu(7iA) 

,.     I  sen2:z      senSx        sen4x 

14.  -^  a  =  sena ;—  +  -—- — 4-... 

dove  — 7r<a<7r. 

15.  Seguendo  il  metodo  tenuto  alla  fine  del  n.  146  si  provi 
che 

TT  ,  1  1  11 


433 


y.  —  ìmm 


Integrazione  delle  espressioni  differenziali 
con  dae  o  più  variabili. 

147.  Consideriamo  la  espressione  differenziale  con  due  va- 
riabili indipendenti  x.y 

(1)  Mcto  +  Ndy, 

dove  M=M(a?,y),  N  =  N(a?,  y)  sono  funzioni  continue  di  a?,y, 
insieme  alle  loro  derivate  prime,  in  un  campo  C.  Se  esiste  una 
funzione  u{x,f/)  il  cui  differenziale  totale  du  eguagli  nel  campo 
G  la  espressione  (1),  si  dice  che  la  (I)  ò  un  differenziale  esatto 
0  che  ò  integrabile;  la  u  più  una  costante  arbitraria  ne  è 
allora  l'integrale  generale  o  completo,  o  la  primitiva  gene- 
rale  o  completa;  ed  integrare  la  (1)  significa  appunto  deter* 
minare  la  funzione  u  tale  che  sia  duzziMdr -^-ìidy. 

Ma  non  sempre  esiste  l'integrale  della  (1),  ossia  non  sem- 
pre la  (1)  è  un  differenziale  esatto.  Affinchè  ciò  avvenga  ò  ne- 
cessario e  sufficiente  che  le  funzioni  M ,  N  soddisfacciano  in  C 
alla  relazione 

(9^  3M  _  aN 

Invero,  la  condizione  è  necessaria,  perchè,  ammessa  Tesi* 
stenza  della  u  tale  che 

du  du 

du=:'~^dX'^:r—dy=:Mdx  f  Nrfy, 
Ox        ^y 

cioè   tale  che  —  rzM,  —  z=:N,  abbiamo,  da  queste  due  ul- 

28 
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..  ,.  D*w  DM     a«u        5N 

urne  eguaglianze,  t— r—  =  -r — ,  r—zr-  =  r— ;  naa  i  secondi  mem- 

bri  sono  funzioni  continue  di  x^y,  per  ipotesi,  quindi  lederi- 

vate  nei  primi  membri  sono  uguali  m  C,  e  perciò  —z=z—. 

La  condizione  è  sufficiente,  cioè,  supposto  verificata  la  (2), 
vedremo  ora  che  esiste  una  funzione  u  di  a?,y  tale  che 

Infatti,  costruiamo  la  funzione  ài  x^y 

u=ftl(x,y)dx  +  (f{y), 
% 

dove  i  punti  (x ,  y)  appartengono  a  G  ed  a?o  è  tale  che  i  ponti 
(a?o ,  y)  che  vengono  considerati  appartengano  pure  a  C.  Questa 
funzione,  qualunque  sia  la  funzione  (f{y)  di  y,  soddisfa,  come 
si  vede,  alla  prima  delle  (3).  Ma  potremo  determinare  (f{y)  in 
guisa  che  essa  soddisfaccia  pure  alla  seconda  delle  (3),  giacche, 
essendo 

ossia,  per  la  (2), 

du       r^^{x,y)  ,    ,    ,/  X 


du r< 

o7~J  ' 


dx 


=sN(x,y)-N(a-,.y)+<^'(y), 
basterà  assumere  (f{y)  tale  che  sia 

?'(y)  =  N(x,.y). 
cioè 

9'(y)=/N(a;,,y)rfy. 
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Perciò  la  funzione 

(4)  w  =  /M(-c,y)rfi:  +  /N(:ro,y)dy4-  costante 

od  anche 

(4)'  u  =  /M(a; ,  y)  dx  +  /N(a:o ,  y)  dy 


soddisfa  le  (3),  cioè  la  (1)  ò  un  differenziale  esatto  e  la  (4)  o 
(4)'  ne  è  l'integrale  generale. 

Si    intende   poi   senz'altro    come,    se   ci   partissimo   dalla 
funzione 


r- 

», 


u=f^{x,y)dy-hHa), 


che  soddisfa  alla  seconda  delle  (3)  qualunque  sia  ^(a;),8i  potrebbe, 
procedendo  analogamente,  determinare  la  ^(x)  in  guisa  che  essa 
soddisfaccia  anche  alla  prima  delle  (3),  ottenendo  cosi  l'inte- 
grale sotto  l'aspetto 


y 

(5)  u = /N(a?  ^y)dy-\-  fìi{x ,  y^  dee  -h  costante, 


f' 

od  anche 


.» 


(5)'  u  =/N(a?  ,y)dy  +  /M(a? ,  y^)  dx, 

É  quasi  superfluo  notare  che  due  integrali  qualunque  della 
(1)  non  possono  differire  tra  loro  che  per  una  costante,  giac- 
ché hanno  Io  stesso  differenziale  totale  Mdx-i-Ndy. 

Notiamo  ancora  che  se  {Xo,yo),{x^y)  sono  le  coordinate  di 
due  punti  qualunque  mo,m  di  C,  ed  Si.s^  due  linee  di  G  che 
uniscono  questi  due  punti  e  tali  che  nella  parte  di  piano  Ci 
da  esse  limitata  non  vi  sia  alcuna  parte  del  contorno  di  G, 

m 

allora,  indicando  con  {8)f  l'integrale  da  mo  ad  m  lungo  la  linea  s. 


430 

in  virtù  del  teorema  di  Green  dimostrato  al  n.  100,  è 

m  ti*. 

[s,)J{Mdx  +  Ndy)+  {Sr)JitAdaf  +  Nrfy)=  -  J J(j^  -  ^)<*C, =0 

e  quindi 

(St)/{ìAdx+ìid!/)={St)f{kdx+ìidy). 

In  conseguenza,  se  si  suppone  il  contorno  del  campo  G  sia 
di  un  sol  pezzo,  per  modo  che  tra  due  linee  qualunque  di  C 
che  uniscono  due  punti  qualunque  di  C  non    vi   possa  essere 

alcuna  parte  del  contorno,  il  valore  dell'integrale  /  (Mda;+  Ndy), 

se  Mdx-^Ndy  è  un  differenziale  esatto,  è  indipendente  dalla 
linea  di  integrazione,  ed  è  quindi  una  funzione  monodroma  di 
x^y  nel  campo  G.  Essa  coincide  colla  funzione  u  data  dalle 
formolo  (4)\(5)',  perchè,  prendendo  per  linea  di  integrazione 
la  linea  formata  dalle  rette  y  =  yo.  X=a?,  ed  essendo  sulla 
prima  dy=0,  sulla  seconda  dx=Q^  si  ha 


/(Mtia? -h  Ndy)  =/M(a: ,  yo)  da? +/N(a? ,  y)  dy  ; 


ed  integrando  lungo  le  rette  X=::a?o,   Yz^y,  si  ha 


/{Mdx  +  Ndy)  = /N(xo ,  y)rfy  + /M(a7,  y)  dx, 
i   cui   secondi    membri    coincidono    con    quelli   delle   formolo 

(sy,  (4)'. 

Riassumendo  abbiamo: 

Se  M,N  sono  funzioni  continue  insieme  alle  loro  deri- 
vate prime  in  un  campo  C,  la  condizione  necessaria  e  suf- 
ficiente affinchè   Mdx-fNdy  sia  un   differenziale    esatto   è 

—  =  —  ;  e  quando  questa  è  soddisfatta  V  integrale  della 

precedente  espressione  diff'erenziale  è,  se  il  contorno  del  cam- 
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po  è  di  un  sol  pezzo,  la  funzione  di  x,y 

u=/(i\Idx  +  Ndy), 

l' integrazione  tra  i  punti  (Xo.jo)  e  (x,y)  di  C  essendo  con- 
dotta  lungo  una  linea  qualunque  di  C.  In  particolare  si  ha 
l'integrale  sotto  uno  degli  aspetti  (4),  (4)'.  (5),  (5)'. 

Si  intende  poi  che  gioverà  sceglierei  valori  XQ.y^in  modo 
che  le  quantità  integrando  da  essi  dipendenti  riescano  le  più 
semplici  possibili,  e  delle  precedenti  forme  di  integrali  quella 
più  facilmente  calcolabile  nel  caso  che  si  considera. 


Esempi 

1)  Sia  la  espressione  differenziale 

dx  /  1  X      \ 

cosichè  M  =  --==,  N= (1—  ,  .  ^  ,  r^:iz— -;   il 

campo  in  cui  si  considera  è  una  parte  qualunque  del  piano 
cui  non  appartenga  la  retta  y=:0. 

Usando  la  formola  (4)  e  prendendo  iro=0,  abbiamo  l'in- 
tegrale 


U=    f-^^-f    r^-fC,=log(:c-f|/.xH2/*)-fC,=logC(a;4|/xH2/*; 

0 

2)  La  espressione 


y^dx  ydy 


è  un  differenziale  esatto,  ed  il  suo  integrale,  usando  la  formo- 


4M 

la  (5)  ponendo  yo=0,  si  trova  essere 


„=-L  f 


y^y   fC.=-'^'^*+»'+c, 


0 


!/■???■  «^ 


per  tutu  ì  punti  del  piano  esclusa  la  retta  07=0. 
3)  Sia  il  differenziale  esatto 

2<r*  +  y»+a?y(2y  +  <r)+y  2y» — x»  +  a?y(2x— y)  —  a; 

(x»  +  y*){x»+y»+l)     ''•'"^      (»»+y»)(x»+y»4-l).     "•'' 

per  averne  l' integrale  calcoliamo  Y  integrale    ({JtAdx  +  Ndy) 

lungo  Tasse  delle  x  e  lungo  il  circolo  che  passa   pel  punto 
(x,y)  col  centro  nell'origine. 

Perciò  poniamo  x  =  pco8  5,  ynzpsenS,  ed  osserviamo  che 
l'integrale  lungo  l'asse  delle  x,per  essere  allora  x  =  f>,  dxzzzdp, 
y=:0,  df/  =  0  si  riduce  a 

e 


e  l'integrale  lungo  l'arco  di  circolo,  osservando  che  su  esso  è 

dx  = — pseuSdO^  dy  =  pcos5d9  si  riduce,  dopo  facili  riduzioni 

e 
a  —  fdS^= —  S;  cosichè  l' integrale  generale  della  nostra  espres- 

sione  dififerenziale  ò 

w  =  log(f«-fl)-log(a?J-fl)  — 5=log(a;«+y*+l)— arctg-^  +  C. 

X 

148.  Consideriamo  ora  una  espressione  differenziale  con  tre 
variabili 

Mdx +  ìidy -^  Pdz, 
dove  M=M(d?,y ,;&),  N  =  N(«,y,;8;),  P  =  P(x,y,z)  sono  fun- 


43d 

zioni  contìnue  insieme  alle  loro  derivate  prime  in  un  certo 
campo. 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  prece- 
dente  espressione  sia  un  diff'erenziale  esatto^  cioè  afiSnchè 
esista' una  funzione  u  il  cui  differenziale  totale  la  eguagli,  è 
che  siano  verificate  le  tre  equazioni 

3M_aN     3M_op     aN_ap 

^  ^  di/~dx   '   dz~  d:e   •  dz  ~  dy' 

La  condizione  è  sufficiente,  perchè  se  esiste  una  funzione 
u  tale  che 

(2)  £!i  =  M,^=N.  ?Ì=P. 

'  dx  dy  dz 

derivando  la  prima  delle  (2)  rapporto  ad  y  e  a  jz;,  la  seconda  rap- 
porto a  X  e  a  y^  la  terza  rapporto  a  a;  e  a  y  si  ottengono  sei 
equazioni  dalle  quali  si  hanno  subito  le  (1). 

La  condizione  è  sufficiente.  Invero,  partiamoci  della  fun- 
zione 

/•* 

u=jMdx-h(f{y,z), 


la  quale,  qualunque  sia  la  funzione  a>,  soddisfa  alla  prima  delle 
(2).  Proviamo  che  si  può  determinare  f  in  guisa  che  soddis- 
faccia anche  alla  seconda  e  terza  delle  (2). 
Abbiamo 


« 


^y    J  ^y     ^y     ^^    J  a^        < 


-0 


ossia,  per  le  (2), 

du       rDN   .       aoj       .,,  ,      .,,  ,      O9 
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e  queste  coincideranno  colla  seconda  e  terza  delle  (2)  se  si  po^ 

tri  determinare  9  in  guisa  che  sia 

Ora  questo  si  può,  perchè,  per  la  terza  delle  (1), 
N(Xo,y,2:)dy-fP(a?,,y,;3;)rfj2r 
è  un  differenziale  esatto,  il  cui  integrale  è 

y 

Vediamo  quindi  che  la  data  espressione  ò  un    differenziale 
esatto  e  che  il  suo  integrale  generale  ò 

u  =  jMdx-h  Jìì(Zo,y ,z)d!/ -i-  fP{xo,yo,z)dz+C; 

e  si  intende,  senz'altro,  come  esso  si  possa  anche  avere  sotto 
gli  aspetti 

u=ftAdx  +JP{Xo  ,yyZ)dz  +/N(a;o  ,y,^o)dy+  C, 
u = Jtfdy  +  fM{ar ,  1/0 , z)dz  +/P(Xo ,yo.x)dz-^ C,  etc. 

V               ■  xz  xy 

Esempio.        — ^^ —  dx-^  . rr  dy — ; — ^  dz.    Ricono- 

scinto  che  sono  verificate  le  condizioni    di  integrabilità,  se  si 
prende  Xo=0  nella  prima  forma  dell'integrale  si  ha  subito 

J  y-^-z  y-\-z 

0 

149.  In  modo  completamente  analogo  si  proverebbe  che: 
La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  espres- 
sione diff'erenziale 

Midx  -f-M,dXt-f...+  M^dx^, 
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dove  le  M  sono  funzioni  continue,  colie  derivate  prime,  delle 
variabili  x  in  un  certo  campo,  sia  un  differenziale  esatto 

è  che  siano  verificate  le    ^   ~  ^  equazioni 


ax,  ~  dxi  '  ax,  ~  oxi dx«  ~  dxj 


n 


n 


3M^.  _  3M,  . 
di»        3x^,  • 

c  l^  integrale  generale  è  dato  da 

u = /Midxi  +/M,(xJ ,  x,...xj  dx,  ^/MsCx^i .  xj ,  X3,.,.x«)ctes  +.... 
i^*  j^  Ufi 

+/Mn(x? ,  xj,...  x^i ,  x«)  dx^  +  e, 

0  da  formolo  analoghe  facilmente  riconoscibili. 

Esercizi 

1,  Se  nel  differenziale  esatto  Mrfx+Nrfy  si  cambiano  le  va- 
riabili a?,y  in  u,v  colle  formolo  a:  =  a?(w,t?),y  =  y(w,t?),  dove 
le  x^y  ammettono  deriyate  seconde,  la  nuova  espressione  dif^ 
ferenziale  in  u,t?  ò  pure  un  differenziale  esatto. 

2-  du=     ^  .     ,     ( 2.1  t«=iog —  +  arcig — +C; 

,       lx  —  2y)dx-\-ydy  ,     ,  \  .      ^       .   n 

du=^ T^^^ — ^i-^-^,  u=log(x  — y)-f --^+  C; 

(y— X)*  ^^  W—y 

duzuligy K—)dx-\-  (— ^  — tga?+seny  )dy, 

\®'        cos*a?/  \cos*y       °  ^y    ^ 
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u=:xigtf  —  yiga — cosy  +  C; 

\y        x^  sen(2xy)/  \y*       sen{2Ty)       x/ 

•e  JL 

w  =  -^  -f  log  tg  (a?y)  —  e  *  +C; 

-  y^dx  —  osydy  x      ,    l/y*  f2xy   ,  ^ 

(^  +  y)Vy*  +  2a?y  '^  +  y        «+y 

3.  au= — dx z — dy  •] dz,u=  4-C: 

y  y  y  y 

+  r        ^         -  ^=^  ^  1  rf;, 

y[/y*  +  z*     .  o^  +  x  l/z+if\/2x-y+i\ 

u  =  are  san ^  +  'Ll. — f_  +  C. 

4.  Se  ;s  è  funzione  di  x,ff  definita  dalla  equazione 

z=r^z)  +  y^{z), 
Tespressione 

è  un  differenziale  esatto  il  cui  integrale  è  u=zff{z)dz-^C. 

5.  Se  Xo,X,,Xj  sono  funzioni  razionali  di   Xo,3:,  ,a?,  e  si 
pone 

a?o= (^0  +  ^1 + Zif,  Xi  =  {zo  4-  (àZi  +  w«^j)»,  ir,=  (z^  4  w»^,  4-  w^O*. 
dove  co  è  una  radice  primitiva  terza  dell'unità,  la  espressione 
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diÉerenziale 

XqcIxq  +  Xidxi  +  Xfdx^ 

si  trasforma  nella  espressione 

?(^o»^i,'2r,)d3ro-f  y(j2:,.,  Zt,z^)dz^  +  ^{z^,z^,z^)dz^ , 

dove  9  è  simbolo  di  ana  certa  funzione  razionale,  e  la  condi- 
zione necessaria  e  sufSciente  affinchè  3ia  un  differenziale  esatto 

è  la  sola  equazione  ^J%fLL£i)=  ^^(^' '-«-^o)^ 

^  dZx  OZo 

In  generale:   Se  Xo,Xi,.mX^i  sono  funzioni   razionali  di 
Xo«^i>^n-.it  e  si  pone 

a?fc  =  (;3ro  +  w*^i+a)«^,4-...+  ctìf'*-*»*;2:n-ir  .  (4  =  0,1 ,2,...n—l), 
la  espressione  differenziale 

Xf/ixo  +  XjCtei  -»-..•+  X^«ida?„_i 

si  trasforma  nella  espressione 

e  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affiocliè  sia  un  differen- 
ti 
ziale  esatto  è  che  siano  verificate  le  -^   (se  n  è  pari),   o  le 

— 5 —  (se  n  è  dispari)  equazioni 

^^iZo,Zi,...Z^x)   ^^{Zg.Zs^i  ....Z^i  ,Zo,Zi  v,^a.|) 

^z^  ~  dzo  ' 

srzl  ,2,...  -^  se  n  è  pari 


szn  1 ,2,.,.  — 5 — se  n  è  dispari. 
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BqaaBloni  dlfferenalali. 
Equazioni  differenziali  ordinarle  di  primo  ordine. 

150.  Equazione  differenziale  è  una  relazione  tra  una  o 
più  variabili,  una  o  più  funzioni  incognite  di  queste  va- 
riabili^ e  le  derivate  di  queste  funzioni. 

Distinguiamo  dae  specie  di  equazione  differenziali. 

1.  Equazioni  differenziali  ordinarie^  o  semplicemente  e- 
quazioni  differenziali;  sono  quelle  che  legano  una  o  più  fun- 
zioni di  una  sola  variabile  indipendente  e  le  loro  derivate; 
una  equazione  differenziale  dicesi  d'ordine  n  se  contiene  deri- 
vate d' ordine  n,  senza  contenere  delle  derivate  d' ordine  supe- 
riore ad  n. 

2.  Equazioni  a  derivate  parziali;  sono  quelle  che  legano 
tra  loro  una  o  più  funzioni  di  due  o  più  variabili  indipendenti 
e  le  loro  derivate  parziali;  una  equazione  a  derivate  parziali 
dicesi  d'ordine  n  se  contiene  derivate  parziali  d'ordine  n,  senza 
contenere  delle  derivate  parziali  d'ordine  superiore  ad  n. 

É  quasi  superfluo  notare  che  una  equazione  differenziale 
potrà  non  contenere  esplicitamente  alcune  o  tutte  le  funzioni, 
alcune  o  tutte  le  variabili  indipendenti,  ma  deve  contenere  e- 
splicitamente  una  derivata  almeno. 

Ad  esempio  -r^  4-  3a?  ;t^  -f  y*  :=  0 ,  che  scriveremo  anche 
aoUf  a  X 

d  v     d  z 
cosi  :  y"  +  3xy'  +  y*  =  0,  e  T^  +  ;y-  +  3cy=0  sono  equazioni  dif- 
ferenziali di  secondo  e  primo  ordine;  - — h- — — zz:0, 


ìx      ^xày  dxdyòz 

+  tez=:0  sono  equazioni  a  derivate  parziali  di  secondo  e  terzo 
ordine. 

151.  Occupiamoci  delle  equazioni  differenziali  ordinarie^  co- 
minciando da  quelle  di  primo  ordine  tra  due  variabili  X  ^y  \\ 
cui  tipo  generale  è 

r(^,y,ff  )  =  0.  0  f{x,y,y)=Q. 
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Vediamo  primieramente  come  possano  aver  origine  equa- 
zioni di  questa  forma.  Sia  (jp(x,y ,(;)  =  0  una  equazione,  dove 
e  indica  una  costante  alla  quale  si  possa  attribuire  qualunque 
valore,  o  almeno  qualunque  valore  appartenente  ad  un  certo 
campo  di  valori,  e  sia  9  tale  che  9=0,  per  ognuno  di  quei 
valori  di  e,  definisca  la  y  come  funzione  di  x,  in  un  certo  in- 
tervallo,  che   ammetta  derivata  y\  la  quale  sarà  data  dalla 

*^  +  -^y'=0-  E   propriamente,  se  x^.y^^CQ  sono   valori  di 

x,y,c  pei  quali  sia  9(aro,yo.^o)=Oi  ^^^  supponiamo  che  in 
un  certo  campo  C  di  valori  di  a?, e,  cui  appartenga  {Xq.Cq)  co- 
me punto  interno,  la  9  =  0  definisca  y  come  funzione  continua 
e  che  ammette  derivata  rapporto  ad  x,^  =  y(.r,c),  di  a;, e  che 
in  (a7o,Co)  prenda  il  valore  yo;  e  supponiamo  inoltre  che  in  un 
certo  campo  C|  per  x.y,  cui  appartenga  Xo.yo  come  punto  in- 
terno, la  9=0  definisca  anche  e  come  funzione  c  =  ^{x,y)  con- 
tinua dì  a;  e  y  che  in  (x^^t/f^)  prenda  il  valore  e©.  Ora  si  ri- 
conosce subito, stante  la  continuità  delle  funzioni  y  =  y(x,c), 
c  =  ^//(ir,y),  che,  restringendo  ove  occorra  il  campo  Cj,  i  cam- 
pi G  e  Ci  sono  legati  tra  loro  in  guisa  che  ad  un  punto  (coi^yi) 
di  Ci  corrisponde  un  punto  (Xi^Ci)  di  C,  essendo  Ci=z'^{xijyi) 
e  dove  y,=y(.^-i,Ci). 

Noi  abbiamo  scelto  arbitrariamente  i  valori  x^^yi  nel  cam- 
po Ci,  cosiché,  ove  siano  por  la  9  soddisfatte  le  condizioni  ora 
poste,  l'arbitrarietà  della  e  porta  per  conseguenza  che  si  possa 
scegliere  arbitrariamente  il  valore  yi  della  funzione  y,  definita 
dalla  9=0,  che  debba  corrispondere  al  valore  Xi  di  a?,  ossia, 
che  si  possa  determinare  il  valore  di  e  in  modo  che  per  xznxi 
la  y  assuma  il  valore  prefissato  t/i,  entro  certi  intervalli  per 
X,  per  y  e  per  e. 

Ora  se  dalle  due  equazioni 

noi  eliminiamo  la  costante  e  otterremo  una  equazione  della 
forma  f{i€,y,y')z=0,  tale  che  la  y  definita  dalla  9  =  0,  e  qua- 
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lunque  sia  e,  renderà  identicamente  zero-  la  /*(«,y,y')  sosti- 
tuendo in  questa  per  y  ^  tf  quella  funzione  e  la  sua  derivata. 
152.  Data  una  equazione  differenziale  f{x,y  ,y')=Qj  integrar^ 
la  0  risolverla  significa  trovare  la  forma  che  bisogna  attribuire 
alla  funzione  y  di  ^,  affinchè  questa  equazione  si  riduca  ad 
una  identità;  ma,  più  generalmente  ed  ordinariamente,  integra- 
re 0  risolvere  una  equazione  differenziale  significa  trovare  una 
relazione  (^{x,*y ,c)=iQ  tra  x^y  ed  una  costante  e,  tale  che, 
soddisfacendo  la  9(07,2/, e)  alle  condizioni  precedentemente  po- 
sta per  la  9,  eliminando  e  tra  la  9=0  e  la  x^H-  -r^  y'zzOsi 

ottenga  la  equazione  proposta  /*(:», y,y')=:0,  0  una  equazione 
il  cui  primo  membro  sia  il  prodotto  di  f{w^y  ^y*)  per  un  fat- 
tore che  non  contenga  y\  e  tale  che  la  funzione  y  dì  00  ^  e, 
che  viene  definita  dalla  9  =  0,  soddisfaccia  alla  /*=0  qualun- 
que sia  e,  e  si  possa  determinare  e  in  modo  che  per  un  va- 
lore arbitrario  xzzzxi  ^^  V  assuma  un  valore  prefissato  yi ,  in- 
tendendo sempre  che,  secondo  la  natura  della  equazione  dif- 
ferenziale che  si  considera,  la  variabilità  di  x,y,c  potrà  es- 
sere illimitata  0  limitata  a  certi  campi.  Ed  allora  la  equazione 
9(a?,y  ,c)z=0  chiamasi  la  equazione  integrale  generale  0  com- 
pleta, 0  la  equazione  primitiva  generale  0  completa,  0  la 
soluzione  generale  della  equazione  differenziale  proposta,  e  la 
funzione  y  che  viene  definita  dalla  9(x,y,c)  =  0,  che  in  certi 
casi  potrà  essere  già  risoluta  rapporto  ad  y  cioè  avere  la  for- 
ma y  =  ^/.(a?, e), chiamasi  V integrale  generale  0  completo,  0 
la  primitiva  generale  0  completa  0  la  soluzione  generale 
della  equazione  differenziale  proposta;  notando  che  spesso  chia- 
masi semplicemente  integrale  generale  la  equazione  integrale 
generale  9(0?, y, e) =0.  E  notiamo  ancora  che  una  equazione 
differenziale  si  ritiene  come  integrata  0  risoluta,  quando  il  pro- 
blema è  ridotto  alle  quadrature,  quando,  cioè,  la  funzione 
9(0?, y, e)  0  la  espressione  di  y  per  x  contenga  degli  integrali 
di  differenziali  in  y  0  in  x,  anche  se  le  integrazioni  non  si 
sappiano  eseguire  in  termini  finiti. 

Attribuendo  alla  costante   e   valori   particolari   si  hanno 
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degli  integrali  particolari  della  equazione  differenziale  pro- 
posta. 

Esempio.  Mediante  la  derivazione,  dall'equazione  C*-f  Cy'-»*=0 
otteniamo  Ct/y'^i^x,  ed  eliminando  C,  si  ha  la  equazione  dif- 

ferenziale -5-^ ^-^j;«=zO  ossia  xi/y'^ —  y^y' —  x:=zQ. 

La  equazione  C*+Cy'  —  x'  =  0  ne  è  la  equazione  integrale 

0  integrale  generale,  e  i  rami  della  y,y=:±:      .  p — , definiti 

da  essa  costituiscono  ciascuno  l'integrale  generale.   Notiamo 
che  la  equazione  differenziale  può  ridursi  alla  forma 

e  che  y  ■=.  — r- r; soddisfa  alla  equazione 


l/ic«  — C» 


y  =  -^    ^Q      '  alla  2aryy  — t/«-f l/y^-h4x«=0. 


Dimostrasione  dell' eslstenaa  dellMntegrale  generale 
per  le  equasloni  dilTerenzlali  di  primo  ordine. 

153.  Se  la  equazione  differenziale  di  primo  ordine  che  si 
considera  non  è  già  della  forma  y'= 9(3:, j/),  ma  bensì  del  tipo 
generale  f{x,y,y')=0,  supponiamo  che  la  equazione  f=0 
definisca  uno  0  più  rami  y'  come  funzioni  di  a?,y,  in  guisa  che 
si  possa  considerare  f  come  il  prodotto  di  più  fattori  della 
forma  y'  — ?(a?,y). 

Per  dimostrare  quindi  che  ogni  equazione  differenziale  di 
primo  ordine  ammette,  sotto  certe  condizioni,  l'integrale  gene- 
rale, basterà  provarlo  per  le  equazioni  della  forma  y'-?(a?,y)  =  0. 

Supponiamo  anche  che  le  variabili  x,y  siano  complesse; 
abbiamo  allora  il  seguente  teorema  dovuto  a  Cauohy: 
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Siano  x^.yo  due  costanti  qualunque^  e  sia  ?(x,y)  fun* 
zione   univalente    continua   con   derivate    parziali  finite 

—  ,  r-^  per  tutti  i  valori  di  x,y  tali  che  |x — XoI<Ri 

\y — yo|<Rr.  allora  esiste  una  unica  funzione  y  di  x  mo* 
nodroma  e  continua  entro  un  certo  circolo  col  centro  in  x^, 
che  soddisfa  ivi  alla  equazione  differenziale  y'i=:9(x,y),  e 
che  per  x=Xo  assume  il  valore  y©. 

Infatti^  le  derivate  successive  di  una  funzione  y=y(^)  che 
per  x=:xq  assume  il  valore  yo=y(a;o)  e  che  in  un  intorno  di 
OTo  soddisfa  alla  equazione  i/'z:z(f{x,y),  si  ottengono  dalle  formolo 


(1) 


39       3^    , 


ponendo  in  esse  x=Xo,  y=yo;  indichiamole  con  y(Xo),  y"(^o)t 
y(a;o)v-  Se  questa  funzione  è  monodroma  continua  in  quel- 
l'intorno essa  non  potrà  essere  che  V unica  funzione 

(2)  y=y(a?o)  +  (^-a?o)yX^o)+^^=^/W 

Il  teorema  rimarrà  perciò  completamente  dimostrato  se  prò  • 
veremo  che  la  serie,  nel  secondo  membro  della  (1),  ora  costrui- 
ta, è  convergente  per  tutti  i  punti  x  interni  ad  un  certo  cir- 
colo di  raggio  r  col  centro  in-^ot  ^  <3be  la  funzione  y  data 
dalla  (2)  soddisfa  alla  equazione  ^'=9(^2;,^). 

Ora,  indicato  con  M  il  massimo  di  |9(wt;,^)|  pei  punti  a?  del 
circolo  di  raggio  R  col  centro  in  Xq  e  pei  punti  y  del  circolo 
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di  raggio  R,  col  contro  in  y,,  costraiatno  la  funzione 

M 


(3)        .Hx,Y) 


0-^)  (-^) 


6  consideriamo  la  equazione  differenziale 

(4)  r  =  'i,{x,Y)\ 

che  possiamo  anche  scrivere  cosi: 

in  modo  che  si  vede  come  la  si  ottenga  colla  derivazione   ri 
spetto  ad  x  dalla  equazione 

(Y-y,)-^(Y-y,)*  +  MRlog(l-^:^)=C, 

che  ne  è  così  la  equazione  integrale  generale.  Ponendo  C=0, 
uno  dei  due  valori  di  Y  che  essa  definisce,  cioè 


(5) 


Y  =  yo  +  Ri -I/rTI/Ri  +  2MRlog(l -?-^«), 


assume  per  a:  =  a?o  il  valore  Y  =  yo»  ®d  è  funzione  monodroma 
e  continua  di  x  per  tutti  i  punti  x  interni  ad  un  circolo  col 
centro  in  Tq.  che  non  contenga  nell'interno  alcun  punto  nel 
quale  la  quantità  sotto  il  radicale  si  annulli,  cioè  il  punto  va- 
lore x  =  To-f  R\l — e""*^/.  Cosichè  pei  punti  interni  al  cir- 
colo di  raggio  r  =  R(^l — e"*^Kc.ol  centro  in  r^^  la  (5)  è  una 
funzione  monodroma  e  continw^  \  che  soddisfa  alla  (4),  che 
per  a?  =  XQ  assume  il  valore   rv  ^he  avrà  in  questo  cir- 

N 
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colo  lo  sviluppo 

(6)  Y=y,  +  (a;-».)YVo)+^~^*Y>.)  +  ^-^^Vw+..., 

dove  i  coefScienti  Y'(x,),  Y'(Xo),...  si  ricavano  dalle  eqnaziooi 

(7)  ( 

Y"'(')  =  S-2,-|^Y'^.?^Yn?ÌY" 


OY* 


aY 


ponendovi  a;  =  ro.  Y  =  y«. 

Osservando  che  dalla  (3)  si  ha 


1.2...nl.2...m 


M 


R" 


RT 


0-^-i^ro-^r 


nella  quale  ove  n  o  m  sia  zero  si  intenderà  sostituita  l'aoità 
in  luogo  del  prodotto  1.2...n,  o  1.2...m,  abbiamo 

D»+'»K*o.yo)       1.2..n  1.2..OT  „ 
jS— M; 


ax»«Y'» 


R" 


RT 


d'altra  parte  è  (Esercizio  2  a  pag.  428) 


l^n^-m 

^^^...Vo)!  ^  1 

.2..n    I.2..WJ 

ax-Oi^"»     1  ^      R»            R? 

quindi 

(8) 

0"+"q,(Xt  ,  V») 

Ox'^Oy'^ 

M, 
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Ora  dalla  prima  delle  (l)  ricaviamo  LyVo)l  =  l?(^oiyo)|<M, 
e  dalla  prima  delle  (7)r(a;a)  =  M,  cosichè  \y\Xo)\  <YVo);  dalla 
seconda  delle  (1) 

i/wi<f-%^>i+r-%^ii'wi 

e  dalla  seconda  delle  (7) 

oX  di 

e  perciò,  in  virtù  della  (8)  e  poiché  |yVo)l<Y'(«o)i  risulta 
l/'(^o)l  <Y"(a7o);  G  cosi,  analogamente,  dalla  terza  delle  (1)  e 
dalle  (7)  risulterebbe  ly'"(j?o^|<Y'"(a?o)  ed  in  generale 

Perciò,  i  moduli  dei  termini  della  serie  (2)  essendo,  a  par- 
tire dal  secondo,  minori  dei  moduli  dei  termini  della  (6),  la 
quale  è  convergente  finché  |x-Xol<r,  risulta  che  la  (2)  è  as- 
solutamente convergente  finché  \x — a?ol<^"« 

Rimane  ora  solo  da  provare  che  la  funzione  y  di  a?,  defi* 
nita  dalla  (2),  soddisfa  alla  equazione  differenziale  y=9(r,«/). 

Ora,  poiché  possiamo  derivare  termine  a  termine  la  (2),  è 

(9)       y'  =  y\x,)  +  {x-x,)y'\x,)  +  ^^^^^^y"'[x,)  +... 

Sostituiamo  poi  il  valore  (2)  di  y  nella  <f{x ,  y)\  osserviamo 
che  r<R,  e  che,  se,  per  qualunque  valore  di  x  tale  che 
jj7  —  3'ol<r  pel  valore  di  y  dato  dalla  (2)  non  fosse  sempre 
\y  —  yol  <  Ri  »  esisterà  però,  essendo  la  y  continua,  un  valore 
ri<r  tale  che  per  |a?  — ìToK**!  sarà  sempre  \y  —  yoK^r»  ^^ 
conseguenza,  finché  |d?  — ^oK^i»  la  <f(x,y)  é  funzione  mono- 
droma  e  continua  di  x  e  sviluppabile  perciò  colla  serie  del 
Taylor,  cioè 

(io)^(a?,y)=?(xo,yo)+?Vo,yo)(^-fl?o)  +  ?>o,yo)^-^^^ 
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dove,  avendo  posto 


^■<-.*)=,^+^»'. 


è      9(T„yo)=y'W. ?'(^o.yo)=y>o).  9>o,yo)=y'>o)...- 

In  conseguenza  il  secondo  membro  della  (IO)  coincide  con 
quello  della  (9)  e,  finché  \x  —  rCo|<^i.  è  y'  =  f(x,y). 
Il  teorema  è  cosi  completamente  dimostrato. 


Integraalone  delle  equailoni  dllTerenslall  di  primo  ordine 
risolate  rapporto  alla  derivata. 

154.  Non  sappiamo  integrare  una  equazione  differenziale  dì 
primo  ordine  nella  sua  forma  generale /*(x,y,y')=:0,  ma  solo 
equazioni  di  tipi  speciali. 

Cominciamo  dalle  equazioni  risolute  rapporto  al!a  derivata, 
cioè  da  quelle  che  possono  ridursi  alla  forma  y  =9.(T,y),  o 

Separazione  delle  variabili.  Se  M  è  funzione  della  sola 
X,  N  funzione  della  sola  y  si  ha  subito  l'integrale  generale 
della  equazione  Mrfx4-Nrfy  =  0,  cioè  JUdX'>fJ^dy=.G  od 

anche  /Mt2x+/Nc^y  =  Ci.  Si  dice  allora  che  nella  equazione  le 

variabili  sono  separate. 

Se  è  M  =  XY,N=:XiYi  dove  X,  X|  sono  funzioni  della 
sola  x\  Y,Yi  della  sola  y,  allora  dalla  equazione  XY^x  + 
X|Yi(/y=:iO,  nella  quale  le  variabili  non  sono  ancora  separate, 


T7?f^ 


tà& 


ricaviamo  —  rfx-f -~-dy=0,  nella  quale  esse  lo  sono,  e  si 


ESBMPI 

1)  (l+a?)ydx  +  (l— y)xdy=0, 
ossia 


djc+ ^dy=0; 

a:  y 

l'integrale  è 

da?-f   j ^dyzzCx,  cioè  log(Ty)4-a?  — yrrCi 

od  anche,  posto  Ci  zi:  log  C, 

2)  Nella  equazione  (x  -f-  i/*J  rf^  -+-  2xy  dy  =0  le  variabili  non 

si  possono  separare,  ma,  posto  j^*  =  u,  essa  diviene  xdx+udx  + 

wdu  =  0,  ossia  xdx-^d{ux)  =  0,  nella  quale  le  variabili   sono 

separate  (si  consideri  uà;  come   una  nuova  variabile)  e  questa 

x* 
dà  l'integrale  — -fw^^niC,,  ossia  «•4-2ua;  =  C,  e  quindi  si 

ha  l'integrale  generale  della  proposta.  iC*  +  2y*(t=C. 

3)  Dalla  equazione 

=  0 


(1) 

dw 
|/l-x« 

|/i-y* 

ricaviamo 

subito 

/o\ 

a? 

r     dy 

(2) 
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ossia 

are  sen  d?  +  are  sén  y  =  C  ; 

ma  r  integrale  generale  può  trovarsi  anebe  sotto  forma  alge- 
brica. Invero^  dalla  equazione  differenziale  proposta  scritta  così  : 


do^/l  —  y« -f  dyl/jr=^  zz  0 

ricaviamo,  integrando   per   parti  ciascun    termine  del    primo 
membro, 

ossia,  per  la  (1), 


(3)  x[/l-y'^y]/l-2^=C,, 

che  è  l'integrale  in  forma  algebrica. 

Esso  esprima  la  stessa  relazione  tra  r  e  y  che  la  (2). 

Possiamo  ricavare  dal  confronto  dell'integrale  nelle  due 
forme  (2),  (3)  la  nota  formola  di  addizione  per  la  funzione  cir- 
colare seno.  Infatti,  posto  arcsenrrzziu,  are  seny  =  t?,  da  cui 

a:=senw,  yrrrsent?,  [/l — a?*i=:cosw,  |/l — y*=cost?,  le  (2), 
(3)  divengono 

(4)  '    w4-r  =  C,  senwcost? -hseni?cosu  =  Ci; 

indicando  con  w  il  valore  di  y  che  corrisponde  ad  a  =0,  si 
ha  dalla  (2)  arcsenio  =  C,  da  cui  m?  =  sen  C  =  sen  (u  + 1?),  e 
dalla  (3)  t^  =  Ci  =  sen(u-f  v),  e  la  seconda  delle  (4)  diviene 
perciò 

sen  (w  -f  t?)  =  sen  u  cos  v  +  sen  v  cos  u. 

4)  Anche  la  equazione 

dx  dy       ^^ 


43^ 
delta  quale  si  ha  subito  l'integrale  in  forma  trascendente! 


r    ax  r     dì,      _ 

Jj7r^^^Ji/i=7  ~ 


dove  le  integrazioni   non  si  sanno  eseguire   in   termini  finiti^ 
possiede  pure  l'integrale  in  forma  algebrica. 

Per  trovarlo  poniamo     .  =  dz  ed  in   conseguenza, 

l/l  —  X* 

per  la  (5),  =—  dz^  da  cui,  indicate  con  apici  le  deri- 

vazioni rapporto  a  z,  abbiamo 


e  da  queste 

^'  =  -  2a?  ,if  =  ^  2y' ,  yx"  -  xy'  =  2xy{f^x% 


i/ì—x' 


yx       xy  -{i-^a)y),y       x  ),  yV*_^y. -  i  ^  ^y  i 

dalla  quale  ultima,  scritta  nella  forma: 

yx"—  xy"  _  2xy{ypc'  +  xy) 
yx'  —  xy'~       Ih-  x^y^      ' 


SI  ricava 


^]og(yx'-X!,')=.^{ì^x*y% 


dz  "  '"""      '^^'      dz 
6  da  questa,  integrando, 

log(ya!'-ari/')  =  log(l+a:y)  +  logC,,  ossia  ^f  ~«^^  =C,. 

i  -r  »  y 
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ovvero 

(7)  y|/l-a:^-f3rl/l-y*_^ 

cho  è  il  cercato  integrale  in  forma  algebrica. 

Poniamo  ora    |  r^u   e  consideriamo  il  limite  su- 

J  1/1- X* 

0 

periore  x  dell'integrale  come  funzione  dell'integrale  stesso, 
cioè  facciamo,  come  si  dice,  l'inversione  dell'integrale,  ed  in- 
dichiamo con  ^(u)  la  funzione  x  di  u,  x=-(f(u)\  noi  veniamo 
cosi  a  definire  una  nuova  trascendente  ^(te)  :  il  confronto  del- 
l'integrale  nelle  due  forme  (6),  (7)  ci  permette  di  trovare  la 
formola  di  addizione   relativa  a  questa   nuova  trascendente, 

cioè  la  formola  che  esprime  (^{u  +  v)  mediante  9(1*)  e  9(1?).  In- 
y 

fatti  posto   (  =t?  da  cui  y  =  (j,(t?),  le  (6),  (7)  divengono 

J  |/i— i/* 


(^(^)^/l-9(t?)V(^(t?)l/l-a(^)^ 
^'  l-h9lwJ9W  " 

indicando  con  w  il  valore  di  y  che   corrisponde   ad  a;  =  0,  la 

to 

(6)  ci  dà     f   .    ''       =C,  da  cui  i^  =  9(C)  =  9(«-f  t?),  e  la  (7) 

0 
t/?=C,  =  a(w-f  t?),  ed  in  conseguenza   la  seconda  della  (8)  di- 
viene 


l+9(u)*9(r)* 

che  è  la  formola  d'addizione  richiesta. 

155.  Equazioni  omogenee.    —  Sono  quelle   della   forma 
Mdx-f  Ndy  =  0  ossia  M-fN//  =  0,  dove   M,   N   sono  funzioni 
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omogenee  di   x  ,  y   dello   stesso    grado   r;   cosichè   essendo 

ìlz=x^f(—\  N  =  a;''t|'(  —  K  si   potrà  scrivere  la  proposta 

equazione  cosi: 


K-5-)*-^*(^)'"'=»- 


Poniamo  ora  —=z,  da  cui  y  =  zx,  dy  =  wdz-^zdx,  ed 
avremo 

[^(z)  -f  z}{z)]  dx  +  a;|(;j)  dzz=:Q; 

separando  le  variabili  ed  integrando  si  ha 

la  quale,  ove  si  eseguisca  in   termini   finiti  la  integrazione   e 
si  sostituisca  per  z  il  cuo  valore  —,  ci   dà  l'integrale  gene- 

X 

rale  della  proposta  equazione  espresso  in  x,y. 

Esempi 

1)  La  equazione  2jry  f  y'^'  =  xV,  che  possiamo   scrivere: 
(y*  —  x^df/ -\-2xt/ dx  =  0,  è  omogenea.  Essendo  ?'(—)=  2—, 

ossia  logx+J  ^^^,~i^  dz=C„  ^og^+J\^^  "  — )<^«=C,. 

da  cui,  posto  logCaeC,,  sì  ha  — '-i=zC;  e  da  questa,  pò- 

z 

nendovi  jg-zz— ,  otteniamo  l'integrale  generale  della  proposta 

X 

equazione,  cioè  a?*  +  y*  =  Cy. 
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2)  L'equazione  non  omogènea 

{ax  -h  by  +  0)  (fx  +  {a!x  +  b't/  4-  c')dfj  =  0 

si  trasforma  in  una  omogenea  nelle  variabili  os',y  ponendo 
x  =  rQ-\'X\f/=y^+y'  e  poi  determinando  convenientemente 
le  costanti  Xo^ifù-  I^a  equazione  proposta  diviene 

{ax  +  by'  +  ai?o  -f  bt/o  +  e)  dx'  +  (a'x'  4-  *V'+  «'-^o + *>©+  e')  dy' = 0, 

che  si  riduce  alla  equazione  omogenea 

(ax'  +  by')  dx'  +  (a V  +  jy  )  dy' = 0 

ove  si  determinino  le  costanti  :ro,yo dalle  equazioni  (ix^\by^-\-c=Q, 
a'Xf^+Vyo+c  =0y  il  che  potrà  sempre  farsi  ove  non  sia 
aV—a'b—0. 

Se  poi  è  ab'  —  àb  =  0  cioè  —r  =  -rr,  ed  è  — r  diverso  da 
'^  ab  e 

queste  due  frazioni,  posto —7- =  -jj-^=:m,  la  equazione  propo- 
sta si  può  scrivere* 

{a'x + b'y  +  e')  dy  +  fn{ax  f  i'y)  da;  -f  c?dx= 0, 

che,  posto  a'w+b'y  =  z,  diviene 

(z  +  e')  dz  +  [(w^  +  e)  J' — (ar  +  (?>']  d« = 0 

nella  quale  si  separano  subito  le  variabili. 

-,,-.,    a         b         e  , 

. Se,  m  ultimo,  è  --r=i:-^  =  — pz^m,   la  equazione  pro- 
posta si  riduce  alla  dy  +  mdx  =  0,  il  cui  integrale  è  y+mxsC. 

3)  La  equazione  precedente  ò  caso  particolare  della 


^—^Ka'x  +  Vy'hc'/' 


r^ 
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per  integrare  la  quale  porremo  ax  -f  i|/  +  c= w,  a'a?  -l-  b'y  +  e '=  v, 

da  cui  adx -¥  bdy  =  du,  a'dx-hb'dy^=dv,  e  se,  come  suppo- 

.,,,,,.  ,  ,      b'-du-bdv    ,      ado-adu 

marno,  è  ab  -ab  diverso  da  zero,  dx=^ — r, — n—»  di/  =  — r? — rr-f 

aù-ao  aù  -ao 

cosichè  la  equazione  proposta  diviene: 

che  si  integra,  separando  le  variabili,  col  porre  —  =z. 

156.  Equazioni  lineari.  Sono  quelle  di  primo  grado  in  y 
e  y\  cioè  quelle  della  forma 

y'  +  Py  =  Q 

dove  P,Q  sono  funzioni  della  sola  a. 

Per  integrarla  moltiplichiamone  i  due  membri   per  ef^^, 
cosichè  essa  diviene 

da  cui,  integrando, 

yef''"  =  fQef''*'daf  +  C,    ossia    y  =  «->"' [/Qe/'"'^  dx  +  C], 

che  è  appunto  l'integrale  generale  della  proposta  equazione. 


Esempi 
1)  yyr^-y\/i  —  x*={x  +  i/r+x*)[/T+x*;  abbiamo 


p^ ^_  a!  +  t/l+x« 


4M 
per  cai 

/«te      _  ,   --i /*     <lx 


:ei<*-Hv^Wi|J  -j7=^e      .  «te+Cj  =  (X 4|/T+J«) [arcsen x+C]. 

2)  y'+.n'(-«')  =  9(*)?'(a'). 

=  e-^*^  [e^%(x)-l\  +  C]= f  (a:)- 1  +  Ce-^^'^  ; 
COSI  ad  es.  :  1*  integrale  generale  della 

y'+ycosx= -5-sen2r    è    y  =  sen4D  — 1 +C^"*"*. 
157.  Equazioni  di  BemouUi.  Le  equazioni  della  forma 

dove  P,Q  indicano  funzioni  della  sola  x,  si  riducono  al  tipo 
lineare  ponendo  (^{y)=z^  giacché  otteniamo  co<i  la  equazione 
trasformata  j8'+P;2:z=Q,  che  è  lineare  rapporto  a  z. 

Caso  particolare  ed  importante  della  precedente  è  la  equa- 
zione di  Bbrnoulli 

y  4-  Py  =  Qi^**,    ossia    y^'y  +  Vy^"*" =Q, 
che  si  scorge  essere  della  forma  precedente  scrivendola  cosi; 


Posto  quindi  -^ z=:z  essa  diviene  V  +  (l — n)P^=Q,il 

1  — 1% 
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cui  integrale  generale  è  j2?  =  ef«-')/p**[/Qg<»-«>/p*^  rfa?4  Cj),  da 
cui  l'integrale  generale  della  proposta: 

yi-n  _  ^f^Dfpax  j^  j  _  n)/Qg<»-'»)/^^«rfa?  +  C]. 

Qui  si  è  supposto  n  diverso  dall'unità;  se  fosse  n=I,  neU 
l'equazione  proposta  dy-\-Pi/da=zQydx  si  separano  subito  le 

variabili  riducendola  alla  — +  (P  —  Q)dx  =  0,  da  cui 
\ogy+f{P  —  Q)dxz=C. 

Esempi 

1)  y'-\-tjz=x\/y;  è  P=I,  Q  =  a?,  n=—,  quindi 

l/y=e'"^-^'**r^  rare^-^^'dx-fcl  ossia  [/y  =  x  —  2-\' Ce'^. 

2)  y'cosy — asenycosa:  =  &sen2a?;  posto  seny  =  ;2;  abbiamo 

z  —  azcosx=b  sen  2x, 

il  cui  integrale  è  ;?:  zzC(?»'«°* (senx  t-  —  \  e  quindi  l'in- 
tegrale generale  delle  proposta  è 

sen  y  =  Ce"**"*  —  —/"sen  a?  -h  — Y 
158.  Per  integrare  le  equazioni  della  forma 

ossia 
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si  pone^-z^j?;  essa  si  trasforma  allora  nella 

X 

^{z)  dw  -f  ^[z)  {xdz  -f  zdx) = aa?"*+*  (/;$ 

ossia 

dx  ip(z)  _      ax^^^y 

dz        Q^{Z)  +  z^z)     ^~  t^{z)  -f  Z'^{Z)  ' 

che  è  lineare  in  x  se  mi=: — 2,  o  nella  quale  si  separano  sen- 
z'altro le  variabili  se  m= — l,e  che  è  una  equazione  di  Ber- 
noulli  se  m  è  diverso  da  — 2  e  da  —  1. 
Esempio.  —  y^dx-^-a^dy-zzr^xdy  —  ydx). 


ossia 


■^dx-k-dyzn  {xdy  —  ydx). 

X 


É  n.(z)z=zz'^,  ^{z):=z\,  m=zO,  quindi  la  equazione  in  a;  e  ;?:  è 

dx  1  x} 

-  +  -,—  ,  =  -,—.  Il  cui  integnUe  è 

l'integrale  generale  della  proposta  equazione  ò  perciò 
l  X  Cu  .  x{x  —  1) 

=  +  ^—      ossia       y  =  -; r; ■ 

X        x-hy      x-^y  ^         1 — tx 

159.  Della  equazione 

(1)  y'4Ly«-fMy  +  N  =  0. 

dove  L,M,N  indicano  funzioni  della  sola  a?,  si  trova  colle  qua- 
drature l'integrale  generale,  quando  se  ne  conosca  un  inte- 
grale particolare  y  =  tt(x),  cioè  quando  si  conosca  la  funzione 
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u(x)  tale  che 

(2)  u'  +  Lu»  +  Mii-i-N  =  0. 

Infatti,  posto  yzizu-^z,  ia  Tirtù  della  (2)  la  (1)  diviene 

^  +  (2Lti  +  M);a;  =  — Lt\ 

che  ò  del  tipo  della  equazione  di  Bernoalli  e  che  ci  dà,  in- 
tegrandola, 


per  cui 


—  z=zeS^^^^^^^  [jLe-/^»^^**^**  da:  +  C], 

g-/(tLtt+M)d» 


;y  =  i4  + 


C  +  /Le--^t«LtH-M)(l*    ^^ 


Esempio.  —  Con  semplicissimi  tentativi  si  trova  che  y  =  re 
è  integrale  particolare  della  equazione 

y'  — ory'-h&rV  — X'— 1=0; 
quindi  l'integrale  generale  è 

Ci — fdx  xe'J^^'''-'^^  Ci  —  ^ 


2 


od  anche  y=a?  +  -i — ?=-, 


Del  fattore  integrrante  o  moltlplloatore 
delle  equazioni  dlfferensiall  Mdx+ì^dyssO. 

160.  La  equazione  Md4?  +  Ncfy=0  dicesi  equazione  differen- 
ziale esatta  se  il  primo  membro  è  un  differenziale  esatto.  Al- 
lora, se  u  è  l'integrale  della  espressione  Mrfa?-f  Ndy,  ti  =  C  è 
l'integrale  generale  della -equazione  proposta.  Così  ad  es.:  si 


1 
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riconosce  silbìto  che  l'equazione  xdx  4-  r/dy  -f  ^  ^     ^,  ^  r=  0   è 

una  equazione  esatta,  il  cui  integrale  generale  è 

o- («B*  +  y*)  +  are  tg  i^  =  C. 

La  equazione  X Yrfa? -f  Xj Yidy  =:  0,  dove  X,  X^  sono  fun- 
zioni delia  sola  x;  Y,  Y,  della  sola  y,  non  è  esatta,  ma  lo  di- 
viene  se   la   si    moltiplica   pel   fattore    «r^^,   poiché  diviene 

Ali 

X  Y 

^da?-f^dy  =  0,  il  cui  integrale  generale  è 


/xr*"+/T'"'='=- 


Ciò  che  avv4eae^  per  questa  equazione  pariicolare,  avviene 
in  generale,  cioè: 

Esistono  sempi'^e  dei  f allori  a,  detti  moltiplicatori  o  fat- 
tori integranti,  tali  che  moltiplicando  per  uno  di  essi  la 
equazione  differenziale  Mdx+-NdyzzO,  questa  si  riduce  ad 
una  equazione  esatta 

a(Mdx  +  Ndy)  =  0. 

Infatti,  sia  f{x,y yG):=iQ  l'integrale  generale  della 

(1)  Mcfx+NdyzrO; 

risolvendo  rispetto  a  C  l'equazione /"sO,  si  ottenga  w(a;,y)=:C; 

differenziando  allora  quest'ultima  si  ricava  -^--dx-^-- — dw=0, 

ox  Di/ 

il  cui  primo  membro  non  può  differire  da  quello  della  (1)  che 

per  un  fattore  a  funzione  di  a:,y  e    indipendente  da  y\  cosi- 

chè  sarà  —  z=uM,  —  =aN,  e  l'espressione  fx(Mrfa7  4- Ndy)  è 

perciò  un  differenziale  esatto.  Rimane  cosi  dimostrata  l'esistenza 
di  un  fattore  integrante  u,  che  sarebbe  subito  conosciuto  ove 
9Ì  conoscesse  l'integrale  generale  u  =  C  della  (1). 
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Di  questi  fattori  ne  esiste  un  numero  infinito,^poichè  ogni 
altro  fattore  della  forma  fj^flw),  dove  9  è  una  funzione   arbi- 
traria, è  pure  un  moltiplicatore  della  (1),  giacché 

u.z{u)[ÌAdx  4-  Ndy]=<fiv)du. 

161.  Sia  a  un  moltiplicatore  della  Mdx+Nrfj/zrO.   Allora 

avremo   -r: —  =  -^ì — ,  ossia 
ùy  dx 


^  '  Ox  dy        '    tOf/       dxl 


e  questa  è  una  equazione  a  derivate  parziali  di  primo  ordine 
cui  deve  soddisfare  la  funzione  y.;  ma  il  determinare  la  fun- 
zione a,  od  anche  soltanto  una  funzione  fx  speciale  che  la  sod- 
disfaccia, costituisce  in  generale  un  problema  più  diflSclle  della 
integrazione  della  equazione  differenziale  proposta,  che  noi  vo- 
levamo risolvere  servendoci  del  fattore  integrante.  Cosichè  é 
solo  in  alcuni  casi  particolari  che  è  utile  servirci  del  metodo 
del  fattore,  integrante,  in  quelli  cioè  nei  quali  sia  facile  rico- 
noscere una  funzione  a  che  soddisfaccia  alia  (I). 
Due  casi  notevoli  sono  i  seguenti: 

1)  Sia-^rr-f- 7—)  funzione  della  sola  a?, /"(a?);  allora  la 

N  xdy       dx  /  '  ^  ' 

(1)  si  riduce  alla  —  —  -^  -:^  =  |jL/(a;),  alla  quale  si  soddisfa 
supponendo  11  indipendente  da  y,  cosichè  ^^znO,  e  prendendo 

per  II  quella  funzione  di  x  per  la  quale  •  é  ;^=jL/'(fl7);  cosichè 

d  X 

a=ze^^^^^  soddisfa  la  (1)  ed  è  perciò  un  moltiplicatore. 

In  modo  analogo  sì  riconosce  che  se  -rr-l-:: y~)-M 

l^zize^f^^^^v  è  un  moltiplicatore, 

2)  Se -:^  =  N^(a?)  —  M|(y),   essendo   (f{x),  Ify)   due 

0IJ  ox 

30 
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certo  funzioni  di  x  e  di  y,  la  (1^  diviene 

N0-M?^  =  fx[N9(x)-MKi/)]. 

la  quale  viene  soddisfatta  se  si  prende  ^  in  guisa  che  sia 

e  p.  risulterà  appunto  tale,  se,  posto  [izzzXY,  dove  X,Y  deb- 
bano essere  funzioni  della  sola  x  e  della  sola  jy,   si  detenni- 

neranno  X.Y  dalle  equazioni  -r— =  Xf(x),  -r— =Y'|(y)cioè 

se  X=(/^'*^**,Y=re'^*^<'>*v.  Cosichè  il  fattore  integrante  sarà 
nel  nostro  caso 

Esempi 

-  «  f  15.  1 

cosichè   fjL  =  e     -^  *  ^=  "t*  ^^  equazione  proposta   si  riduce 

su 

alla  equazione  esatta 

(j^  —  y^(ìas+{y—a;)dy  =  0. 

il  cui  integrale  generale  ò 

y»aj  — 205^—2  =  Co?. 
2)  y*da?+(a;y  — l)(iy  =  0; 

a?y  — logy  =  C. 
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3)  (xy+.v)rf«  +  (a:y+x)rfy=0;  ^-^  =  -N  ^+My, 

2  2  1 

?(ap)= — ,  ^(y)  =  — — -,  p= -5-^,  e  l'integrale  generale  è 

X  y  X  y 

162.  In  alcuni  casi  si  riesce  con  speciali  ripieghi  a  trovare 
il  fattore  integrante.  Cosi,  ad  esempio,  cerchiamo  se  si  possano 
determinare  le  cogitanti  m,n  in  guisa  che  a?"*^**  risulti  molti- 
plicatore della  equazione 

{^ay  f  3 J.ry«)  dx  ■¥  {^òax  -f-  \bx^y)  dy  =  0. 

Dovremo  avere 

a?*[2a(n+ 1  )y'»+3ft(n-f-2)a?^'-^»]  =  v'»[3a(m  f  l)a?«+4*(fw +2)a?«*V]» 

e  quindi  2(n-h  l)=3(m-f  1),  3(n  +  2)=r4(m+-2)da  cui  m=l, 
n  =  2;  cosiché  ii=:xy^  è  fattore  integrante,  e  l'integrale  ge- 
nerale è  ax^y*-\-ba:^y*  =  G. 

163.  Se  nella  equazione 

(1)  Mrf:r+Nrfy  =  0 

poniamo  a?+£X  in  luogo  di  x,  y-f  eY  in  luogo  di  y,  dove  X 
e  Y  indicano  funzioni  di  x,yed  s  è  una  costante  della  quale 
vogliamo  trascurare  le  potenze  superiori  alia  prima,  essa  «i  ri- 
duce alla 

ossia,  per  la  (1), 
(2) 


r 


i' 

'*:> 
•A* 


i? 


468 

Se  il  primo  membro  di  questa  equazione  è  uguale  al  primo 
membro  della  (1)  moltiplicato  per  un  fattore  indipendente  da 
dx^  dy,  si  dice  che  la  (1)  ammette  la  trasformazione  infinite- 
simale X,Y.  La  condizione  necessaria  e  sufSciente  affinchè  ciò 
sia  si  ottiene  eliminando  dx,  dy  tra  le  (1),  (2);  essa  è  perciò 
espressa  dalla  equazióne 

(^-Mx.'^v)N.M(-N-ifM) 

-C4x.il  v)m.n(5-In_,^-m)=o, 

ossia  dalla 

J^VMX+NY^        ùx  VmXhNY>^         • 

la  quale  mostra  che  ^rr= — j^  è  un  moltiplicatore  della  (1). 

E  si  riconosce  subito  che,  inversamente,  se  u  è  un  fattore 
integrante  della  (1)  e  X,  Y  sono  funzioni   di  o;,^  tali  che 

[f.z=:  -ry — ^^^,  la  (1)  ammette  la  trasformazione  infinitesimale 

X,Y. 

Si  ha  cosi  un  mezzo  per  determinare  il  fattore  integrante 
di  certe  equazioni,  quantunque  esso  sia  di  non  grande  pratica 
utilità. 


Esempi 

|t  1)  Se  la  equazione  Md^  +  NrfyrzO  è  omogenea,  essa  am- 

mette la  trasformazione  infinitesimale  a:,y,   cosichè   j>,      ,,^ 

ne  è  un  fattore  integrante. 

2)  Come  facilmente  può  verificarsi,  la  equazione 


(fl?^*  —  «)  d^  -f  x^dy = 0 


I 
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ammette  la  trasformazione  infinitesimale  »*,l-^2j?y,  cosichè 

1  1 


ne  è  un  fattore  integrante.  Si   troverà   allora  che   l'integrale 
generale  è 

log-^ 71 ;= +C       se  a>0, 

^J/a — x(\  —  xy)         X 


Se  a=0,  l'equazione  proposta  si  riduce  a  y*dx-\- dy^=.Q, 
il  cai  integrale  è  x =  C. 


lilSERCIZI 

1.  Equazione  differenziale  tj-^ay — é:=0,  integrale  gene- 
rale y=:— +  Ce"»*. 

2.  (2a?+l)(y*  +  .?.-l)y'  +  y{2j— 1)  =  0, 
j/«+ 2//  +  2iP  =  21og  [Cy  (2»  + 1  )]. 


3.  3-1/1  +  y»  +  yyi/l  +  »'= 0,  3l/r+T» 4- 2[/ì+f  =  C. 

4.  (1  —  sen  a;)  (a* — y^j  +  y(a;  +  cos  x)  y  =  0, 
(X  +  cos  r)*»*  (a*  +  j/*)  =  C(a* — y*j. 

5.  {^i:  +  y)*dy  —  adx=0,  a!  +  y  =  atg(-|- +  CJ. 

6.  a(a;ir' — y)  =  (a»  +  yy' )  l/x»  +  y'  — a*, 

a  are  tg  -^:—  =  |/x*  +  /  — a*  -f  a  are  sen  -f  C    (si    ponga 

a;  yx*+f/* 

xirrpcos?,  j'=::</sen  5). 
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8.  Determinare  la  funzione  y  di  x  tale  che  sia 


JX      e  t— w 

xydx  =  —  lydx;    y=z  Cx»-" 


9.  Integrare  algebricamente  l'equazione 
dx  ^^^^      dy 


:0. 


j/(i  —x'ì  (I  -  kW)      (/(l  — y«)  (1  -  kY)  ' 

X 

n  dx 

Posto  UZZI  I  =-  e  chiamata   con   X(u)  la 

J(/(l_.r«)  (l_A«x') 

0 

funzione  jc  di  u,  e  posto  inoltre  y.(w)  =  (/l — X(m/, 

t(u)  =  |/l — A*a(w/ (A(u),  |ji(m),  u(w)  sono  le  funzioni  ellittiche 
di  JàCOBI  e  Abel),  6i  trovi  la  formola  d'addizione  per  la  fun- 
zione X(u). 

L'integrale  algebrico  è 

^J/  (1  — y«)(l— ftV)  +  y|/(l-x'j(l-AV)=  C(  1  —  JkVy»), 

e  la  formola  d'addizione  è 

a(w)  a{v)  v(l?)  +  A(t;)  ,ul(u)  v(u) 


1    -ifc«A(U)'7(^ 


y -I 


10.  xdx-\'ydy  =  xdtj  ^ydx,  logj/x«  +  y« — arctg — =C- 


11.  y  +  |/?+sr*  =  ac.'/,  a;«  =  2Cy  +  C». 

r?.  (« — ycos-^—  )  dx  +  xcos  —cly=zO,    x=:Ce~*"  •". 

\  X     '  OD 

13.  ajy'  — y  =  y(logy  — Ioga?)  ,  y  =  xe^'. 
14  xdx-^yd(/:rzmydii, 

l/y*— mxy  -r  x«(  -^^ ,  V*^"*  --*  ==  C  se  m  >2, 
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'og Vl/^—mxt/ -f  X* -f     . ■  are tg   ,  .         -  =  C   se  | w |< i, 

1/4 -m*  j:|/4  — m* 

log(y— a')-^^^=C  »  m  =  2, 

loff(y-frr)-f  =  C  »  m=-2. 

^  ^^        '      y  +  »^ 


15.  {\—x*)dy^xydx^adx,  y  =  ax+C|/l  — x*. 

16.  dy-\'ydx'=zax^dx^ 

y  =  C<?-*  +  a[a7^— nx"-^  +n(n-l)x'^*— ti(n— l)(n  -2)x'-H. .] 
se  w  è  intero  positivo. 


17.  2a;(l4.x')y'  +  2xV=l,  2^|/i -f  a:*zz:log  ^-!-^^^ i  f  C. 

18.  (a?+l)(/y— nj^da?  — e*(x4-l)'»+'rfa?=0,y=(x-fine*+C). 

19.  yrfy  —  (l  +  y V^  =  |/1  4-y*  cos  axrfx , 


a  sen  aj?  —  eos  ax 


Kl+y» YTa* "*"^^  • 

20.  y  coay+seQyz=x,  seny=:j; — l+Cc"*. 

1/1 -fx» 
y=C[l/l-fa?*  -  x]*  +  -f^—r  [/i  -hx' rZT^®  ^  ^  diverso  da  drl , 

y  ==  c[  i/rr^  -  a?l + -^  + -|-(i/r+i^x)  iog(x +1/ iT^ 

y  =  C  [l/ÌT^+  x]  +  ~  +  -|-(Ì/l-f  x»+  a)  log(x  + 1/1  + x')  so  n  =-  l. 

22.  a:y  +  y-y«  loga:=0,y=  ^^  J^  ^^^^. 
23.   dy  -^-y  (cos  x  —  y**"'  sen  2x)  da?  =  0  , 
^  n  —  1 
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25.  Si  riduca  alle  quadrature  l' integrazione  della  equazione 
(P  +  Qx)  j/'  z=  R  -f  Qy ,  ossia  Pdy  —  Rdx  -f  Q(xdy  —  ydx)  =z  0 , 
dove  P,  Q,  R  sono  funzioni  omogenee  di  x,j/,  e  P,R  dello 
stesso  grado. 

26.  Equazione  di  Jàcobi: 

(a + a'x  4- ci'y)  [^dy  -  ydx)  -  ( J + b'x  -f  U'y)  dy^c^  dx-^d'y)  dx=0, 

cui  si  può  dare  anche  la  forma 

( A:^'  -f  Bxy  4-  aa?  -f  /3y  +  y)  dy  =  ( Axy  +  By*  f  a'a?  +  /S'y  -f  7  )  da?). 

Si  ponga  a?r=u-fa,  yzz:v+i3esi  determinino  a,/3  in  guisa 
da  ridurla  alla  forma  di  quella  dell'esercizio  precedente.  Si  tre* 
vera  che  i  valori  di  a,/3  si  ricavano  da  due  delle  equazioni 

a  —  X         .f  a'oL        -f  o"i3  =  0, 

e  4-c'a-h(c"  — X).5  =  0, 

dove  A  ò  una  qualunque  delle  radici  della  equazione   di  terzo 
grado 

a—I        a'  a"  =0. 

b        i'  -  X     b" 

e        e'  c"-X 

Come  esempio  si  troverà  che  l'integrale  della  equazione 
(-24-2a?  +  y)  {xdy  -  ydx)  -  (-  2  +2ir  +  j/)  dy  +  (-4-h2a:+3y)  d,r =0 
è  (x-l)  (y_l)  =  C(y-2T)«. 


4^3 
ti.  Ridurre  alle  quadrature  T  integrazione  delle  equazioni 

y'-f  Py=Pa?H-Q//*4.1-Qx«,  y'+Py=Qi/*f  P/^la?)  4-A^)-Q/X^/' 
dove  P,Q  sono  funzioni  della  sola  x. 

28.  (x*-f  y*-f  2x)rfa;  +  2yrfyrz0,  moltiplicatore  if-  =  e^,  inte- 
grale (x*-hy*jt?^=C. 

29.  y(3a:*-ay)djr-a<3x«-2ay)rfy  =  0,  ,u=-j-,  x^+Cy^-aj-y^O. 

«/ 

30.  Un    moltiplicatore    per    la   equazione   di    Bernoulli 
(Py  — y'*Q)(/x4-dy  =  0  è  a= — ^  ^  -  .  Si    trovi  tal    moltipli- 


y" 


catore. 


31.  Un  moltiplicatore  della  equazione 
rfy-*-y*rf-c  =  (y-+ P'Yrfj;,  dove  P  è   funzione   della   sola   a?,  è 
e' 


o-tfpda 


(l/-Pf 


^.  Si  trovi  tal  moltiplicatore. 


32.  Data  l'equazione  Mdx  4-  Nt/y=0,  se  -— j-p  =d(jF-f  y) 


Djf 


è  yt  =  e-^^'t^^'**  dove  z=x-{-y;    se  -^ rr- 

dove  z:=zxy.  Cosi  ad  es.  : 

(a;*  -h  x*y  +  2a7y  —  y'— y^)  do?  +  (y*  +  y»x  +  2a?y  —  a?*  —  a?*)  dy  =  0, 

''=(x-fy)'(x-fy-F.r  ^  +  ^^  +  J^  =  C(-  +  y)(^  +  i/4-2); 
(2a:»yV)rfj?  +  C^^V-ac)rfy=a  f^  =  ^,  xy(x«-^y«)+H-C.Ty=0. 

33.  Data  Mda:4-Ndy  =  0,  si  cerchi  il  moltiplicatore  p.  sup- 
ponendolo funzione  simmetrica  di  A?,y.  Se  Mirfx  +  Nidy  =  0  è 
la  equazione  che  si  ricava  dalla  proposta  scambiando  a?, y  tra 
loro,  a  è  pure   moltiplicatore   di   questa  equazione.   Dalle  due 
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equazioni  cui  deve  soddisfare  a  si  ricavino  i  Valori  di  —  t^, 

—  r=—; chiamate  a.jS  queste  funzioni,  dovrà  essere  r— =  -r^ 
^i    dy  '    ^  a//        dx 

(altrimenti  la  supposizione  fatta  non  è  ammissibile  ed  é  inu- 
tile tentare  la  ricerca  di  ^  in  questo  'modo).  Potremo  allora 
determinare  fx.  Così,  ad  es.: 

log,,  '''''^'  ^\/Sarcig^-^-'=C. 

^ì/w'-^y'-xy—x^-y+i     "^  ®t/3(J— y) 

34.  La  condizione  affinchè  la  equazione  dy-f  ( Q  jrfr=0, 

dove  P,Q  sono  funzioni  della  sola  x,  ammetta  un  moltiplica^ 
tore  fxiz;-- 4r-rTTr-  è  che  sia  Q=  — :j-( -TrJ'^d  al- 

p 
lora  è  /'(x)=— n  ^r-. 

35.  Data  la  equazione  (ax+  by^-c) dt-\'(a!x-\-b'y  +  c')rfy=0 
3i  determino  m ,n ,  m'  ,n'  in  modo  che  essa  ammetta  la  trasfor- 
mazione infinitesimale  mx-^-n,  my-\-n\  Si  avrà  quindi 

1    

^'  ~(ad;H-fty-f  e)  [{aV ''a'b)x-\'(bd' b'c)] + {a'.r + *'y  W)  L(<»*'-«'*)y + (a'c-ac'j | 

36.  Data  la  equazione  ydx — .trfy4-aa?'*y(a?**  +  ft)'*  dy  =  0, 

...  ,      xfdx — xdy  ^    ,         ^ 

la    81    scriva    cosi  : ^  -f  ax^tfdy  =  0   e    si    ponga 

{x^'-^b^ 
—  =  vy.  Si  trova  immediatamente  il  moltiplicatore  della 


equazione  trasformata   in  v,y,  dal  quale   si  ottiene  il  molti- 
plicatore della  equazione  proposta, 


a  = 2 


^n-^i  H-  abx^'yix''  -f  *)-»» 


4tS 
37.  Il  primo  membro  della  equazione 

aydx  4-  ^xdy  =  x'^y^'iyydx  -f  Sa  dy) 
ha  un  moltiplicatore  della  forma  ^ — ^— ^,  il  secondo  uno  della 

^^^^^     mfi  nA-i^  ^^^®  ?i^  ^^^^  funzioni  qualunque.  Si  deter- 

minino  in  modo  che  quei   moltiplicatori   diventino   uguali.  Si 
ottiene  cosi  un  moltiplicatore  della  proposta.  Si  trova 

^=,pX«..x^.^^T-m-.  ,»-„-.,  dove ?.=  y^~'-"*,  a=f^^=:^. 

OLO  —  py  OLO  —  py 


Equazioni  differenziali  di  primo  ordine  non  risolute 
rapporto  alla  derivata. 

164.  Studiamo  alcuni  tipi  di  tali  equazioni. 
Equazioni  differenziali  di  primo  ordine  e  di  grado   n. 
Sono  quelle  della  forma 

dove  le  P  indicano  funzioni  univalenti  di  .r,y. 

In  particolare,  si  dicono  equazioni  algebrico 'differenzia/i 
se  le  P  sono  funzioni  razionali  intere  di  x,y. 

Supponiamo  di  saper  risolvere  la  proposta  equazione  rap- 
porto a  y\  cosichè  essa  assuma  la  forma,  omesso  il  fattore  Pq. 

(2)  (y  -p.)  (y' -Pt) •  •  (V'-Pn) = 0, 

deve  le  p  sono  funzioni  di  Of^y,  che  potranno  anche  a  gruppi 
0  tutte  essere  uguali  tra  loro. 
Siano 

gli  integrali  generali  delle  equazioni 

(3)  ;//-Pi  =  0,    y— p,  =  0....y-p^  =  0; 


t 


^i 


i16 
dico  che 

(4)  Fi(^,y,c)F,(a?,y,C).  ..F^(j;,y,c)=0 

è  l'equazione  integrale  generale  della  (1),  cioè  che  derivando 
rapporto  ad  x  la  (4)  ed  eliminando  e  tra  la  equazione  ohe  cusi 
8i  ricava  e  la  (4),  si  ottiene  la  (2)  o  ciò  che  è  lo  stesso  la  (I). 
a  meno  di  un  fattore  indipendente  da  y\ 

Facciamo,  per  amore  di  brevità,  la  dimostrazione  nel  caso 


^  di  n  =  3.  Per  eliminare  0  tra  la  equazione 


^  F,(x,y,c)F,(a?,y,c)F,(a;,y,c)  =  0 


^  e  la 

\»  ,       dFt       3 Fi      dFt     ,        1.    .  .  1      1     T-i  /  \    t\ 

dove -p^rz—-^  4- ---i-y,...  eliminiamo  e  tra  la  F|(a?,v,c)=0 
ax        ox       oy 

~  th  la  (5),  cosichò,   osservando  che    la   eliminazione   di  e  tra 

d.F 
Fi(a?,y,c)  =  0, -^  =  0  dà  per   risultato   ai(y'-^p,)  =  a  dove 

Pi  è  funzione  di  x,y,  ed  indicando  con  '|i  =  0  il  risultato  della 
eliminazione  di  o  tra  F|=:0  e  F,F8=0,  otteniamo 

Analogamente,  eliminando  e  tra  Ft=0  e  la  (5),  tra  FjnO 
e  la  (5),  avremo  equazioni  della  forma 

wWy'— Pt)=o,    paWy'— P^^=0' 

di  guisa  che  il  risultato  della  eliminazione  di  e  tra  la  FiFtFs  =  0 
e  la  (5)  sarà 

V'x'HH^iWAy' — Pi)  (:j  —  Pt)  (y  '  -  ft) = o. 

ci.  è    la   (2),   pel    ca^o   n=3,    fatta    astrazione   d;il    fattore 
aj^j'/j-^il,!,  che  non  contiene  i/\ 
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KSEMPI  * 

Supponiamo  p,  .Pt^.^Pn  costanti,  il  che  avverrà  certamente 
se  Po,Pi...P«  sono  costanti.  Gli  integrali  delle  (3)  sono  allora 

y— Pia?-f  c,  =  0,    f/—PiX-\'C^  =  0,,.,t/—pnX-^Cn  =  0, 
e  quindi  T  integrale  della  (2)  è 

«.(»±f_„)(._±l_^)...(£±£_,.) 

=^["-(^)"-».(^r--''"]=». 

cosichè  si  ottiene  l'integrale  generale  della  proposta   equazio- 
ne  sostituendovi    '• in  luogo  di*y'. 

Così  l'integrale  di  y<  4-3//^ 4-2  =  0  é 

(i^)'.3(»±£)'..  =  0. 

Ciò  vale  anche,  come  si  può  facilmente  riconoscere,  per 
qualunque  equazione  differenziale  di  primo  ordine  che  non 
contenga  esplicitamente  x,y.  Cosi   l'integrale  generale  della 

equazione  e^'-^-  3/»  + 1  =  0  è  e  "^    4-3 1^ )  +1=0. 

2)  Si  riconosce  facilmente,  considerando  y  come  incognita, 
che  y'=y  è  radice  della  equazione 

y''-(sen  a?+cos  a:-f  y)y'*+(sen  x  cos  x-\-y  sen  x-hy  cos  xjy'-y  sen  x  cos  x=i.K 

cosichè  questa  si  riduce  facilmente  alla 

(i/  — sena?)  (y'  — cosx)  (y'-j/)  =  0 

e  si  ha  allora  subito  l'integrale  generale 

(y  +  cos x 4  e)  (y  —  seiìx-hc)  (y  — ca^)=0, 
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3)  Le  Po,Pm...P«  della  equazione (i)  siano  funzioni  omo- 
genee dello  stesso  grado  di  x^y^  cosichè  la  (1)  possa  ridursi 
alla  forma 

<f  )'■•  ^  Kf) '•■^-•- '-e)  *■-'•(!-) =«• 

Posto  ^=zz,  da  cui  y'  :=:xz'  i-;y,  e  sviluppando  le  potenze 
di  €oz*  -^z  ed  ordinando  rispetto  a  xz\  essa  diviene  della  forma 

ossia  della  forma 

il  cui  integrale  generale  è 

che  è  quello  della  proposta  tenendo  conto  della  posizione  fatta 


y 

Z=:  ^~ 

X 


Sia  ad  es.:  Tequazione 

Posto  zzzi—  diviene 
z 

z\xz'  -f  zY — z\xz'  -f  zf  —  (a:^'  +  ;2:)  +  1  =  0, 

che,  riconoscendosi  subito  che  il  primo  membro  ha  per  fattore 
xz-hz — 1,  si  riduce  alla  forma 

(xz'  -{-z—  1)  (xz'^z J  (rz'-^z-\":;-')  =  0, 

e  si  ha  T  integrale  generale  di  questa  equazione 
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[a^{z—ì)-¥c]  [xV— l)H-c]  [j^V  +  l)  +  c]  =  0. 
e  quindi  l'integrale  generale  della  proposta 

(y-a?+c)  (i/*  — «*-f  e)  (y*+a:»+c)==0, 
od  anche 

165.  Equazioni  differenziali  di  primo  ordine  risolute 
rapporto  ad  una  delle  variàbili.  Le  equazioni   della  forma 

a?:=f(y')  si  integrano  ponendo  y'=~--=p;  allora  abbiamo 

ux 

da  cui  t/a?=  — =  9.'(p)  e  da  questa 

(2)  y = f(f'ip)  pdp  +  C  =p^(p)  — /?{p)  rfp  +  C. 

Eliminando  p  tra  le  (I),  (2)  si  ottiene  una  relazione  della 
forma  /T[ap,y,C):=0  che  è  l'integrale  generale  richiesto. 

Se  l'eliminazione  di  p  non  si  può  o  non  si  vuole  fare,  si 
ritiene  che  le  equazioni  (1),  (2)  costituiscano  V  integrale  gene- 
rale della  proposta  equazione,  come  quelle  che  esprimono  x,f/ 
mediante  un  parametro  p  in  guisa  che  i  valori  di  x  ^y  che 
corrispondono  a  qualunque  valore  di  p  (o  a  qualunque  valore 
di  p  un  certo  intervallo)  sono  tali  da  soddisfare  alla  data  equa- 
zione differenziale. 

Le  equazioni  della  forma 

si  integrano  in  modo  analogo;  posto  y'=p  si  ha 

(3)  w=<f(y,p) 
e  da  questa 

dx  =  -—  dy-t  -r^dp 
^y  ^p 
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ossia 


\0y         p  /   "^      òp    "^ 


Supponendo  di  integrare  questa  equazione  che  è  della  for- 
ma Mdi/'h  N(fp=:0,  si  ottiene  una  equazione  della  forma 

(4)  i(y,p, C)  =  0. 

Eliminando  p  tra  le  (3),  (4)  si  ha  l'int^rale  generale 
/1[a?,y,C)=0  della  proposta  equazione;  oppure  si  ritiene  che 
le  (3),  (4),  considerato  p  come  un  parametro  variabile,  costi- 
tuiscano l'integrale  generale. 

In  modo  analogo  si  vedrebbe  che  le  due  equazioni 

_  r?{p) 


y  =  ^/p)  ,ar=JlMdp  +  C 


costituiscono  l'integrale  della  equazione  t/^=:f{y);  e  che  le 

y  =  ?(^.P)    ,    •^(x.p,C)=0, 
dove  la  i/=:0  è  l'integrale  della  equazione 

costituiscono  l'integrale  generale  della  equazione  y:=:z{x ,y'). 


Esempi 


1)  .x  =  ey'-hi/\ 

Le  (1),  (2)  diventano  qui 


ì- 


ai=e^  +p,  y=p{e^-\'P)  -J{e^'\'P)dp^  Ci=p>«»-fp)- e"  -  -^  +  C, 

Volendo  tra  queste  eliminare  p,  servendosi  della  prima  di 

98se  la  seconda  diviene  y=pa7 — («— p)  —  ^  +  Ci  dalla  qua- 

4 
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le  p  =  0?+ 1  ±:  \/x*  —  2y  +  C,  avendo  posto  C  =  l  —  2C,.  La  pri- 
ma diviene  quindi 


ossia 


• 

che  è  r  integrale  generale.  Notiamo  che,  non  volendo  intro- 
durre quantità  complesse  e  poiché  il  valore  d*una  esponenziale 
è  sempre  allora  positivo,  dovremo  dei  due  segni  prendere  l'in- 
feriore. 

2)  y  =  yy'-h2//a?.  Risolvendo  rispetto  ad  x  e  ponendo  y=p 

è  arri:  -     e,         y  ^^   cui,   differenziando    ed    osservando    che 
2p 

ds-=z—,  si  ottiene -^= ^,  che,   integrata,   dà  pyrrC. 

Eliminando  p  tra  questa  equazione  e  la  proposta  yz=:p'y  +  2p2?, 
si  ottiene  l'integrale  generale  y*  =  C*  +  2Ca?. 
3)y  =  aj/lTy''.  Posto  y'zzp,  è 

i/=al/l4-p*  ,  x  —  a  f   .-^ 4Ciz:alog(p-h|/i-hp*)-f  C. 

Volendo  eliminare  p^  osserviamo  che  l'ultima  può  scriversi 
cosi:  p+l/l-fp'  =  e  «  ,  dalla  quale 

— =='=-(p-j/l  -p«)=e     « 

p  +  l/l+p* 


1    /   ^"^"^       «_  ^5z5\ 
e  quindi  pzz:— f  ^  «  — e"    «  j; 


""    ~        in  conseguenza  abbiamo 


31 
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4)  y  =  X'|(y')-f  ^'(y'),  ovvero,  posto  al  solito  y'=p. 

dalla  quale 

pdx = dx'}(p)  +  [a?f  (p)  -h  9'(pj]  dp, 
ossia 

dx  ^      4^'lp)      ^^__5M_ 
rfp     ^{pì—p  'Hp)—p' 

che,  essendo  lineare  in  x,  dà,  integrata, 

Eliminando  p  tra  questa  e  la  proposta  equazione  ne  otte- 
niamo l'integrale  generale. 

Cosi  ad  es.  :  l'integrale  generale  della  equazione  7/=^*+!/'* 
si  ottiene  eliminando  p  tra  la  equazione  y=p*x+p'  e  la 


cc=:e 


Ponendo  in  questa  per  p'  il  suo  valore  y  —  p^x,  e  poi  ri- 
solvendolo rispetto  a  p,  si  ottiene 

p  =  i-  (_  2x^  \/4x^  —  a(2C  —  2x  —  2y)  ), 

e  l'integrale  generale  è  y=rp•x-fp^  dove  p  ha  questo  valore. 
166.  Equazione  di  Clairaut.  Neil*  esempio  precedente  bi- 
sogna supporre   'J/(y')  diverso  da  y';  se  è  ^{f/)=r.y'  si  ha  la 
equazione 

y=:a:y'4-^(y'), 

che  chiamasi  equazione  di  Clairaut,  e   che   è  meritevole  di 
speciale  considerazione. 
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Posto  j/'i=p,  abbiamo 

0)  y=p2:-f(j(p) 

da  cui 

pdx = pdx  +  xdp  -h  9'(p)rfp    ossia    dp[x  4-  ?'(p)] = 0. 

Possiamo  soddisfare  a  questa  equazione  assumendo  dp  =  0, 
da  cui  p  =  C  e  quindi  si  ottiene  l'integrale  generale 

(2)  y  =  Ca?+f(C) 

della  equazione  di  Clairaut. 

Ma  possiamo  pure  soddisfare  alla  stessa  equazione  assunaendo 

ed  allora  eliminando  p  tra  questa  equazione  e  la  (1)  abbiamo 
pure  un  integrale,  che  non  contiene  costante  arbitraria  e  non 
può  neanche  ottenersi  dall'integrale  generale  (2)  attribuendo 
alla  C  un  particolare  valore  costante,  poiché  si  vede  che  si 
ottiene  dall'integrale  generale  eliminando  C  tra  la  (2)  e  la 
equazione  a:-f  ^'(C)=iO, .cioè  assumendo  nella  (2)  per  C  il  va- 
lore, funzione  di  x,  che  ricaviamo  dalla  a?-f  y'(C)  =  0. 

Questo  integrale  chiamasi  un  integrale  singolare,  0  solu- 
zione singolare  della  proposta  equazione. 

Esempio.  —  y =p^  +p'.  L' integrale  generale  è  y=zCx-^C* 
e  r  integrale  singolare  si   ottiene   eliminando  p  tra   la  prece- 

dente  equazione  e  la  a?-f-?p=:0,  cioè  è  yzz:  —  — . 

167.  Se  una  equazione  differenziale  non  appartiene  ad  al- 
cuno dei  tipi  finora  considerati  si  cerca  allora  di  integrarla 
con  speciali  artifici  e  trasformazioni. 

Se  il  primo  membro  della  equazione  proposta  può  scindersi 
nel  prodotto  dì  più  funzioni  fi[Xytj,y)  .  fj^x  ,y ,y')„.'=zQ,  e 
?if«,y,Ci)  =  0,  9,(j;,jr,C2)  =  0,...  sono  gli  integrali  generali 
delle  equazioni  /1  =  0,  /;^=0-.»  allora  ^i[x,y,c)  ^t(.r,y  ,c)  ..  =0 
sarà  l'integrale  generale  della  proposta. 
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Esempi 

1)  L'equazione 

(1  +  x«)y'»  —  2rpyy'  +  y«  —  1  =  0 

può  scriversi  cosi: 

Gli  integrali  generali  delle  due  equazioni  (di  Clairaut) 


essendo 


y  —  C,x-\/T^=0  ,  y-C,z  +  |/l-CÌ=0, 


ed  avendo  esse  l'integrale  singolare  comune  yzzj/oj'-f  1,  la 
equazione  proposta  ha  l'integrale  generale 

e  l'integrale  singolare  y*— x'zi:!. 

2)  ,v' + A^)  seu  y  +  9(.'r)  cos  y  -f  ^(:r)  =  0. 

Poniamo  tg-^yr=jy.  ed  allora    la  equazione  (Vedi  n.  44) 

si  trasforma  nella 

ossia  nella 

che  appartiene  a  quelle  equazioni  delle  quali  si  determina  colle, 
quadrature  l'integrale  generale,  quando  se  ne  conosca  uno 
particolare. 


4R5 
Cosi  ad  es.:  se  '^(x)=i—f(x),  z=zì  è  integrale  particolare 
della  corrispondente  equazione  in  Zy  e  l'integrale  generale  si 
trova  essere 

%  Y-  y[ff{^)e^^^''^^''  dx  -f  C]  —  ^/f ^*)**  =  I , 

3)  La  equazione 

«^yy'*  4-  (a?» —af—b)y'—xy=i  0, 
posto  a?=i,    fj^=yj  da  cui  y'=^  =  ^  ^,    si    trasforma 
nella 

j^T ,  di 


che  è  una  equazione  di  Clairaut  il  cui  integrale  generale  ò 
>J  =  C;— ^^j— j,  e  l'integrale  singolare  è  a>} 4- (l/é— (/;;)«=0, 
cosichè  l'equazione  proposta  ha  l'integrale  generale 


aU  +  1 
ed  ammette  ancora  l'integralo  singolare  af+{l/b  —  j^)*  =  0. 
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EsBftCI2t 

1.  y'»— (a:*+Ti/  +  y»)y"  +  (x»y  +  xy  +  ary')y'— a;»y»=0,  l'in, 
tegrale  generale  è 

(y_CeT,(y_-l-)(,_^_c)==0. 

2.  (a*  —  X*) y"»  +  bx{a*  —  x*) tj'* -~,j'  —  ba,  =  0, 

{y  +  ^*-c)  [{y  - C)'-  (arcsea  ^)*j  =  0. 

3.  xy»+3d?yy'+3y*  =  0, 

aV*+  ZOyx*  cos  f  ^  log a;^  +  C*  =  0. 

4.  y'»+  1  —  x=0.  e^  +  c)*— 27(x  -  l/=0. 

5.  y  =  y'  +  t/r+7*,  J/'  =  1  +  Ce'. 


G.  y=:x{y  +  l/l+i/").  a;'+^«:=Cir. 

7.  y'*+a.r  — fty  =  0, 

J*x  —  2Jl/6y— ax+  C  ==  2a  log  [AJ/^ty — ax  —  a], 

8.  ayi,'*  +  (2x  -  J)y'=:  y,  y«  =  aC  +  (2.r  -  b)  C. 

9.  xy'=y  +  p/r+y*i  int.   gen.   x  =  C//4  j/l  +  G*,  int.  sin- 
golare y= — )/l— «*. 

10.  y\/\-\-it*=^f{x-it-yy').   Ponendo   a,*  +  »/*rr2z,  si  ridu- 
a  ad    una   equazione   di   Glairaut  :    1'  integrale    generale    è 

j/(a!  — C)*+y*:=/'(C),  e  l'int.  singolare  si   ottiene  eliminando 
z'  tra  le  equazioni 


U.  f{xy'—y,y')  =  0,  f\Gx-y, C)=0. 


ASI 

12.  y-2xy'  =  2y'f{yy'),  int.  gen.  y«=2Ca?-f  2C/-(C),  l'iat. 
singolare  si  ottiene  eliminando  ;^  tra  zzizxz'  -\-z'f{z')  e 
z^zY{si)  =  (ì. 

13.  [xy'—y){xy'—2y)^a^  =  Q,   int.   gen.    y  —  Ca^+^, 
int.  singolare  y  =  2x"*^.    f  Si  ponga  —zizz). 

14.  y'«  +  iry  +  x«=0.      4(y  +  C)«  +  2x*(^  +  C)  +  a:*=0. 

15.  y'^-^-axy'-hcc^^^O;  posto  ^'z=/x,  l'intg.  generale  è  for- 

.     j  11     j  «^  ^       a*    1+4^^ 

mato  dalle  due  equazioni  a?=  —  -; — ^r,  y-f  C  =  -^-  ri — :=-r, 

considerandovi  /  come  un  parametro  variabile. 

16.  i/'^-i-yV  +  y^^^Oj  posto  y''=-iy  si  trova  l' integrale  dato 
dalle  due  equazioni  a?+C:=log — — ,  y  =  - 


i  '  ^         1-fr 

17.  yP^l +!/'*= n(£c-fyy').  SI  risolva  rispetto  ad  x  ed  al- 
lora si  troverà  l'integrale  generale  (j?  —  C/  +  y*  =  n*C*,  e,  pro- 
cedendo come  per  la  equazione  di  Clairaut,  l'integrale  sin- 
golare eliminando  p  tra  le  equazioni  y|/l  -t-  p*  =  n(a?+py), 
p  — nl/l4-p»  =  0. 

18.  y''=j/%-fV),  int.  gen.  y=^^_^3,  integ.  singolare 


4xy  — 87=0.  (^Si  ponga  y  =  ^\ 


19.  (1— y')»  —  y '*«-**  =  e-*^  Si  ponga  y'=p,  si  prendano 
i  logaritmi  dei  due  membri,  si  derivi  rapporto  ad  x;  si  ottiene 
cosi  Tint.  gen  (I -C*)e'y  =  (l -f  Ce V»  ed  il  aingoiare  e** •fe'^  =  l. 

20.  yy\x^ -f y«4-a«jf x(3? -f  y* - a'j  =  0, (ic'+i/*/ = 2a\x' - y«) f  C. 

21.  \ìf^—y)^^y{if^-vyf,  (si  ponga  y=^*), 
[(jiJ+C)'.(2arcsenl/t/+2l/l.y)'J  [(a?+.Cf-(2arcsen  Vy-W^^^^- 


} 
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22.  j/»-|-y"=(y-a:)'. 

Eqaaxloni  differensiali  d'ordine  saperlore  al  primo. 

168. 11  tipo  generale  delle  equazioni  differenziali  d'ordine  n  è 

(1)  /•(^,y.y'.!/\...y"»)=o. 

Qui  valgono  considerazioni  analoghe  a  quelle  dei  n.  151,  152. 
Sia  una  equazione  finita  tra  x,^  ed  n  costanti  Ci,Gt...G„, 

9(a?,y,C,,C,,...C„)  =  0. 

Derivando  successivamente  n  volte  rapporto  ad  x^  abbiamo 

dx      dy 

(2)  ^Ji+2-^y'+^.y«+^y"  =  0. 
\  Dx*         Ox  Oy  ^      Dy*  ^       dy  " 


Eliminando  tra  le  (2)  e  la  (1)  le  costanti  C,  otteniamo  una 
equazione  del  tipo  (1). 

La  ozrO  dicesi  allora  la  equazione  generale  integrale  o 
V integrale  generale  della  (1);  ed  il  valore  di  y  espresso  per 
X  e  per  la  C,  che  si  ricava  dalla  9  =  0,  o  un  ramo  della  fun- 
zione y  definita  dalla  9  =  0,  dicesi  l'integrale  generale  della  (1) 
se  si  possano  determinare  le  costanti  C  in  guisa  che,  per  un 
certo  valore  x^  di  x  (appartenente  ad  un  certo  campo  o  qua* 
lunque),  le  ^../i^'.-.y^**"'*  assumano  valori  prefissati  yo»y'o. 
.v"o*...yo^'*~*^  Gli  integrali  particolari  sono  quelli  che  ottengonsi 
dall'integrale  generale,  attribuendovi  alle  costanti  particolari 
valori. 
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Integrare  Tequazione  differenziale  significa  trovarne  l' inte- 
grale generale. 

Se  tra  la  9=0  e  tra  le  prime  n  —  1  delle  equazioni  (2) 
eliminiamo  successivamente  tutte  le  costanti,  eccetto  successi- 
vamente le  C|,G,v-G^>  otteniamo  n  equazioni  differenziali  di 
ordine  n — 1  della  forma 

opl(a?,y,ì^^...y<'*-^c,)=o, 

(3) 

ciascuna  delle  quali  dicesi  un  integrale  primo  0  di  primo  or- 
dine delia  equazione  proposta,  ed  il  loro  insieme  forma  il  si- 
stema degli  integrali  primi.  La  conoscenza  di  un  integrale  pri- 
mo è  un  primo  passo  alla  integrazione  della  equazione,  che  è 
così  ridotta  a  quella  di  una  equazione  di  ordine  n —  1. 

Se  tutto  il  sistema  è  conosciuto,  eliminando  tra  le  (3)  le 
y' ì!/"**-y^'^^^  si  ottiene  l'integrale  generale  della  proposta 
equazione. 

Se  tra  la  7  =  0  e  le  prime  n  —  2  delle  equazioni  (2)  elimi- 
niamo tutte  le  costanti  ad  eccezione  delle  G^,C«  otteniamo  una 
equazione  della  forma 

che  dicesi  un  integrale  secondo  0  di  secondo  ordine;  di  queste 

equazioni  se  ne  ottengono  — ,  il  cui  insieme  forma  il  si- 

stema  degli  integrali  secondi.  E  così  di  seguito,  si    ottengono 
gli  integrali  terzi,  quarti  etc.     . 
Posto 

u\  <^V  _„     <^Pi  _«         àp^-t  —  ^ 
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la  equazione  differenziale  proposta  diviene 

(5)  f(x ,  y  ,Pi ,  p, . .  .pn«i .  -^) 

cosiche  ad  essa,  si  può  sostituire  il  sistema  formato  dalle  equa- 
zioni di  primo  ordine  (4),  (5)  tra  la  variabile  ^  e  le  fanzioni 
incognite  y,Pi,Pt,...Pn-i'  Si  sarà  perciò  provata  l'esistenza 
dell'integrale  generale  per  la  equazione  proposta,  se  si  dimo- 
strerà che  le  equazioni  (4),  (5)  ammettono  un  sistema  di  equa* 
zioni  integrali,  cioè  n  equazioni  tra  le  y,Pi  ,Pt,.-.Prt-i  ^0°  ** 
costanti  arbitrarie. 

La  dimostrazione  dell'esistenza  del  sistema  integrale  perle 
equazioni  della  forma 

dy 

^  =  /;(^i;/,PiiP«.-.Pn-i), 

^=A(^iy,Pi»--.Pn-i)i...  -^=/;^^»//,Pi.-.Pi-i\ 

delle  quali  le  (4)  sono  casi  particolari,  e  all'ultima  delle  quali 

si  riduce  la  (5)  risolvendola  rispetto  a  -^p^,  si  fa,  sotto  cerie 

(JLx 

condizioni  cui  debbano  soddisfare  le  funzioni  /I,^,.../'ni  ^^ 
modo  analogo  a  quello  del  n.  153;  ma  noi  crediamo  qui  di 
potere,  per  brevità,  ommettere  tale  dimostrazione. 

Passeremo  ora  invece  alla  effettiva   integrazione  di  equa- 
zioni differenziali  d'ordine  n  appartenenti  a  tipi  speciali. 


Alcune  operazioni  col  simboli  D  e  xH. 

169.  Premettiamo  alcune  proprietà  dei  simboli  D  e  ìtD,  do- 
r.        du      ^  du 

dx  dx 

Con  D',  D^...  intenderemo  -j-i  »  t;^—-  Valgono,  come  è  no- 
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to,  le  formole  {r,n  interi  positivi) 

{  D(M-f  t?)=Dw  +  Dt?, 

Con  D"'  =  —  intenderemo  l'operazione   inversa  di  D  cioè 

tale  che  D~*(Du)ir=u,  cioè  D-^u  =zJud-r-hC  o  semplicemente, 
astraendo  dalla  costante,  Vr^uzzzjudx.  Con  D~*  si  intende 
D-^(D-'m)  cioè  JdxJudx=Judx\„ 

D~'*w  =  -r—  tt  =jdxj. .  .Judx  —^uds^ 

Le  formole  (1)  valgono  quindi  anche   per  esponenti   r ^n 
interi  positivi  o  negativi. 
Sia 

una  funzione  del  simbolo  D  oi  dinata  per  le  potenze  positive  e 
negative  di  D;  si  intende  subito  il  significato  di  KD)i(,  cioè 

Aot»4-  AlDu  +  AlD*tt-^-... 
Allora  ha  luogo  la  formola 
(2)  '|(D)e«*  =  t^(a)e«^ 

Infatti  De'»'  =  ae*',  DV  =  a««*»,...;   D-'^«*  =  D-"(a-'Dc«*) 
=  a~'D'"'Dc**  =  a'"'e'^,  (come  risulta  subito  anche  da 

D-'e«*=/e''*rfz  =  a"-'(?«*)  e  quindi  D-^c«*  =  a-V*,... 

ed  in  generale  D^e^^^iiia**^*',  dove  n  è  numero  intero  qua- 
lunque. 

In  conseguenza 

KD)e**=  Ao^^-^A,  a6«*+  A,  a«e«*+.  ..-f  B,  ùT^  e«*+  B,  a-'«^  +... 

=  e«*(Ao  H-  Aia  -h  A^*  4- . . .  +  B^a-"  +  B«a-'  + ....)  =  i'Cajc**. 


Se  t^  è  funzione  qualunque  di  x  abbiamo  la  formula 

(3)  ^(D)  (««^ti)  =  e^  KD  4-  a)u. 

Invero    D  (e** u)  =  e** (Dw  +  au)  =  e^*  (D  -f  a)M ,    da   cui 
^-«*D(e**u)  =  (D  J-a)w,  formola  che  trasforma  il  simbolo  U  +  a 
nel  simbolo  «"**  D(e**)  ;   cosichè  dalla  formola  precedente  si 
ricava 

e-^  D[e^  e-^  D{e^'u)]  =  e-«*D*(e««  u) = (D  -f  af  u, 

intendendo  che  {D  +  a)*  indichi  (D-ha)(D4-a);  e  così  di  seguito 
otterremo 

e-««D*»(«**M)  =  (D  +  a)*»w,  cioè 

(4)  D'»(6«'u)  =  e^*(D  +  a)-u. 
Relativamente  al  simbolo  (D  +  a)**,  si  riconosce  subito  che 

(D  +  ar  u  ===  (D»»  +  na  D'^' +  ^^^^^^^ 

Poniamo  (D  +  a)'*u  =  Mi,  cosichè,  intendendo  con  (D  +  a)"** 
l'operazione  inversa  di  (Dta)**,  sia  wr=:(D  +  a)"'*iei. 
La  formola  (4)  diviene 

da  cui 

(5)  e««(D  +  ay"'u^  =  D-'»(«**Ui),  cioè 

(D  +  ay  u,  =  g-«*  D- V"^  Ui), 

formola  che  definisce  il  simbolo  (D  +  a)'"'*.  La  (5)  mostra  che 
la  (4)  sussiste  anche  per  valori  interi  negativi  di  n.  Serven- 
doci della  (4)  si  ottiene  immediatamente  la  (3). 

Relativamente  al  simbolo  (D  +  a)"'*  osserviamo  che 

(D  +  a)-"  u  =  -jT u  —  e-««  D-»(««*w) = e"**  fé**  udx. 

li  +  flt  ^ 
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Neir  ultimò  membro  integrando  successivamente  per  parti, 
prendendo  sempre  e^^dx  per  fattore  differenziale,  e   prescin- 
dendo dalla  convergenza  della  serie  che  nasce  in  tal  guisa,  si 
ottiene 

D  +  a  [a  a*  a*  a*  J 

1  /,       D       D«        D»  \ 

a  \         a       a*        e?         / 

che  è  lo  sviluppo  che  si   otterrebbe  se,  considerando  D  come 
una  quantità  e  non  come   un  simbolo,  si   sviluppasse  -|r 

in  serie   ordinata  per  le  potenze  di  — .  Non 


a 

ci  preoccupiamo  della  convergenza  della  serie  perchè  la  for- 
mola  precedente  sarà  esclusivamente  adoperata  quando  u  é 
funzione  razionale  intera  di  x,  nel  qual  caso  essa  si  riduce  ad 
un  polinomio. 

Possiamo  intanto  dire  che  operare  col  simbolo  -=: e- 

quivale   ad    operare  col   simbolo  che  si    ottiene   sviluppando 

— per  potenze  ascendenti  di   D.  Cosi,   analogamente,   si 

vedrebbe  che 

Sia  KD)  funzione  razionale  intera  di  D;  il  simbolo 


|(D) 

deve  essere  definito  in  guisa,  che  operando  col  simbolo  ^(D), 
di  cui  è  noto  il  significato,  sul  risultato,  ottenuto  operando  con 

-TTrr    sopra   uua  funzione   w,  si   ottenga  la  funzione    primi- 
tiva  w.  Ora  sviluppiamo       -^     in  funzioni  semplici,  considQ- 
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rando  D  come   una  quantità,  cosi  che  risulti  una  somma  di 

A 
termini  della  forma 


IH» 


(D-a) 
1      =2      ^- 


tn  ' 


^(D)  (D-a) 

ed  assumiamo  quest'ultima  formola  come  definizione  del  sim- 
^^lo  ./.v.  '  Si  riconosce  allora  subito  che  d(D)  -----u  =  u; 
perchè  essendo  ^D)  il  prodotto  di  termini  della  forma  (D— a)" 

^f(D)  =  A(D  — flir^D  —a,)"**. . . 
abbiamo 

^^^  <f(U)  V  (D-a)"»  / 

In  luogo  poi  di  r- rjj  nello  sviluppo  di  — r-r  si  polran- 

no  sostituire  gli  sviluppi  in  serie  per  potenze  di  D,  od  auclie 

sviluppare  in  serie     , .,,     ,  come  ad  es: 
tf(D) 

1  1  1 


AU*  +  liU-f-C    —  C  AD'  +  BD 

■*■      0 

1  _    1     /,       AD       /AD  Y      \ 

AU'  +  BU    ~  BD  l,  b    "^V  B  /    'V 

_  1    /  1         A       J^      \ 
~~  B  VD  ~  B""^     B*  '  •)' 

Le  formolo  (2),  (3)  ora  dimostrate   valgono   quindi  se  in 
esse  |(D)  è  funzione  razionale  qualunque  di  D. 
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Se  nella  (H),  poniamo  e*^u=t?,  abbiamo 

^(D)t?  =  e«*  ^(D  -f  a)  (e-«*  v). 

170.  La  formola  di  Leibniz  è 

(1  )    D'acuì?) = iiD'*!?  -r  nDwD'-'  t?  +  *!^!Lzl)  D«u  D»-» t? +... 

Questa  formola  vale  anche  se  n  è  intero  negativo.  Invero, 
con  successive  integrazioni  per  parti,   abbiamo 

D-'(ui?)=wD-»t?  — D-'(DaD-»u)=  MD-»t?— DuD-»t?+  Yì^^uù-^v) 

=MD-'t?  — DuU-*v-fD«uD-«i;  — D-'(D»MD-«t?)=... 

=  ttD-»t7  —  DwD-*t?  4-  D'u  D"*t?  —  D»tt  0"^+  D*m  D-*t?— ... 

cosichè,  per  provare  la  formola  in  generale,  basterà,  ammessa- 
la vera  per  nz=.  —  m,  dimostrarla  per  n= — (m+1),  la  qual 
cosa  si  può  far  facilmente. 

In  seguito  a  ciò,  osservando  la  forma  del  secondo  membro 
della  (1),  se  ^D)  indica  funzione  di  D  ordinata  per  potenza 
positive  e  negative  intere  di  D  avremo  la  formola  seguente, 
che  è  la  generalizzazione  di  quella  di  Leibniz, 

.;(D)  {uv)  =  u^Djt? 4-  Dtt}\D)t?  -f  ^  no) t?  +  ?^  f  "(D)  t?  + . . . . 

dove  ^'(^)'  ^'\D),....  indicano  le  derivate  di  1(0)  rapporto  a  D. 
Questa  formola  vale  anche,  come  subito  si   riconosce,  se  i 
coefBcienti  di  D  in  '|(D)   contengono  la  variabile  a?  e   se  1(0) 
è  funzione  razionale  qualunque  di  D. 

171.  Consideriamo  ora  il  simbolo  d'operazione  xD.  Con  (ajD)** 
intenderemo  (xD)(i»D)..(xD),  non  già  a;'•D^  Per  definire  il  sim- 
bolo   (a:D)""\   poniamo   (xD)u  =  i?,    da   cui    w=:(a?D)""*w;    ma 

Du=^,  w=D-*—  =  f— rfa?,  cosichè  {x\S)''vz=  D"»  -  = 
0c.  e  quindi  (^D)-i;  =  J^  J^  . . .  .  J^^  r. 


iw- 
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Posto  x=e',  abbiamo 

,.  du        .  du       du      ,. 

dx  e^dt       di         ' 

cosichè  il  simbolo  a?D  si  trasforma  ia  questo  modo  ia  D^. 
Se  ^  indica  la  solita  funzione,  abbiamo  le  formolo 

Invero,  posto  xz=.é,  dalle  (2).  (3)  N.  169  ricaviamo 
'!( D,)««'  =  '|(a)e«',  d (DO  (c«'  II)  =  é?«'  1(0,  -h  a)u, 

che  si  trasformano  nelle  precedenti,  sostituendo  per  D,  il  suo 
valore  a;D  e  a?  per  e'. 

Tra  il  simbolo  x\^  e  il  simbolo  D  passa  la  relazione  (n  in- 
tero positivo  0  negativo) 

a?'*D'»  =  a:D(xD  — l)(rD— 2)...(a?D  — n-f-1). 

Infatti  è 

a?DM  =  a-Du,  a?D(a?D  —  l)u  =  arD(uDa— u)  =  x«  D«a, 

cosichè  la  formola  vale  per  n=l,2.  Ammettiamola  vera  per 
n=7W,  e  dimostriamola  per  n=?n  +  l;  nella 

a;«*D"'iizz:a?D(xD  —  1) . .  .(ajD— w  +  l)u, 

poniamo  wz=(a?D  — m)i?  cosichè 

D«^_  D«(xD  — m)t?=a:D**^»v, 

ed  otterremo  appunto 

x«+'D"'+it?=a?D(a?D— l)...(a?D— m+l)(JcD  -  m)t;. 

Eqaaxloiil  dillèrenslall  lineari  d'ordine  n. 
172,  Sono  quelle  della  forma 
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dove  le  a^^  a, ...a^,X  sono  funzioni  della  sola  a;,  che  potran- 
no  anche  in  parte  o  tutte  essere  delle  costanti.  La  integra- 
zione della  (1),  che  dicesi  completa,  si  riduce  come  vedremo 
in  seguito,  a  quella  delle  equazioni  della  forma 

(2)  «0^'*^  +  a.y^'^'^  4- . . .  -f  a^,!/'  +  a^  =0, 

che  diconsi  omogenee  o  senza  secondo  membro,  delle  quali 
ora  ci  occuperemo. 

Posto  9(D)=a,D'»  +  a|D'*-»-f  ...H-a^.,D-fa^,  la   (2)  può 
scriversi 

(2)  ?(D)y  =  o. 

Siano  Vi^^tf^m  integrali   particolari  di  questa  equazione 
cioè  tali  che  9(D)y,.=zO.  Avremo 

'KD)  (Ci,Vi+C,y,+...+C^yJ  =  C,?(D)y.+C,^(D)y,  4-...+  C^9>(D)y^=0, 

dove  le  C  sono  costanti,  cosichè  C,y,  4  C,yj4-...4-C,^^  è  inte- 
grale della  (2). 

Supposto  si  conoscano  n  integrali  particolari  2/i«yt»— «y»  1^ 

(3)  y,  =  C|y,  +  C,y,+  ...+  Cnyn 

sarà  integrale  della  (2),  e  sarà  ancora  l'integrale  generale  qua- 
lora si  possano  determinare  le  costanti  G  in  modo  che  per 
xznx^  la  V  e  le  y\y" -.-y^*^^^  acquistino  valori  prefissati;  la 
qual  cosa,  ponendo  mente  alla  (3)  ed  alle 
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che  da  quella  si  ricavano,  si  vede  aver  luogo,  se  il  determi- 

naiite 


A  = 


Vi        Vt 

y\     y\ 


y(n-.)     y(«-i) 


^y\ 


(n-l) 


per  .x  =  aro  sia  diverso  da  zero;  il  che  succederà  quando  A 
non  risulti  nullo  identicamente,  escludendo  il  caso  speciale  che 
n?o  sia  radice  della  equazione  in  x,  A  =  0. 

Se  dunque  A  è  diverso  da  zero,  la  (3)  è  l'integrale  gene- 
rale, ed  allora  si  dice  che  fj\,i/%.**yn  costituiscono  un  sistema 
fondamentale  di  integrali  particolari  o  un  sistema  di  inte- 
grali particolari  distinti,  e  ^  è  il  determinante  del  sistema. 

173.  Se  della  equazione  9(D)y=  0  si  conoscono  m  integrali 
particolari^  la  sua  integrazione  è  ridotta  alle  quadrature 
ed  a  quella  di  una  equazione  differenziale  d^ordine  n  — m 
(nel  nostro  caso  pure  lineare);  cioè,  come  suol  dirsi,  l'ordine 
della  equazione  si  può  abbassare  di  m  unità. 

Sia,  infatti,  y^  un  integrale  particolare,  cosichè  9'(D)yi=0. 

Posto  y  =  yiu  abbiamo,  per  la  formola  di  Leibniz  genera- 
lizzata. 


=  Du9'(D)y»  +  D«u^^l^-f., 


.D«w 


r(D)yi_o 


che  è  pure  lineare  in  u,  ma  non  contiene  esplicitamente  u. 

Ponendo  Duzzzv  essa  diviene  la  equazione  lineare  di  ordine 
n  —  1  in  t?,  * 

,,.,D),,+D«Ì^„+DN,i:^y,+....+  D-.«,. 


«•^  i.^rr-r— 
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Indichiamo  coni? il  suo  integrale  generale;  alìoreiU-fvdx^Ci 
è  l'integrale  generale  della  equazione  in  u,  e 

(1)  y  =  0yy^  +  yjvdx 

è  l'integrale  generale  della  proposta  equazione  in  y\  cosichè 
il  teorema  è  dimostrato  per  m^l. 

Se  della  equazione  in  y  si  conoscono   due  integrali  parti- 
colari 2/1,  ys<  allora,  poiché  se  ^  è  integrale  della  proposta  è 

—  integrale  della  equazione  in  u,  sarà  -^  integrale  partico- 
lare di  questa  equazione  (è  escluso  il  caso  in  cui,  per   essere 

Ciyi  +  c,y,  ==  0,  sia  ^2=^1/0»  ®  quindi  D  —  è  integrale  parti- 
ci 
colare  della  equazione  di   ordine  n  —  1  in  1?.  La  integrazione 

di  questa,  procedendo  come  ora  abbiamo  visto,  si  riduce  a 
quella  di  una  equazione  di  ordine  n=:2  in  una  variabile  w, 
della  quale  equazione  indicato  con  w  Y  integrale  generale,  sarà, 
perla  (1), 

Vi  ViJ 

l'integrale  generale  della  equazione  in  v,  e  quindi 

Vi     J      Vi      J  Vi       ViJ  J  Vi 

e  perciò 

(2)  y  —  Ciyi  ■¥  C,y8  4-  y,  fu?  cfx — y,  j-p-  wdx  ; 

il  teorema  è  cosi  dimostrato  per  m  =  2. 

Se  si  conoscono  tre  integrali  particolari  yi^yt^y^  della  equa- 
zione proposta,  saranno  D  —  ,  D  —  integrali  particolari  della 


u= 
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equazione  in  v,  il  cui  integrale  generale  sarà  in  virtù  della  (2) 


indicando  con  z  l'integrale  generale  della  equazione  d'ordine 
n  —  2  cui  si  riduce  la  integrazione  delia  equazione  in  o.  In 
conseguenza 


Vi  Vx      J      Vx      J  J      Vi         I     dA 


-zdx 
e  quindi 

r^iL        ri   da 


J      Vi         J   \       y^ 

che  dimostra  il  teorema  per  w  =  3.  E  cosi  di  seguito. 
Ad  esempio,  se  della  equazione  lineare  di  2**  ordine 

«oy"  +  «ly'  +  «ty = 0    ossia    ?(D)y = (aoD*  -f  «iD  +  Oj)  y = 0 

conosciamo  un  integrale  particolare  ^i,  osservando  che 

l'equazione  in  v  risulta  la 

t?(2aoD  +  a^)y,  +  Uva^,  =  0    ossia     —  =  —  2ao  —  —  —, 

V  Vi         ^ 

da  cui  vz=zCt 1 — ,  e  quindi  y  =  C,yi4-C2y,  ( ^ — dx. 

Vi  J        Vi 
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Così  pure  se  della  equazione  lineare  omogenea  di  3^  ordine 

si  conoscono  due  integrali  particolari  //ny»,  si  trova  facilmente 
r  integrale  generale 

>  =  «.y.fC.i,.-^C^.J  („y._,„.).-C0.J-(yy._,^.,>.  ■ 

174.  Come  abbiamo  accennato  precedentemente,  si  trova  me- 
diante sole  quadrature  l'integrale  generale  della  equazione  com- 
pleta a(D)y  =  X,  quando  si  conosca  quello  della  9(D)yiz:0.  In- 
vero, se  2/0  indica  un  integrale  particolare  della  equazione  com- 
pietà  cosichè  sia  (^(D)yo==X  e  y  è  l'integrale  generale  della 
corrispondente  equazione  omogenea,  //-fy©  è  l'integrale  gene- 
rale della  proposta  equazione,  giacché 

L'integrale  y  si  chiama  anche  X^l  funzione  complementare 
nell'integrale  generale  della  equazione  completa. 

Ora  per  trovare  questo  integrale  particolare  procediamo  col 
seguente  metodo,  conosciuto  col  nome  di  metodo  della  varia- 
zione  delle  costanti  arbitrarie,  0  dovuto  a  Lagranob. 

Sia 

(1)  y  =  C|y,4C,y,-f...+  C,,y^ 

la  funzione  complementare.  Vediamo  se  aia  possibile  assumere 
per  le  C  funzioni  di  x  tali  che  y  sia  integrale  della  9'(D)y  =  X. 
Derivando  la  (1),  nell'ipotesi   che  le  C  siano  funzioni,  ab- 
biamo 

//  =  C,yi-fC,y',H....  +  C^y'„ 

+  C>,  +  CV/,  +  ...-hC'^y^, 

intendendo  con  C  la  derivata  di  C  rapporto  ad  x.  Supponiamo 
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le  C  tali  che  sia 

(2)  C',y,  +  C>.^...  +  C'„y„=0, 

cosichè  allora  risulterà 

y'  =  C,y'.-i-Cy,  +  ...  +  C,y'„. 

Derivando  e  supponendo  le  C  tali  che 

(3)  c>'.+cv.+.-.  +  c'^'»=o, 

avremo 

/  =  Cr.i,".  +  C.y",  +  ...  +  C^",; 

Così  proseguendo,  fino  ad  avere  n — I   equazioni  comò  le 
(2),  (3)  tra  le  C, ,  C, , . . .  G'„,  si  ottengono  le  seguenti  equazioni 

C'.y.       +C>,      +...  +  C'^„      =0, 

,  CV.      +C>',     +...  +  0'„     =0. 
(4) 


C'.yi'-»'  +  C',yi»-'  + . . .  +  C'„j/'„-*'  =  0. 
e  successivamente 

y"-" = cy'r»  +  c^i-" + • . . + c„yjr  ", 
+ c'.y'r"  +  e  ,}'i'-" + . . .  -h  c'„yir"; 

cosiché,  come  si  riconosce  subito  sostituendo  il  valore  di  y  dato 


i 


-  f  ^■!»».Hj — ■■^■^- -"^.ntjf  ■    .y"  ■ ,  ..'-'.■*?  "^f — i;     '  F^-  ■  ' ■  '^.i- . 
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dalla  (1)  e  questi  valori  delle  sue  derivate  nel  primo  membro 
della  c(D)yzi:X,  la  (1)  ne  sarà  integrale,  se,  determineremo 
n— 1  delle  C,  in  guisa  che  soddisfacciano  alle  (4)  e  la  re- 
stante di  esse  in  modo  che  sia 

(5)  OoCC'.yi'-"  +  Cyr"  + . . .  +  C>ir") =X, 

ossia  so  per  le  C  prenderemo  le  radici  delle  equazioni  (4),  (5). 
Risolvendole  abbiamo 

dove  àf.  indica  l'elemento  reciproco  di  yj/*"*^  nel  determinante 
1  del  sistema  delle  !/i,i/2^*  "Vn* 
In  conseguenza 

C,=  f-^  ^dx+c,,  (r=l,2,...n). 
dove  le  c^  indicano  delle  costanti,  e 

è  l'integrale   generale  della  9(D)y  =  X,  e  ^Vi  | a"  ^^ 

ne  è   il  richiesto  integrale   particolare  ottenuto  con  semplici 
quadrature. 

Cosi  ad  es,:  se  conosciamo  l'integrale  generale,  ossia  due 
integrali  particolari  distinti  yi,y{,  della  equazione  di  secondo 
ordine 

9  (D)//  =  aov"  +  a^y'  +  a^y  =  0, 
l'integrale  generale  della  9(D)y  =  X  sarà 

JXyjix  r       Xvidx 
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Se  della  ^iD)i/  =  0  si  conosce  un  solo   integrale  particola- 

re  y, ,  se  ne  ha  subito  un  altro  yt  =  //i  | j -,  come  si 

J  Vi 

è  visto  alla  fine  del  n.  173.  In  conseguenza 


■  dm 


dx 

0 


/e  dx     e 

— lì— *^r-' 

--fj^dX 

J    a^ 

^=^yiy«  — y«yi  =  ^  »o  l'integrale  generale  è 

-fj!-dx  f.2L.dt 

ossia,  integrando  per  parti   l'integrale   nel   terzo  termine  del 
secondo  membro, 

-  fJ±.  dx  fjh^  dx 

y  =  CiVi  +  yi  f-p-  f  f'ir  ^^'^  "^  ^'1  ^^' 

Equazioni  differenziali  lineari  d'ordine  n  a  coeffloientt  co- 
stanti —  o  a  coefficienti  funzioni  speoiall  di  a:. 

175.  Sia  la  equazione 

a(D)y  =  («oD^  -f  aj)*^'  + . . .  +  a«-,  D  +  a  J  y  =  0, 

deve  i  coefficienti  a^  sono  tutti  costanti.  Per  integrarla,  vedia- 
mo se  si  possa  determinare  la  costante  a  e  la  funzione  v  di 
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X  in  guisa  che  yzzie'^  t?  risulti  integrale  particolare.  Ora  per 
la  formola  di  Leibniz  generalizzata  e  per  la  (2)  del  n.  169, 
abbiamo 


cosichè,  se  a  è  una  radice  semplice  della  equazione  di  grado 
n,  (^{a)z=.Q,  o,  se  si  vuole,  dalla  equazione  ^(D)zii:0,  dove  D 
si  intenda  essere  una  incognita  e  non  un  simbolo,  equazione 
detta  equazione  caratteristica  della  equazione  lineare  (f(D)y=0, 
allora  risulterà  9.(D){e^*t?)=0  prendendo  per  t?  tale  funzione 
che  sia  Ut?  =  0,  cioè  prendendo  per  v  una  costante  C;  quindi 
Ce^^  è  un  integrale  particolare.  Sf^  a  è  radice  doppia  della 
9(D)==0,  cosichè  allora  9(jt)  =  0,  f'(^)=0>ì^  virtù  della  (1), 
risulterà  (j,(D)(e**o)  =  0  se  prenderemo  v   tale  che   D't?  =  0, 


cioè 


(Pv 


dv 


V  =  Ci-r  +  C, ,     ed    allora 


,-i=iO,  da  cui  -T— =0. 

c^*((\x-f  C,)  è  integrale  particolare,  contenente  due  costanti 
arbitrane;  e  cosi  di  seguito  si  vedrebbe  che  se  a  è  radice  r"P'* 
della  equazione  caratteristica,  nasce  da  essa  l'integrale  par- 
ticolare 

con  r  costanti  arbitrarie. 

Indicando  con  i^'i,^?,,...  3t„  le  radici  della  equazione  carat- 
teristica, con  ri,rt,.,.r^  i  loro  gradi  di  moltiplicità,  l'inte- 
grale generale  è  perciò 

Questa  formola  vale  di  qualunque  natura  siano  le  radici  a 
della  equazione  caratteristica.  Ma  se  i  coeflScienti  della  9(D)y=0 
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sono  reali,  possiamo  evitare  gli  immaginari  che  in  essa  com* 
pariscoDO  se  vi  sono  delle  radici  ol  complesse,  nel  modo  se- 
guente. Sia  ai  =  a  +  {,3  radice  semplice  complessa,  cosichè  vi 
sia  anche  la  sua  complessa  coniugata  «2=2 — t^S.  La  parte 
di  integrale  C,e«i*  +  C,e^«*,  che  proviene  da  queste  due  radici, 
si  riduce  a 

e«*(C,e*3*+C,6-"*'^')=c«''*[C|(cosi3x+t  sen  ^x)  4-C,(co8  i3x-t  sen  ,9j)1 
=^'^"^(01  cos  ^x  -f  cj  sen  jSa?), 

(avendo  posto  C,4-Ct=Ci.i(Ci— C,)  =  Cj  da  cui   Ci  =  -^-^r— 

e,  =  -^— — ^Y  che  è  priva  di  immaginari  e  dove  Ci.Cj  sono 

costanti  arbitrarie  qualunque.  Alla  espressione  precedente  si 
può  anche  dare  la  forma 

Aie**cos(i3a?+A8)  ,  0  la  forma  Bie**sen(/3a?  +  B,), 

dove  tra  le  costanti  Ci,Ct»  A|,A,  e  B|,B,  passano  le  relazioni 

Cj^AiCosAj,  c,^  —  Al  sen  A,  ;  C|  =  B,senB,,C2=BiC0sB|. 

cosichè  le  Aj^A,  oppure  le  B, ,3,  sono  costanti  arbitrarie. 

In  modo  completamente  analogo  si  troverebbe  che, se  ^i,?, 
sono  radici  doppie  complesse  coniugate,  la  parte  di  integrale 
che  proviene  da  esse  può  ridursi  alla  forma 

e^[(c,a;  +  e,)  cos  /3a?  -f  {%x  4-  C4)  sen  /3x] 

0  alla  forma 

^<**[CiX  COS  {[tx  +  c^  -f  Cj  cos (i3x  -♦-  C4)]  etc. 

E  così  di  seguito  se  «j ,  a,  sono  radici  triple  etc. 


kr*5-.P  .v-V^ 
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Esempi 

1)  y^'-n^yzizO  ossia  (D«  — n«)y  =  0. 

Equazione  caratteristica  D*  —  n'=0,  quindi  y  =  Cie'**  +  C8e""''* 
è  r  integrale  generale. 

2)  /-2my  +  (m*-f  n«)y=:0  ossia  (D«-2mD-f  m«-f  n«)y  =  0. 
Equaz.  carati  D* — 2mD-hm*  +  n'rz:0  le  cui  radici  sono 

m^  in;  quindi  y  =  &^{  Ci  cos  nj?  +  C,  sen  nx)  od  anche 
y=C,e'"'*'cos(na?  +  C,)  od  anche  y  =  Cie"*'*^sen(nr-f  C,)  è  l'in- 
tegrale generale. 

In  particolare,  se  m  =  0,  si  ha  l'integrale  yzzCiCOsnc-»- 
CfSennj? della  equazione  y"-f  nV=0. 

3)  (D^  — 4D»4-5D^2)y  =  0. 

Equaz,  car.  D^— 4D« -f  5D  —  2  =  (D  —  1)«{D  — 2),  quindi 
y  =  e*{C,x  +  C\)-hC,^**  è  l'integrale  generale. 

4)  (D'  —  D  —  6)y^0;  le  radici  della  equaz.  caratt.  sono 
2,  —  l-|.tl/2,  _l_il/2,  quindi 

f/  =  C,e**  4-  e-*[C,  cos  (a?|/2)  +  C3  sen  (x|/2)] 

è  l'integrale  generale. 

5)  (D*4-'^D'-hl)y=0;  la  equaz.  car.  ha  le  radici  doppie  t\ 
—  I,  cosichè  l'integrale  generale  è 

y  =  (Ci  -♦-  C,x)  cos  X  +  (C,  -I-  C4X)  sen  x, 

od  anche 

y  =  C,  cos  (x  +  Ct)  +  CaX  cos  {co  -h  C4). 

6)  Potrà  avvenire  che,  essendo  i  coefficienti  della  equazione 
lineare  funzioni  di  x,  la  equazione  caratteristica  ammetta  una 
radice  a  costante  r^**.  Allora,  come  si  riconosce  facilmente, 
^"(C,-f  CjX-h..,-f  C,.x'^*)  è  integrale  della  proposta  equazione. 
Così,  sia  la  equazione 

y-_(3a?4-2)ì/"4-(6riJ+l)y'-3x.y=0. 
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La  equaz.  caratteristica 

D3_(3x  +  2)D»f  (6a?4  1)D  — 3^  =  0 

ha  l'unità  per  radice  doppia;  quindi  la  equaz.  proposta  ha  l'in- 
tegrale particolare  c*(Ci  +  C, r).  Si  potrebbe  poi  calcolare  l'in- 
tegrale generale  colla  formola  alla  fine  del  n.  173. 

176.  Sia  ora  la  equazione  completa  ^(D)yiz:X.  dove  i  coef- 
ficienti di  D  in  a(D)  sono  contanti  e  X  è  funzione  di  x  o  co- 
stante. Conosciuto  l'integrale  generale  della  equazione  9(D)y  =0. 
sappiamo,  colle  formole  del  n.  174,  trovare  l'integrale  generale 
della  equazione  completa.  Ma  per  forme  speciali  di  X  giova  inve- 
ce cercare  di  calcolare  un  integrale  particolare  della  equazione 

(},(D)y  =  X,  operando  sopra  X  col  simbolo  ;-pr-,  cioè  determi- 

nando  y  colla  formola //zi:—— X.  Qu-^ste  forme  speciali  di  X 

sono  le  seguenti. 

I.  Sia  X  funzione  razionale  intera  di  x.  Si  sviluppi    ,^,    se- 

?(D) 

condo  le  potenze  intere  di  D,  trascurando,  fino  dal  principio, 
le  potenze  D*+',  D*+*,...  dì  D,  se  X  è  di  grado  &,  giacché  al- 
lora D'^+'Xz^O,  I)*+»X  =  0....  Sein  c(D)  la  più  piccola  potenza 

di  D  è  la  r®**"™*,  si  raccolga  D*"  nel  denominatore,  —r-r-  =  rr^r  -ttt-, 

<^(U)  U      '1\\J) 

e  nello  svilu{vpo  di  si  trascurino  le  potenze  D*"*"\... 


Esempi 

1)  (D*  — n«jy  =  m;  y  =  -g^— jm=— — ^  m,  e  l'integrale 
generale  è  y  r= r  "^  ^i  ^^s  nx  -f  C,  sen  nor. 

Tv 

2)  (D»-2D  +  l)y=a;*;  y=  .-p:^,x*={l  +  D  +  D«)V 

=  (1  +  2D -f  3D';a;»=«*  +  4a:  f  6, 
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e  l'integrale  generale  è 

y  =  X*  +  4j;  +  6  f  (C,x  +  C,)e*. 

3)  (D^-2DHD')i/  =  x»; 

^=ÌAÌTD7-'^*=;5r(l+Di-D'+DVx»=ir(l+--ii>+3tJ'  +  4DV 

e  l'integrale  generale  è 

i/ =  C.x  +  C, -f  c*(C3X  +  C^j-f- -|^  + -^  +  3x» -f  12^', 

4)  (D*  — 2D'  +  2D«  — 2D4.1)i/  =  Ux  +  x«; 

e  l'integrale  generale  è 

y  =r  e*(Cia?  -f  C,)  4-  C3COS  X  +  C^sen  x  +  a;*+  5a:  -f-7. 

IL  Sia  X  un  aggregato  di  termini  della  forma  e^^'^V;  alloni 
abbiamo 


^(D),  =  2e-V,  ,=2^^.««V  =  2.--^ 


V, 


In  particolare  se  V  è  una  costante  C,  e  a  è  radice  r^^^  flella 
equazione  caratteristica  f(D)  =  0  (rizzi  radice  semplice,  r  =  0 
non  radice)  osservando  che  allora 

^  r  r-hl 


sarà 


^««JC'^ 


I  e^^l^      1  o 
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Se   y   è   funzione   razionale   intera   di   x,   per    calcolare 

.^      X  V  si  opera  come  precedentemente  (I). 

Esempi 

e  r  integrale  generale  è 

y  =  e    t  |c^cos--|--  +  C,sen*^j  + JJ+ X  — 1. 

2)  (D*-6D  +  8)y  =  «- +  e*- ;  y  = -^  -  ^; 
ìnt.  gen.  y  =:  C.e**  +  C^«*  +  y"  —  -^• 
3)(D»-2D  +  l)i/  =  (x«  +  l)e«»; 

int.  gen.  y  =  6«(C,a: -f  C,)+  e»^  (^  _  |-  +  A.). 

III.  Sia  X  aggregato  di  termini  della  forma  V  cos  (j3a?  +  a), 
dove  V  è  funzione  di  a;  o  costante,  e  a,/3  sono  costanti.  Pren- 
diamo, per  semplicità,  ^(D)y=z:Vcos(|3aj+ a),  avremo 


T^'-^  '.'^t'»'^\  g^W,  fi  W^  *    M.i '■"'^a!^^^'  ■'  f* —     .      I       HP 
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posto 

avremo,  {iz=z[/—ì), 

y  +t>,  =  -ly-  jV[cos(|3a?+  a)  + 1  sen  (/3a?  +  a)]|  =  ^  V6*<^«+»\ 
cosichè 

indicando  col  simbolo  Ry  la  parte  reale  di  7. 

In   modo  analogo,  se  fosse  ^(D)y=:Vsen(i3x-f  «),  si  trove- 
rebbe 

intendendo  con  1/  il  coefficiente  di  1  della  quantità  7. 

Notiamo  che  si  può  anche  operare  cosi:  9(D)y=  Vcos(|3a?-f  a), 

9(%  =  Vsen03a^+  «),  y=  -^j^[e*'/S^+«»— e-^^^^^^j. 

Esempi 
1)  (D»-f  n%I=:cos(aa;); 


i/=R  L>'«*  ^  il  -  TnpiaaB  \ -  pf   ^   ^      ___L___1 

int.  gen.  y  =  Cj  cos  nx -|- C,  sen  na? -f  rriTlT 


vr  —  a* 


cosao; 
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X  sen  nx 
nx 


Se  arrn, 

2)  (DH  2D*  +  1) y  =a;»  cos  ax, 
y=  W^^  ____  ^  j  =  R  je«-*  ________  ;,t  j 

„(  ^*«*  /,    2mD+D»      4a*D»  V.  )     ,.  (   «^'     /.    ^zaD      (10a'  +  2)D»\  .| 

-  rÌ  ^""'  {  t     ^^"^^      4(5a*+l)\)      cosaa;  T  ,     4(5a*+  1)]      Sojcsenx 
~ '^l(l-a*)*V  ■  1  -o»  "    (l  -aV  ))  ^  (1  -aVr  "    {i-a*)*\  '^   (\-a'f  ' 

la  funzione  complementare  è  (CiX  +  G,)cosa;-h(C,r+ CJsenx. 
Se  a*=l,  poniamo  sia  a=l,  è 

''=''!»",-5mTW"'ì=4"rìi7('4-T)M 

=«l4F('--4->-)-1=''l-T(F-f-l-H 

=^rT(i2  +T-  T^vr-Tl(i2-T-^)««^^-— ^«°^- 


3)  (D*4-4)yz=a?sen'a?;  osservando  che  sen'x=  — (l-cos2x) 


abbiamo 
1        1 


11  \     ^  (  ..^  1  )       X         \    .A  _^     1  1       ) 

■*■  4» 

=  -8"-  2-^iirV  D--  4r>!  =  T  -  32  «*'^^-l6'^"'^2«' 
int.  gen.  y  =  Cj  cos  2x  +  C,  sen  2a?  f  -5 —  ^ cos  -^  -  v^  sen 2x, 


513 
4)  (D«— I)y  =  ape*sen2a7, 


iot.  gen.  y zn Cje*  +  Cje"* - -^j(a:-l)sen  2^ -f(.r+  -^jcos2j1. 

IV.  Il  caso  generale  io  cui  X  sìa  funzione  qualunque  di  a: 
si  può  pure  trattare  con  questo  metodo.  Sia  o{D)yz=:X,  da  cui 

y=-7rr-X.  Sviluppando  -777:  in  frazioni  semplici  abbiamo 
y  =-i- X  =  2  -^ X=  2A^6**  -^  e'^X  =  2 A^e«*  f  f ... / e-^Xrfx"», 

Esempi 
1)  ì/'^^'=.f{x)\  integrale  particolare 

e  la  funzione  complementare  è 

e  integrando  per  parti  l'ultimo  integrale 

•^^^wdx        e**         re^^dx 


/e^wdx e*^         rer^dx 
(Tr^~rT^J  1  +  a?' 
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cosichè 

I*  integrale  generale  è 

j  * ^--^ 

3)  (D»-l)y  =  xlogx;  y=  ^^  fjTI^'^K*"  2"  BTfT"^ '^*^^' 
e  adoperando  la  formola  di  Leibniz 

=  -^  j  e"^logxdx-—  j  do?  j  e""* log a?d-e? 


«e" 


re*logxrf^+  -^  jdx  r«* log arcte; 


2 
la  funzione  complementare  è  Gie^B  +  ^s^"^- 

4)  (D.-2)y  =  4x•.«^.  y  =l/2(^  -  jJ^^^)  x«.«* 

Per  calcolare  il  primo  integrale  poniamo  x  =  u  +  |y^,  co- 
si  che  esso  diventa  e  "*"  j  (u'+ -^ +t4/2je'**du,  e  poiché 

u*du  =  u-:5 o-  I  6**du,  si  riduce  a 


r 
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e  t 


posto  x=:v  —  T—r,  si  trova  aaalogamente  pel  valore  del  secondo 

-  JL  +  («+  -LJf 
integrale,  —-  *    ^a.  +  _._(/2Y  e  perciò 


-6 


e  l'integrale  generale  è 

177.  Anche  le  equazioni  lineari  della  forma 

dove  le  Oo ,  ai...a^  sono   costanti,  si   integrano  con   metodo 
analogo  a  quello  per  le  equazioni  a  coefficienti  costanti. 
Per  integrare  la  equazione 

d 
indicando  con  5  il  simbolo  d'operazione  x  —zzzooD,  trasfor- 
miamola mediante  la  relazione  (n.  177) 

a;"»D"»=S(^  — 1)(5-^2)...(3  — m  +  1), 

cosichè  essa  diventerà 

{ao3(3-l)...(^-n+l)  +  ai^(3-l)...(^-n+2)-h...+  a;^j^-fa«}y 


516 

Vediamo  di  determinare  la  costaate  a  e  la  funzioae  v  di 
x  ìq  modo  che  f/^=x^o  riesca  iategrale  della  equazione  pro- 
posta. Osservando  che 

se  a  è  radice  semplice  della  equazione  9(5)  =0,  che  chiame- 
remo, seguendo  il  FuGHS,  equazione  determinante,  basterà 
prendere  v  uguale  ad  una  costante  C,  perchè  yzizGx'^  risulti 
integrale  della  proposta  equazione;  se  a  è  radice  doppia  della 
equazione  determinante,  prenderemo  v  in  modo  che  sia 
5*u=0,  3*t?i=0...,  cosichè,  osservando  che  3^1og  x=  1  e 
quindi  5*loga?iz:0,...,  prenderemo  t?zzCiloga?  +  C,  ed  allora 
f/=a:*(Cilogj:  +  C,)  è  integrale  particolare  con  due  costanti  arbi- 
trarie; e  così  se  a  è  radice  tripla  della  equazione  determinante, 
si  riconosce  che  y  =  x^{Ci{\ogxy'^Gt\ogx  +  C^  è  integrale, 
con  tre  costanti  arbitrarie,  e  cosi  di  seguito.  Cosi  che  se 
a|,a,,....a^  sono  le  radici  della  equazione  determinante, 
ri,r,,.,.r^  i  loro  gradi  di  moltiplicità,  l'integrale  generale 
della  equazione  proposta  è 


y  -  lx^\G,l\og  xf^-'  +  C,.(log  xf^"^  + ...+  C,,J. 


8=m 

ZllOL 

<=I 

Se,  essendo  ^o  t  ^1  >  •  •  •  reali,  «1 ,  ^2  ^^^o  radici  complesse  co- 
niugate semplici,  a,=i:;c  +  i^3,  a,3=a  — l'S,  della  equazione  de- 
terminante, la  parte  di  integrale  generale  che  da  esse  proviene 

si  riduce,  come  immediatamente  si  riconosce,  alla  forma 

a:«*(Ci  cos05  log  x)  +  c,sen  (/3  log  x)\  ; 

e  cosi,  analogamente,  se   ai,a,  sono    radici  doppie   complesse 
coniugate,  la  parte  di  integrale, 

a?«+'/3(C,  +  C,  log  a:)  +  ic«-'iS(C,  +  C4  log  a?), 


tu 

che  da  esse  provieDe,  si  riduce  alla  forma 

aj«{(c,+ Ci  log  r)  cos  (.3  log  x)  +  {c^+  e,  log  x)  san  (/3  log  x)}, 

e  così  di  seguito. 

Determinata  così  la  funzione  complementare  della  equazione 
5(5)^  =  X,  per  averne  un  integrale  particolare  nel  caso  che  X 
sia  una  funzione  razionale  intera  di  logx,  o  della  forma  ^"*V, 
si  opera,  analogamente  a  quanto  abbiamo  visto  nel  n.  176,  col 

simbolo   — —  sopra  X. 

Le  equazioni  della  forma 

a,'ax  +  by  y  «'•'  +  a,{ax  -*-  br^'  jf  <'»-»»  +...+  a^,(ax  +  b)'/+an  v=X 

si  riducono  alle  precedenti  col  porre  ax-hbzuz. 

Notiamo  ancora  che  le  equazioni  che  abbiamo  studiato  ora 
si  riducono  a  quelle  a  coefficienti  costanti  ponendo  xzize\ 


Esempi 

1)  xy  +  Ty'  —  y  =  \ogx,    9(3)=5(3— 1)4.5  —  1  =  7«-l, 

ì/=ri — rlogx,  e  siccome  possiamo  subito   trascurare   le  pò- 

tenze  seconde  di  5  perchè  5**"*"'( log ;r)'*  =  0,  abbiamo  y  =  -loga?; 
le  radici  della  equazione  determinante  essendo  ±  1,  la  funzione 
complementare  è  CiX-j-CfX^^  e  quindi  l'integrale  generale  ó 

Q 

y  =  C.a;-f  — ^— logar. 

2)  a:'^i/"  —  xy' ^2y  =  x\ogx,  ?P)  =  5«_2i-f-2, 

^=FrèT2^^^»^=^(5Tr^^ 

e  Tintegrale  generale  è 

y  ==:  x[Ci  cos  (log X)  +  C, sen  (log  x)]  +  x  log  x. 


5tà 

3)  a?*y"+6a!»/'+9j^y"+2V  +  y-(Ì+loga)*,  ?p)=(5«+l)*, 

y  =  P^riji  (I+loga?)*=(l -3T('+log«)*=0-2''*)(l+Iogar)'=(l+loga?)«-4; 

int.  gen. 
y = (C,+Ca  log  a?)  cos  (log  flj) + (C, + C,  log  x)  sen  (log  a;)+(  l  +log  xf-i. 
4)  0!*/— 2y  =  x+cosx,  9(5)=^*— 3  — 2, 
1,  ,31.1  a?.    1/1         1\ 


^         o         4r  o  -7 


a?*  rcosxdx        Ir        j 
-J^5 ^Jcosxd*. 


e,  poiché 


coso;  .  seno?     l    r^osxdx 


Posa:,        cosa;      1     rsena?  ,        coso?,  sena?     1    p 


J? 


sarà 


seno?       coso;       j^seno;       x*  rcosadx 


óx 


6 


6 


X 


la  funzione  complementare  è  C,a?'  +  — ^. 

•1/ 


Esercizi 


1.  /'— 7y+6y  =  x*, 


int.  gen.  y  =  C.e*  +  c»*(C^»  +  (V-''^")+-|^ +-j^. 


i 


3.  y^  _  2^'* + 5/'  — 10/  —  36y'  +  7:3y  =  e»««, 

se  w= — 2  l'integrale  particolare  è     ^.^  -,  se  m=2  è   "     ■-. 

4.  y»v  +  5y"— 14y=sen(ox), 

y  =  C.e'l^»+ C^-*»/' + C,co8  (arl/7)  +  C,  sen(*l/7)  +  ^*i^^; 

a?cos(a?l/7) 


se  a=:rb|/7  Tint.  particolare  è  db' 


ì^yi 


7.  Sia  la  equazione  9(D)y=c*i*  +  e*<* +...+«''»*,  dove 
aiy^t.-.a^  sono  le  radici  di  9(D)  =  0.  L* integrale  generalo  è, 
se  le  radici  a  sono  latte  diverse, 

se  ai=:as,  è 

(9- (a,)       9-(aJ  ^      ^9>(a„)> 
e  così  di  seguito. 

8.  {D*~]fy=x*e', 

y = ««(C,  +  C,«)  +.e-'(Cs+  C4X)  +  (C5  +  C«r)cos  a?  +  (C7+  0,»)  sen  x 

16  «0  5  4  4    r 
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9.  (DHn>=sen(Xa;)  +  |j'^  +  a!*, 

_  a?        120j  /i***  8ep(Xd?) 

^^  n*  n»    ''■(u  log  p)«-t- ♦!*"*■    n«  +  A* 

+  (C/  '+C.e  ^'^  )co8^  +(0^^-'  +0/^"*)  sen  ^. 
10-  /  +  3y'  +  2y  =  j-I^, 

y ZZI  Qy/r^ + C^'+  e-*(l  +«-«)  log  (  1  +  e*). 

11.  a;»y"'  — a;*y"  +  2V  — 2y=3a;  +  «». 

y=a;(C,logx+C,)  +  C^'+  -f  —  |-a:(logx)*. 

1 2.  a?y'  -  {2m  —  1  )  «y  +  (m* + n*)y  =  n*. «'»  log  x, 
y  ■=.  «"[C,  cos  (n  log  x)  +  C,  sen  (n  log  x)]  +  x"  log  x. 

13.  (1  +a;)y"+(l  +«)V'  +  3(1  +%'— 8y=    ■-^_-. 

|/l+« 

y  =  C,(l  + «)»  +  Cjcos  [2  log(l  +  X)]  +  Cseii  [21og  (1  +  «)] 


51  "^  85   j/i^x 

14.  «*(logx— l)y"  — a;y'+y=0.  «/=zC,»  +  C,loga?. 

15.  (l+a:»)xV'  +  (l+2x*)ay'  — (4  +  2j;*)y=0;si  determini 
un  integrale  particolare  della  forma  x"*  ;  l' integrale  generale  è 

^                                       [(l+a?*)»— x]* 
+  j/3arctg-i— pji^ \ 

1 6.  y"  +  2(X  +  a).y'+  (^  +  X'  +  2aX  +  j)  y = 0,  dove  X  è 


&21 
funzione  defila  sola  a^; 

y  =  g-/x-h.)cto(C^g«|/aT7  4.  Q^^'xVa^^    ^q    tf  —  J  >  0   OtC. 

(Si  ponga  y  =  tje"-^^^"*'*^**). 

17-  ^y'+4-y'~y  =  0*   y  =  Cie'I/*+C,e-*'^'.  (Si  faccia  un 
cambiamento  di  variabile  molto  semplice). 

18.  a?V-(l+aX)y'  +  ay=Ja:«,  y  =  c,e«*  +  C,(l  f  aa:) «'. 

(La  equaz.  carati,  relativa  alla  equaz.  senza  secondo  membro 
ha  la  radice  a). 

19.  y"4(a  f  2èx)y'+2a6-c.y  =  0,y  =  g-«*(C,+C,/e«*-*-^*dx}. 

20.  Se  ^1  è  integrale  particolare  della  equazione 

y^^fpdx  ^^Yk  integrale  particolare  della  equazione 

2  1 

21.  y"+  —  y'H-y  =  0,  y= — (Cisena;-l-C,cosar)  {la  equaz. 

sen  j?  \ 
ammette  Tint.  part.  y= I. 

o  /         2  \ 

22.  / ^y+l  1 r)  =  0,  y  =  a;(Ci sen JT  + oleosa?). 

X  \  X   / 

23.  y'"-fP(xy' — 2a?y +2y)  =  0;   si  determinino  due   int. 
particolari,  e  si  calcoli  poi  l'integrale  generale 

^g-/p*«cfr^j.           ^  r  eS^*^'^'' dx 
y  =  C,a:  +  C^*  +  C3a?J  ^^ G^^j  ^ . 


'TT*^ 


24.  («»  +  2)  y'"  — 2ary"  +  (x*  -i-  2}  y'  ~  2aJy  =1  »*  +  2. 

Integrazione  di  alcune  eqaazlonl  dlfféreniiali 
d'ordine  superiore  al  primo* 

178  Equazioni  della  forma  y~  =  /"f  -— f- j.  Se  n  =  2, 

cioè  se  81  ha  la  equazione    -r-^  ^/\  "T"  )'  ^*  P^"®  T'^^^^'* 
allora  ^:=zf\p),  da  cni 

inoltre  dalla  dy  =  pdj;  =  y^  si  ricava 

Le  (I),  (2)  costituiscono  T  integrale  generale  della  equazione 
proposta,  ed  eliminando  p  tra  esse  Io  si  ottiene  sotto  la  Torma 

Trovata  la  (I),  se  da  essa  si  può  ricarare  p  espresso  per 
ar,  pizzKj?,C,),  si  può  terminare  l'integrazione,  osservando  che 
quest'ultima  equazione  ci  da 

che  è  il  richiesto  integrale. 


cosx 


Nel  caso  generale,  si  pone  -r-^j=p,   ed  allora  la   equa- 

(toc 

ziooe  proposta  diviene  -J-'=f{p)  dalla  quale  si  ha  la  (1).  Se 

da  essa  si  può  ricavare  p  espresso  per  x,  p  i= '^x ,  C,),  si  avrà 
per  compiere  la  integrazione,  da  integrare  l'equazione  lineare 

Se  dalla  (1)  non  si  può  ricavare  p  espresso  per   x,  si   os- 

servi  che,  essendo  tZr=-.—^,  dalla  y^'*""'*^^©  ricaviamo 

f(P) 

dalla  quale 

ed,  in  modo  analogo,  da  questa 

e  cosi  di  seguito,  finché  si  ottiene 

e  le  (1),  (3)  costituiscono  l'integrale  generale,  che,  eliminando 
p  tra  esse,  assume  la  forma  </'(x,2/.C,,C, ...C„)  =  0. 

Esempio.  —  yV"=|/d»+y"*. 

Posto  y"=p,  è  r(p)=  ^^'"^f^*    e  la  (1)  ci  dà 

P 

a:=(/i»+p»+C,,  dalla  quale  p  =  y"  =  [/i^x  —  Ct)'— b\  equa- 


tu 

zione  lineare,  il  cui  integrale  4 


y  =  Ca:  +  C,  +fdxfdx[/{x  —  C,)«  +  b*  ; 
posto  a — Ci=z  è 

JdxJdxVifl!  —  C,)»  —  *•  =JdzjdzV'^^^* 

8 
3 

e  l'integrale  generale  è 
1 


y  =  g-  [(X-  C0»-2è']  |/(aj-C.)*-è» 
--j-(af-C,)log[a;-C,  +  |/(a;-C,)«-**J  +  C,r  +  C3. 

179.  Equazioni  della  forma  -p^  =  f(^-^=f)-  Se  n=2, 
abbiamo  -—■z=f[if),  che  possiamo  scrivere  cosi 

da  cui  (^y—2jf{y)dy  +  C„  dalia  quale 
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e  da  questa 


dy 


|/^//'(y)rfy+c, 


+  c„ 


che  é  l' integrale  generale  della  proposta  equazione. 

Nel  caso  generale,  posto      ^j^  =p,    l'equazione    proposta 

diviene  -j^z=f(p),  che,  in  virtù  della  (1),  dà 


(2) 


^=/c^ 


dp 


V2fnp)dp+C, 


+  C.. 


Se  da  questa  si  potrà  ottenere  p  ~Ki»,C|,Cj),  rimarrà  da 

integrare  la  equazione  differenziale  lineare  7— ;^|  =  K-^  »  Ci ,  C,). 

Se  non  può  ottenersi  questo  valore  di  p,  procedendo  in  modo 
analogo  a  quello  del  n.  precedente  ed  osservando  che 


dxzzi 


dp 


dp 


si  arriva  alla  formola 

Esempio.  y=— ^j-.  Posto  y'=:p,  la  (2)  diviene 

*=-i-i/c;^r=-i+c.. 

da  cui 


p=y'=-^\/(C,w+C,)*+], 


j' 


•'     T* 
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avendo  scritto  C^  in  luogo  di  —  C,Gt,  la  quale  integrata  dà 

y  =  ^  /        }(C,a?+C,)(/(C;S+CÓ«T^ 

180.  Equazioni  della  forma  /•(a?,y^*\y^"*-^",...y^*0=O. 
Si  abbassano  di  m  unità  ponendo  y^"^)=p,  giacché  si  riducono 
cosi  alla  forma 

Se  da  questa  si  può  ricavare  p, p  =  ?(d?)C|,G,...Cn.in),  la 
integrazione  della  equazione  lineare  y**"*  =p  =  y(a?,C| ,  C,.  .0,^^^) 
ci  darà  l'integrale  generale  della  proposta. 

Esempio.  —  Posto  y"=p,  la  y"=a;f/'"  +  f(y"')  diviene 
p  =  xp'  +  f{p'),  che  è  una  equazione  di  Glairàut,  il  cui  inte- 
grale generale  è  p=C,ar  +  /'(C|);  in  conseguenza  p''=CiX+f{Gi\ 
da  cui  successivamente, 

che  è  Tintegrale  generale  della  equazione  proposta. 

La  equazione  di  Clairaut  ammette  anche  1*  integrale  sin- 
golare ottenuto  eliminando  p'  tra  la  p=xp'+f{p')  e  la 
x-4-/"(p')  =  0,  che,  posto  p=y'\  può  considerarsi  come  un  in- 
tegrale primo  singolare  della  equazione  proposta,  da  cui  poi 
si  ricaverà  un  integrale,  con  due  costanti  arbitrarie,  della  equa- 
zione proposta.  Cosi,  ad  es. :  l'integrale  generale  della  equa- 

"    zlone  /  =  xy'"  +  /'*  è  y  =  C,  -J  +  Cf  -^  +  C^a?  +  C^,  e  T  inte- 
graie  primo  singolare  è  ifzzz — ,  da  cui  si  ottiene  l' inte- 

graie  della  proposta,  con  due  costanti,   y  =  - 7^+0,3?  + C,. 

181.  Equazioni  della  forma  /T(y ,y',y"...y*')=0.  Queste 
equazioni  non  contenenti  esplicitamente  la  variabile  indipendente 


X  iii  abbassano  di  una  unità  ponendo  y^^-^  =p  e  prendendo 
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y  come  variabile  indipendente. 

Infatti,  osservando  che  dalla  posizione   precedente    risulta 

d  d 

-r-  =p  -r-»  avremo 
de      ^  dy 

,.=p{p.^.»o...,^g.(|y|..... 

dxì 
dalie  quali  si  vede  che  y"  è  espresso  per  y- ,    y'"   è  espresso 

mediante  la  derivata  prima  e  seconda  di  p  rapporto  ad  y,  e 
cosi    via;    cosichè    la    nostra    equazione    assumerà    la    forma 

bassa  intanto  di  due  unità,  perchè  non   contiene  ;/   e   y\  pò- 

nendo    -^zziz;  essa  diviene   allora  Sf^j— ) — 3;8:-r-,  =  0,    la 
rfx'  \dx  /  djr 

quale,  non  contenendo  la  x  esplicitamente,  si  abbassa  di  una 
unità  ponendo  — =p  e  prendendo  z  per  variabile  indipen- 
dente. In  virtù  della  prima  delle(i)essa  diviene  5p*  -3^p-^  =  0, 

dalla  quale,  separando  le  variabili  e  integrando»  si  ottiene 
1     j_  rf^         1      _L 

js*=rC',pS  p-zzi^r^^  ^d  in  conseguenza  ;t— =  — -js»  da  cui 
\ji  dx        C/| 

C  3 

x-f  C,=  -Y-  (avendo  ora  scritto  Ci  in  luogo  di  —  T7-C1)  e  da 

z-  ^ 

C  i 

questa  z= ^ — 5—,  (dove  Cj  è  in  luogo  di  Ci«  );  ed  in  ul- 

(x-fC,)"»: 
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timo  dalla  y"  =  z= — j-  ricaviamo  y  =: C,|/«  +  Ct  +  C5a?4  C4, 

(x-f  C*)»"" 
(dove  per  —  4C,  abbiamo  scritto  C,),  e  questo   è   l'integrale 
generale,  che  può  anche  ridursi  alla  forma 

avendo  posto  Ci  in  luogo  di  Cf  e  Ct  in  luogo  di  CiG^. 

182.  Equazioni  differenziali  omogenee.  Attribuiamo  alla 
variabile  indipendente  x  la  dimensione  uno,  alla  y  la  dimen- 
sione n,  alla  y  la  dimensione  n  — 1,  alla  //'  la  dimensione 
n  —  2,  e  cosi  di  seguito.  Se  tutti  i  termini  d'una  equazione  dif- 
ferenziale risultano  allora  di  una  stessa  dimensione  k,  diremo 
che  la  equazione  è  omogenea  di  grado  &  e  di  indictì  n.  Per 
riconoscere  se  una  equazione  è  omogenea  si  cercherà  se  vi  è 
un  numero  n  che  possa  rendere  tutti  i  suoi  termini  dello  stesso 
grado  di  omogeneità.  Così  ad  es.:  sia  la  equazione 

cc*f  _  xy  —  xh/'*  +  4y*  =  0. 

In  seguito  alla  convenzione  fatta,  il  primo  ed  il  secondo 
termine  sono  di  grado  n  +  2,  il  terzo  e  quarto  di  grado  2n, 
cosichè,  se  si  determina  n  tale  che  n  +  2=32n^  cioè  se  si  prende 
ni=z2^  si  vede  che  la  nostra  equazione  ò  omogenea  di  grado  4 
e  di  indice  2.  Cosi  si  riconosce  che  la  equazione  x'^"' +  a?*yy'y"  =y 

è  omogenea  di  indice  —  -^. 

Le  equazioni  omogenee  si  abbassano  di  una  unità.  Infatti, 
se  n  è  l'indice  di  omogeneità,  poniamo 

a?  =  g',    y  =  x*^z  =e**^z; 

osservando  che  -j-^=-rjT  :r"=^"'"77»  abbiamo 
dx       di  dx  dt 

^"  L-=g  +  (3»-3)^+(3»'-en  +  2)|J+»(«- 1)(«-2) .)«•"'. 
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dalle  quali  si  vede  che  y^^^  che  è  di  dimensione  n — r  contiene 
come  fattore  e^*^^^^,  e  t  non  comparisce  esplicitamente  altro 
che  come  esponente  di  e.  Cosi  che,  se  la  equazione  è  omoge- 
nea di  grado  h,  si  raccoglierà  in  ogni  suo  termine  e^,  e  la 
equazione,  liberata  dal  fattore  e^\  non  conterrà  esplicitamente 
la  variabile  indipendente  t  ;  essa  quindi  si  abbassa  di  una  unità 
come  si  è  visto  nel  numero  precedente. 

È  notevole^  il  seguente  caso  particolare.  Supponiamo  che  le 
dimensioni  dei  termini  della  equazione  f{^,y'\y"\'  ..)=0  siano 
An  +  A,,  kn-^-kf,  in  +  Ag»---  ^oa  vi  è  allora  che  il  solo  valore 
n==QO  che  renda  eguali  le  dimensioni  dei  suoi  termini  e  la 
equazione  è  cosi  omogenea  di  indice  infinito.  11  numero  kn  che 
comparisce  nella  dimensione  di  ciascun  termine  indica  che  essa 
contiene  in  ciascun  termine  le  quantità  y\  y\  y'"...  elevate  a 
degli  esponenti  la  cui  somma  è  k,  cioè  che  la  funzione 
f{x,y\y'\...)  è  omogenea  di  grado  k  nelle  quantità  y,y\y",... 
Diremo  allora  che  la  equazione  proposta  è  omogenea  in  y  e 
nelle  sue  derivate,  e  queste  equazioni  sono  omogenee  di  in- 
dice infinito.  Ma  ad  esse  non  si  può  applicare  il  precedente 
procedimento  per  le  equazioni  omogenee  di  indice  n.  Per  ab- 
bassarne l'ordine  di  una  unità  si  pone  y  =  e*'***,  da  cui 

(2)    t/'  =  zef'^"",  y"  =  (;?'  +  z')ef*^,  y'"  =  {z"  +  Szz"  -r  z")  e/'^,.- 

dalle  quali  si  scorge  che  la  derivata  y^^^  contiene  sólo  la  deri- 
vata z^^'^K  Sostituendo  nella  equazione  proposta,  si  raccoglie 
un  fattore  e*/'**  in  ogni  termine,  e  la  equazione  in  z  che  si 
ottiene,  liberata  da  questo  fattore,  è  di  ordine  inferiore  di  una 
unità  di  quello  della  equazione  in  y. 

Se  poi  ki:=zktz:^ky..  tutti  i  termini  della  equazione  hanno 
la  stessa  dimensione  A;n  +  A:i  qualunque  sia  l'indice  n;  gioverà 
allora,  in  generale,  prendere  w  =  0,  e  trasformare  perciò  la  equa- 
zione colle  formolo  x  =  e\  y  =  ze^^  =  z,  ossia  cambiare  la  sola 
variabile  indipendente  da  j;  in  ^ 

Si  potrà  anche  far  uso  della  sostituzione  y=ze^*^j  che 
corrisponde  al  supporre  n  =  co  . 

34 
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ESEMPI 

1)  a3?y"z=:(y  —  xìjf.  Come  si  trova  subito,  è  omogenea  di 
indice  uno.  Posto  xz=«^   y=ze^z  ed   usando  le  formole  (I), 

essa  diviene  ^(;77«  +  •77)  =  ("^  )•  c^®  si   integra  pooendo 

dz 

— -=:p,  perchè  diventa  adpi=(p' — ^p)cJ^  da  cui 

rf/=   ,  ,  ^^ =  C,€%  p=-i 77-7.  0  quindi 

p* — ap         p  ^      1  —  Ci«*        ^ 

Jrf/  C»c' 
p   ^  m  a  log  .  _^  p  e  perciò  in  ultimo 


yzzaa:  log 


l—C^r 


2)  i-y'-2i;yy'-2y«  +  2/  =  0. 

Questa  equazione  è  omogenea  di  indice  — 1.  Posto,  perciò, 
ooz=:e\  i/=x''^zz=:e~^z,  essa  diventa,  in  virtù  delle  (1), 

^-^(l  +  2.)=0. 

»dz 
che,  posto  *-^=p  e  presa  z  come   variabile   indipendente,  si 

riduce  alla  y"  =  1  +  2:8;,  da  cui  p  =  2;  +  ;?*  +  C,  ed  in  conseguenza 
ciz 

d^  j  11  1^1/^         ^1       2«  +  l— C, 

avendo  posto  C,=l/l— 40;  ed  in  ultimo 

,     ,-    ^         1      ,     2xy+l  — C,        .     _    -        2xy  +  l-C, 
log(r^)=_  log,^^^t^c.'  ossia  C,t<=.r=^^^^^^,r. 

avendo  scritto  G,  in  luogo  di  C,^^  e  questo  è  T  integrale  gene- 


rale  della  equazione  proposta,  il  quale  può  anche  porsi  sotto 
la  forma 

_  1— C,-f(l-fCOr^» 

3)  a:yy"  +  aj?y  +  yy  =  0.  Qualunque  sia  l'indice  n  è  equa- 
zione omogenea  di  grado  2n  —  1,  Prendiamo  perciò  nzz:0, 
ed    in    conseguenza   poniamo   x  =z  eK    La   equazione    diventa 

y  w7i"*"^"77'^^9  ®  posto -^  =p  e  presa  y  per   variabile  in- 

dipendente,  y  -^^apziiO,  da  cui  py*  =  C,  e  perciò 
(ly 

dalla  quale '^^zzCV-fC,  od  anche  y«+'  =  Ci/-f-C,;  l'inte- 
grale generale  della  equazione  proposta  è  quindi 

y«+>  =  C,logx-hC,, 

se  a  è  diverso  da  — 1.  Se  air:  —  1,  allora  V  integrale  della  (3) 
è  logy  =  Ci<4-IogCj,  e  perciò  log//  =  C,logir  +  logC,  ossia 
y  =  C,i;^i  è  l'integrale  generale  della  equaz.  xyy' ''Xy*'\'yy'=:0, 

4)  Tìjy"—yy-if.(ipij^A-        '^        È  Omogenea  rispetto  ad  y 

ed  alle  sue  derivate;  poniamo  perciò  y  =  e/***,  ed  in  virtii 
delle  (2)  abbiamo 

di  brz^  X'ìz  —  zdx  brdx 

X  -r—  =  ;?  +    ,  ossia 


dx  (/a*  — x*  ^*  1/a*  — . 


da    cui     C, =r — lA/a*~x*,  «= — ,  e,  posto 

«  b\/a*—x*+C      ' 
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r  r  id^  6        C 

= - -i- (/5*=?  + -^  log  [C + èi/^^ + c. , 

6  quindi  l'integrale  generale  della  proposta  equazione  è 


n 

ossia,   posto  —  =:Ci,  e^'ii°i=C,, 


Ci  -rl/«-^ 


183.  Equazioni  differenziali  esatte.  —  Una  equazione 
f(x  ,y  ,y\y*' ..  ,y^'^^)=:0  à\Qe%\  esatta  se  la  funzione  /  è  la  de- 
rivata rapporto  ad  x  di  una  funzione  /I(.T,yr.v'»- ..y^'*"")  pr«s^ 
considerandovi  y  come  funzione  qualunque  di  a:.  Allora  /1=C 
sarà  un  integrale  primo  della  equazione  f:=zQ.  Cosi,  ad  esem- 
pio, la  equazione  2i;(y'+ l)y"  +  y'*-|-3y=i:0  è  esatta  perchè  il 
suo  primo  membro  è  la  derivata  rapporto  ad  x  della  funzione 
a?y'*-|-2xy  +  y,  e  quindi  d?y'* -4- 2xy -f- y  =  C  ne  è  un  intesale 
primo. 

Cominciamo  dalle  equazioni  lineari 

(1  )  Pny^"^  +  Pn-iy*^'*  + . . .  +  Py  +  Poy  +  P  =  0. 

Osservando  che,  in  virtù  della  formola  al  n.  21,  è 
/'P^y'->dr  =  P^y'-->> -PVyt'--»»  +  PW'--^»-...+(- ir-^^^ 

l'integrale  del  primo  membro  della  (1)  si  riduce  alla  forma 
(2)  J?dx  -^fCUydx  -h  Qiy  +  Q,/  + . . .  4-  Qny^'-^ 


T^F^r* 
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dove 

Qo=Po-P'i     +P"2    -?'",+  ...  +  (- l^Pir», 

Q,= Pr-pv^., + F'^-- ...+(-  ir-'-Pir'-^ 

Ora  la  espressione  (2)  è  sempre  integrale  del  primo  mem- 
bro della  (1),  ma  il  modo  con  cui  dipende  esplicitamente  da  x 
varia  al  variare  della  funzione  //  di  x,  ed  affinchè,  qualunque  sia 
questa  funzione,  rimanga  sempre  la  stessa  funzione  esplicita 
di  X  e  di  y,y\...  occorre  che  sia  jQ^t/dx^zO  e  perciò,  affin- 
chè ciò  avvenga  qualunque  sia  la  funzione  j/  di  t,  occorre  che 
sia  Qo=0.  In  tal  caso,  e  solo  allora,  la  equazione  proposta  è 
esatta,  e 

fPdx  -f  Q,y  +  Q,y'  4- . . .  4-  Q^a^^'^  =  C 

è  un  suo  integrale  primo. 

Esempio.  —  Si  riconosce  subito,  col  procedimento  prece- 
dente, che  la  equazione 

è  esatta  e  che 

è  un  integrale  primo.  Questa  ultima  equazione  non  è  esatta; 
ma  della  equazione  xy" +  2t/'  +  xyz=0  è  integrale   particolare 

COS  X 

yi= (Es.  21  a  pag.521),cosichè, servendoci  della  formola 

X 

alia  fine  del  n.  174  si  ha  il  suo  integrale  generale 
^    cosa;      ^    sena:      C, 

X  X  X 

che  è  r  integrale  generale  della  equazione  proposta. 

Consideriamo  ora  una  equazione  differenziale  qualunque.  Si 
intende  subito  come,  affinchè  essa  possa  essere  esatta,  fa  bi- 
sogno che  la  più  alta  derivata  comparisca  al  primo  grado.  Sia 
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quindi 

la  nostra  equazione,  che  porremo  nella  forma 

Poniamo 

r integrazione  intendendosi  eseguita  considerando  ir,y,y'...y^'*"*^ 
come  costanti,  cosichè  sia 

e  quindi 

Se  si  riconosce  che  il  secondo  membro  è  il  differenziale  di 
una  funzione  U,  di  x,y,y  .  ..y<'*~'\  allora  la  equazione  propo- 
sta è  esatta  e  un  suo  integrale  primo  è  U  +  U|=C.  Se  il  se- 
condo membro  non  è  un  differenziale  esatto,  la  equazione  pro- 
posta non  è  esatta.  Per  riconoscere  poi  se  valga  il  primo  o  il 
secondo  caso  si  applica  al  secondo  membro  lo  stesso  procedi- 
mento che  si  è  adoperato  per  Vdx,  e  cosi  successivamente. 

Come  per  le  equazioni  differenziali  di  primo  ordine  della 
forma  MGfa?-f  Ndy  =  0,  cosi  per  quelle  di  ordine  n  della  for- 
ma Mrfj:  + Nrf^^'*'"*^niO,  dove  M,N  sono  funzioni  di  jc,y, 
y'i  y"»  •  •  i/^"""»  esistono  dei  fattori  integranti  o  moltiplicatori 
u,  funzioni  di  ar,y ,;/, . -y*"**.  teli  che  fjL(Mdr +  Ndy^'^")=:0 
è  una  equazione  esatta.  Indicato  con  9(a?,y,y', ..y^'^**)^^^  un 
integrale  primo  della  proposta  equazione  risoluto  rapporto  alla 
costante,  la  dimostrazione  è  la  stessa  di  quella  per  le  equa- 
zioni di  primo  ordine  (Vedi  N.  160). 


r 
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Esempi. 

I)  Sia  l'equazione 

!/y  —  xu'*—xyy'=0  ossia  Ydaz=:{yy'—  ry'*)dx  --  xydt/'=^0  ; 

poslo  \]=z--xyjdy'z=:-xyy  abbiamo  Vdo:  — dU=2yy=d(y*); 
quindi 

y^—xyy=G^ 

è  un  integrale  primo,  il  quale,  integrato  separando  le  va- 
riabili, dà  r integrale  generale  della  proposta  equazione, 
a?  =  C,l/^* — C,,  che  può  anche  porsi  sotto  la  forma 

2)  V  =  (2a?  -h  y')y"'  -f  (2  +  y"  +  2yy'  f  3a?)y"  +  y''  +  3^'  4-  a?»  =  0. 

Posto 

U,  =  J[Zx  -4-  y')dy" = {2x  -h  y')y", 

è      \dx  -  dUi  =  {(2yy  -f  3rr)y"  4-  (y''  +  3^  +  x'jjrfr  =  V,dx  ; 

per  riconoscere  se  il  secondo  membro  Y^dx  è  un  differenziale 
esatto  poniamo 

U,  =  /(2yy'  +  3x)flfi/'  =  yy '*  -^  3xy . 

ed  allora 

e  quindi  la  equazione  proposta  è  esatta,  e   poiché 

Vdx=rfU|4-rfU,+  d^,  saia  U|  +  U,4-  ^=^\  cioè 

(2x+yV  +  (yi/'+3x)y'-f^  =  C 
un  suo  integrale  primo. 
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3)   Proponiamoci  di  determinare  la  forma  della  foozione 

R  di  x,y,  e  le  funzioni  P,Q  di  x  in  modo  che  la  equazione 

R  R 

y"H 8-=0,  ossia   Vdx  =  dy -^ — 8-dx  =  0  ammetta  un  mol- 

QT  QT 

tiplicatore  della  forma  a=Py-f  Qy'  (Eulero). 
Dovendo  essere  allora 

^  Vdx  =  dy\?y  +  Qy')  4-  -^  (Pv + Qy')  =  0 

una  equazione  esatta,  posto 

U=J(Py  4-Qì/jdy  =  Pyy'+Q^ , 

dovrà  essere 

fxVcte  -d\}=  [-^  (Py  -h  Qy')  -  F  yy'  -  Py'*-  Q'  -|^]d^ 

un  di£ferenziale  esatto,  e  quindi  dovrà  essere  intanto 
(3)  2P  +  Q'  =  0, 

cosichè,  essendo  allora 

QT  VQ  ^ 

dovremo  avere  ancora 

QT        QT     ^y    ^  t/Q    «'«'        2QT  ^'' 

la  quale,  ove  si  prenda  per  P  tal  funzione  che  sia  P"=0  cioè 
P=:  —  yx  —  |S,  y  e  /3  costanti  qualunque  e  in  virtù  della  (3j, 


r 
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si  riduce  alla 

-Tf  -r— =  -r—  od  anche    4)--— 4-  -^-t— =0 

e  questa,  essendo,  per  la  (3),  Q  =  ac  +  2^3a;+  ya?*,  a  costante  qua- 
lunque, serve  a  determinare  R.  Perciò  si  osservi  che,  posto 
y  =  z[/Q,  abbiamo   R(a7,y)=R(a?,;8:l/Q)    da  cui,  indicata  con 

(0R\ 
-r—ì  la  derivata  totale  di  R  rapporto  ad  x,  si  ha 

/aR\_aR     DRJiy^aR     ^R    zQ'    _0R     OR  QV_q 
\dx/èx'^  dy  da?  ~  Oa?  "*■  dy  2|/Q  T  ^x  "*"  ^y  2Q  ""  ' 

quindi  R  è  funzione  della  sola  z  cioè  di  "—,  vale  a  dire  che 

|/Q 

soddisfacciamo  alla  (4)  prendendo  R  =(]pf --^s- K  dove  9  indica 

una  funzione  qualunque. 

Da  tutto  questo  si  raccoglie  che  la  equazione 


ammette  il  fattore  integrante   Py+Qy',  dove   P=-— ya?  — j3, 
Q=za  +  2/3a;+7«*,  ed  un  suo  integrale  primo  è 

ossia,  per  la  (3)  e  se  la  funzione  o(   /—)  ^^^  presenta  sin- 
golarità per  y  =  0,  (formola  (5)  a  pag.  435), 
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Un.  caso  particolare   notevole   é  quello  in  cui  (f(—^=-\ 

l/Q  a.vQ»"         •         •       j    1 

= — r-r-i  =  ,-T—i — TT-r,  CUI  corrisponde  la  equazione 


che  ha  perciò  l'integrale  primo 

184.  QaaDdo  una  equazione  differenziale  non  rientri  in  al- 
cuno dei  tipi  precedenti  bisognerà,  per  integrarla,  ricorrere  a 
speciali  artifizi  e  trasformazioni  come  nei  seguenti 


Esempi 

^)  y"'+/(^)y'+?Wy*=0  {Equazione  di  Liouville). 
Ponendola  nella  forma 

se  ne  ricava  l'integrale  primo 

^ogy''^f/lx)dx-^f^{y)di/  =  log  C, ,  ossia  y  =  C,^-/^<^)**tf-/f <»»*'>' 

da  cui  si  ha  T  integrale  generale 

2)  (I+a:*)y-^2x(l4-a?V  +  y  =  0. 

Tutte  le  equazioni  lineari  omogenee  si  possono  abbassate  di 
una  unità  ponendo  yzzzeJ^*^;  ma  la  integrazione  effettiva  riesce 
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allora  raramente.  Nel  nostro  caso  giova  porre  a^=:tg/,  ed  al- 

dPìi 
lora  la  equazione  diventa  (Voi.  I,  pag.  276)  -^4-y  =  0,  il  cui 

integrale  è  ^=CiCos^  +  G|Sen/,  e  quindi 

y = C|  cos  (are  tg  x)  -h  C,  sen  (are  tg  x) 

=  Cj  cos  (  are  cos    .  )  -t-C,  sen  { are  sen    ,  \ 


è  r  integrale  generale  della  equazione  proposta. 

3)  y"  +  (^'' — a?)yzzO.  Prendendo  y  per  variabile  indipen- 

dente  la  equazione  diventa   — +  0?  =  ^"   (Voi.   I.   eserc.  V^   a 
pag.  202),  ir  cui  integrale  generale 

^=C,cosy-f  C,seny-h  —, 

é  r  integrale  generale  della  equazione  proposta. 

4)  (a?* -f  y*jy"  +  (y  —  iry)(l -♦-y'*)=0.  Preparando  la  equa- 
zione in  modo  che  la  variabile  indipendente  sia  qualunque,  ab- 
biamo (Vedi  cambiamento  di  variabili  Voi.  I) 

{a^'\-y^)[dx(Py  —  dycP  x) -^  {ydx  —  X(/y)(t?a;'  +  dy')i=:0. 

Ponendo  x=:f,cos9,  y  =  p  sen  9,  essa  diventa  (Vedi  Voi.  I 
pag.  280,  281). 

p\2dJ  d'i  —  r.d\d^  -f  f}d'^  +  (.d:.d}S)  —  f.W(d;J + f^di*)=0, 

ossia  df/'rf5  — |:cPfrf5-f-/:d^sd*5=r:0,  la  quale,  prendendo  p  come 

d9        d^^J 
variabile  indipendente,  diventa  -r- +  ,<&  ;tv  :=  0,  che,   integrala 

up     '  dp 

(IO 
col  porre  —  •-=p,  dà  /^'^^Ct  a^*^,  da  cui  si  ottiene  l'integrale 
ap 

della  equazione  proposta. 
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5)  ctyy" -^  ^y'^z=:  /^^  ^  (EuLERo).  É  equazione  omogenea 
in  y  e  nelle  derivate;  posto,  perciò  y=^eS*^^  essa  diventa 


(1) 

che  è  una   equazione   di    Bernoulli,  il  cui   integrale,   posto 


/=[fl7  +  l/a* +a?*J  *,  si  trova  essere 

Per  calcolare  y^jifc^ar,  osserviamo  che  la  (1)  ci  dà 
dz  dx  a+i3    j 

da  cui,  integrando, 

logC,+log;y—  —  log  (a:  4- (/a*  4-  a?*)  =  —  - — ^  ^zdx, 

ossia  log  —  = i-  I  zdx^  e  quindi  y  iz:^/**'=i  C, — J«+/8, 

cioè,  per  la  (1), 

ossia,  modificando  le  costanti, 

e  questo  è  l'integrale  generale  della  proposta  equazione. 

Se  «mi,  si  trova  facilmente  la  modificazione  da  introdurre 
nei  calcoli. 
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185.  Le  equazioni  differenziali  che  abbiamo  fin  qui  studiate 
esprimevano,  salvo  poche  eccezioni,  una  relazione  tra  le  deri- 
vate di  una  funzione,  la  funzione  stessa  e  la  variabile  indipen- 
dente, ed  esse  si  potevano  ridurre  subito  ad  equazioni  tra  i 
differenziali  delle  variabili.  Molte  volte  la  equazione  differenziale 
è  data  sotto  quest'  ultima  forma.  Essa  deve  essere  allora  omo- 
genea complessivamente  rispetto  al  grado  ed  all'ordine  dei  dif- 
ferenziali che  in  essa  compariscono,  altrimenti  ogni  somma  di 
termini  omogenei,  dovendosi  annullare  da  se,  perchò  ogni  tal 
somma  è  un  infinitesimo  di  ordine  diverso  da  quello  delle  altre 
somme  analoghe,  la  equazione  si  scinderebbe  in  varie  equazioni 
differenziali.  Data  poi  una  equazione  in  tal  forma,  bisogna  che 
sia  fissata  quale  è  la  variabile  che  si  considera  come  indipen* 
dente,  giacché  la  relazione  finita  tra  le  variabili,  cioè  Tinte- 
graie,  cambierà  al  cambiare  della  variabile  indipendente,  a  me- 
no che  la  equazione  non  rappresenti  una  relazione  tra  i  diffe- 
renziali, che  rimanga  inalterata  qualunque  sia  la  variabile  che 
si  prenda  come  indipendente,  ciò  che  avviene  quando  la  pro- 
posta equazione  sia  ciò  che  diventa  una  certa  equazione  quan- 
do la  si  prepara  in  modo  che  la  variabile  indipendente  possa 
essere  qualunque.  Allora  la  equazione  proposta,  fissata  che  sia 
la  variabile  indipendente,  è  sempre  la  trasformata  di  quella 
certa  equazione  in  questa  nuova  variabile  indipendente,  e  l'in- 
tegrale rimane  sempre  l'integrale  di  quest*  ultima  equazione. 
Tutto  ciò  verrà  compreso  meglio  coi  seguenti 

Esempi 

1)  Sia  la  equazione  cPyzzzXdaf^  dove  X  è  funzione  della 
sola  x.  Se  la  variabile  indipendente  è  la  x,  il  suo  integrale  è 
y  =fdxfXd£  +  Ci  a:  +  C, . 

Supponiamo  invece  che  la  variabile  indipendente  debba  es- 
sere «,  essendo  s  tale  che  ds^  =  dx^+dy^,  cioè  supponiamo  ds  co- 
stante. Per  integrarla  in  questa  ipotesi,  integreremo  la  sua  tras- 
formata quando  per  variabile  indipendente  si  assuma  x*  Prepa- 


TVf^r- 
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rando  l'equazioce  in  modo  che  la  variabile  indipendente  possa  es- 
sere qualunque,  essa  diviene  dsd^i/-dydPs=Xdj^ds\  mtL(k(Ps= 
dxd^cD  +  dyd^y  ossia,  poiché  prendiamo  ora  x  per  variabile  in- 
dipendente. dsd^S'-=dyd^y,  ds^-=:dx\l  +y'%  indicando  con  apici 
le  derivazioni  rapporto  ad  a?,  e  quindi 

dy^d^u 
dsd^tj Z—L^zizXd(v* ds  ossia  (rf&' — df/^)d^ff  =  Xda^ds\ 

do 

rf«y  =  Xrfa;«(l4-y").  y'=X(l  +  y*), 
il  cui  integrale  generale  è 

l/=fdx  tg{/Xda?  +  Cj}4-C,, 

che  è  cosi  l'integrale  generale  della  equazione  <Py:=iXdà, 
quando  si  supponga  ds  costante,  il  quale  è  ben  diverso  da 
quello  della  stessa  equazione  d^{/  =  \dT^  nell'ipotesi  di  dx 
costante. 

Invece,  qualunque  sia  la  variabile  indipendente  che  si  scel- 
ga, l'integrale  della  equazione 

(  1  )  dad^t/  —  dyd^x = Xdx* 

è  sempre  lo  stesso,  quello  cioè  della  equazione  y"  =  X,  perchè 
la  (1)  è  ciò  che  diviene  questa  ultima  equazione  preparandola 
per  una  variabile  indipendente  qualunque. 

2)  Si  voglia  trovare  la  relazione  tra  x  e  y  affinchè  sia 

(2)  -g*  "^  ^'  ^^j  _  ^^i^' + ^y^y  -^  ydydx 

^  x*'\-a*  ydy 

I 

i  nell'ipotesi  di  ydx  costante.  Per  eseguire  la  integrazione,  in- 

tegreremo la  trasformata  quando  si  supponga  dx  costante. 

Per  una  variabile  indipendente  qualunque,  posto  ydx=dk, 
osserviamo  che,  indicato  con  dly  il  d*y  che  comparisce  nella  fi). 

è  d\yz=: ^~     — ,    ossia,    poiché    dydx  +  yd^x  =  <?*. 


I 
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è  d\ff=dry ■ — -^— — - — ^,  che,  supposto  dx   costante, 

yux 

di? 
diviene  d\y^:=d^y '—.  La  trasformata  della  (2)  quando  dx 

y 
è  costante  è  perciò 

— = r-dfl?= —   T   ^ — ,  ossia    -T r-y'=a?y'+y, 

^y= , — iy\  che  si  integra  ponendo  ~--=p;  si  trova  cosi 

y=C^x ^—  f  C, 

cu 

che  è  perciò  T  integrale  generale  della  (2)  nell' ipotesi  di  ydx 
costante. 

L'integrale   della  stessa   equazione  nell'ipotesi  di   dy  co- 
stante è 


>=<^^^) 


Esercizi 
1.  ay"z=iy*,  l'integrale  è  yzzC,  — alog(.r-hC,). 

3.  {x  +  ay  +  xy'*=i/,  y=log(j:»  +  CJ)  +  ?^arctg-^  +  .C,. 
|/a'  +  X» 

6.  yf —tj'*=y*  log  y,  logy  =  C,e«'  +  C,e—. 

7.  (a?  +  2y)y"  +  2y'»  +  2y'  +  2=0,  «»  +  .v»  +  «y  =  0,0!  +  C^ 
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8.  da^dy  —  (tchFcPtf=zadxdg[/{(Pxy+{(Py)\  supposto 

ds  1=  l/flfx*  -h  dy*  costante  ;  Cjy = x*  -h  2a  r  +  C,. 

9.  dx^dy  —  xds*d^f/-=     .     ''^  .       '^^        (ds  costante), 

y  =  ^-7-+  -fC»  integrale   generale;  vi  è  ancora  un 

^^i       |/CJ -fa* 

integrale  singolare  costituito  dalle  due  equazioni  x= j. 

10.  y"(yy-fa)  =  y'(l +;//•); 

a;=alogp  +  Cilog(p  +  l/l  +  p«)4C,,  y— ap  +  Cil/I+p*. 


11.  y*— yy"=:nl/y*+ay«, 
.  gen.  CiX  +  log(Ciy-fn| 
int.  singolare    y=nasen 


int.  gen.  CiX  +  log(Cijf-f  nl/l  +  a*CJ)  +  C„ 

0?+ C 


a 

12.  y{l— logy)/+(l+logy)y'«  =  0,   y  =  e«+<:e. 

13.  Cv  -  V)y"  =  4/*,  X  =  C,[|/l-4.C,xy-.  1]  /^^*^ 
(La  equaz.  è  omogenea  d'indice  qualunque,  giova  supporta  di 
indice  —  1). 

—        JL 

14.  dsdy-{'SycPs  =  0  {dy  costante),  (a? +0,)*  +y»  =0,. 

15.  ay'I/HM:?+ay  =  x^  aV=-|^--|-  a'-c+  |-(a*+x*)^ 

4-  C,[a:l/à*Tx*  —  a;»f  a»  log  (e  +  l/à*T^  +  C,. 

16.  Xdy"  =  dx^dy  —  xdycPx  +  xdx d*y,X  =  X(a?);  si  suppon- 

dx 
gano  successivamente  costanti  dx,  dtf,  xdy ,  — ;  si  ha  sempre 

X 

r^        dx 

lo  stesso  integrale  y+C,=  |    —  ;  perchè? 


T'T' 
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vi 

17.  d?yy"-f(:r-.l)yy'  +  (f/»  +  l)a?y'«=0,  c«  =C,e«(5;+ 1)-^ C,. 

18.  "^  •  zza—.  Se  si  suppone  rfs  costante  l'integrale  è 

I/i  +p'  1/1  +  p*  P 

suppone  dy  costante  l'integrale  é  y=za[/l-hp^  +  Ci, 

^  =  -|-  [pl/l  +p*— log  (p  +  (/1+p*)]  4-  Cj. 

,,v  ds^dPy       1  00      , 

19.  — — ^=  — cos  —  (rf5  costante), 

CbS  a  e 

G^  OS 

y  = cos h  C,a!  +  C,. 

"  a  e 

20.  l-iy'*+X!/'!,"  =  ay"l/TTV', 

a  — a? 

21.  ycfx — d£dy-ty^(JPy:=zQ;  se  si  suppone  costante 

l'integrale    è  y'zzzCjr-fCj;  se    si    suppone  ydx   costante   é 

22./(cosy4.^)-(i:t^y 
sen  a?  H  sen  y  +  log  (x  +  y)  =  Ci^:  +  C%. 

23.  yV-fy)-fy'(l+y')=0»  y  =  CJog(T+y  +  CO-hC,. 

24.  (aV«+x«)y'=xy',.  rr  =  a|/2plog^, 
ap'         p    ,    ap*    ,  ^ 

25.  x^y"-=LO(?y' -\'2xyy — 4y*;  l'integrale,  a  seconda  del  va- 
lore di  una  costante  che  si  presenta  nel  corso  dell'  iutegrazio- 

ce 
ne,  ha  le  tre  forme  seguenti:  ^'zi: (a?*  — y') log -^, 

35 
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-0,[|±^]-,,=X..<V..,(C>„.^> 

vi  è  pure  un  integrale  singolare  y=:;Cx*. 

26.  (a:*+j^«)/-yv'«  +  a?y'»4-a?y-y=0,  y'-x'+C^ay/z^C,. 


Integrasione  per  serie  delle  egaaslonl  dlfferenslall. 

186.  Quando  non  si  riesca  in  altro  modo  si  può  cercare  di 
esprimere  mediante  una  serie  V  integrale  di  una  equazione  dif- 
ferenziale. Se  questa  è  di  ordine  n  ci  esprimerà  y*^  mediante 
ic,y,y'...y*"",  e  da  essa  e  servendoci  di  essa,  con  successive 
derivazioni  potremo  esprimere  allo  stesso  modo  y^'*+'\  y'"'*'''..; 
cosiché  presi  arbitrariamente  i  valori Cq.Ci  ,c,.  ..c^i  come  quelli 
che  debbano  assumere  y.y't.-.y^'^^^  per  x  =  a,  avremo  i  va- 
lori di  y*'*^  y^**"*"**,...  per  a=a,  che  indicheremo  con  y^'*^(a), 
yf'^^^la),...  Allora 

.     /  X         (x— a)*  {x—a)'^' 

+,«(„) '5^  +  ,»«(a)<2gP+..., 

quando  e  finché  risulti  convergente  la  serie  del  secondo  mem- 
bro, sarà  l'integrale  generale  della  proposta  equazione. 

Oppure  si  userà  il  metodo  cosi  detto  dei  coefficienti  indeter- 
minati, cioè  si  stabilisce  uno  sviluppo  in  serie 

(1)  y==Aja?"*i  +  A,x"*«-f  A,x*"3+,.. 

e  si  determinano  i  coefficienti  A  e  gli  esponenti  m  in  guisa  che 
la  precedente  espressione  soddisfaccia  alla  data  equazione  dif- 
ferenziale. Allora,  se  la  serie  (1)  ò  convergente  e  successiva- 
mente derivabile  termine  a  termine,  la  formola  (1)  ci  darà  un 
integrale  della  equazione  proposta.  Tanto  Tuno  che  l'altro  me- 
todo sono  lunghi,  anche  se  applicati  ad  equazioni  differenziali 
lineari. 
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Vi  è  una  forma  speciale  di  equazioni  differenziali,  che  com* 
prende  molte  equazioni  importanti,  per  la  quale  si  ottiene  fa- 
cilmente Io  sviluppo  dell'integrale  in  serie. 
La  equazione  sia  della  forma 

(2)     {af<i(x  ^)  +  ^(*  |;)jy=]»-?(^)  +  'IP)jy  =  0. 

dove  9  e  ^  sono  simboli  di  funzione  razionale  intera,  e  p  è  un 
numero  positivo.  Determiniamo  i  coefficienti  A  e  gli  esponenti 
m  in  modo  che  la  (1)  soddisfaccia  alla  nostra  equazione. 

1)  Supponiamo  m, <m2< ma <wi4<...; sostituendo  in  luogo 
di  y  il  valore  (1), nella  equazione  (2)  e  ricordando  una  pro- 
prietà del  simbolo  3  (N.  171),  il  suo  primo  membro  diventa 

Ai  9(mi)x'"*+''  -f  A,  a(m,)a?****"*"'^+  A^(i{m^)x'^i'^  -f .  • . 
+  A,  '^(/n,)x'»i  +  A,'|(m,)^'^-f  A3'|(m5)x«3-f . . . , 

e  poiché  nii  è  l'esponente  minore  di  a-,  affinchè  la  espressione 
precedente  possa  essere  zero  identicamente,  dovrà  essere  (|'(mi)=0, 
cioè  mi  dovrà  essere  una  radice  a  della  equazione  ^^)  =  0. 
É  quindi  escluso  il  caso  in  cui  'j(3)  sia  una  costante.  Poi  m, 
ed  T^i  +  p  ossia  a-hp  sodo  i  successivi  esponenti  più  piccoli 
di  X;  prenderemo  ^2  =  a +p,  e  quindi  eguagleremo  a  zero  il 
coeflSciente  di  x^*'^  cioè  Aia(a)4- A,  ^(a  -fp)  e  cosi  procederemo 
successivamente. 

In  tal  guisa  otteniamo  le  equazioni 

mi  =  a+p,  m3=i:m,  +  p,  m^z=in}T^  + p, . . . 
dalle  quali  si  ricava 

m,  =  a4-p,  mj=a4-2p,  m4  =  a  +  3p,... 
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e  le  quazioni 


(3) 


A,9,(a)+A,'|(a+p)=-.0, 
A,a.(o  +  p)  +  A,'f(a +2p)=0, 
A3  ^(a  +  2p)  +  A4  ■l'ia  +  3p) = 0. 


dalle  quali  si  ricava 

__  _9(a)_        _     c,(a)<^{a  +  p) 

■^(a  +  p)'     '  ~  <f  (a + p)  '^(a+2p)  '. 

A  _  ([■(a)y(a  +  p)tt(q4-2p) 

*~     .f(a  +  p)'f(a  +  2p)|(a  +  3p)""" 

e  si  ha  cosi 

(4)  y=^^-^\\-J^-^-^^^T^^P'^^ 


i  +  p)i(a4-2pj'|(a  +  3p)  ""r 


'|(a  4-  p)  Ka  4-  2p)  '|(a  +  3p) 

che,  ove  la  serie  del  secondo  membro  sìa  convergente  e  de- 
rivabile termine  a  termine  tante  volte  quante  sono  le  unità 
dell'ordine  della  equazione  (2),  ne  è  un  integrale  particolare. 

In  questo  modo,  corrispondentemente  a  ciascuna  radice  a 
della  equazione  ^{^):=zO  si  ha  un  integrale  particolare  della 
proposta  equazione. 

Se  una  delle  quantità  ^(a),  a.(a+p)...  si  annulla,  poniamo 
la  9(a4-ip),  senza  che  si  annulli  alcuna  delle  ^{a-^p), 
^f{a  +  2p),..,  allora  le  equazioni  (3)  ci  mostrano  che  dovrà  es- 
sere Aj+2  =  0,  Afc^aZiiO,...  e  la  serie  (4)  si  riduce  ad  un  po- 
linomio. 

Se  la  prima  delle  quantità  ^{a-^-p),  ^(a4-2p)..,  che  si  an- 
nulla è  la  i^ia  +  hp),  cioè  se  a  +  Ap   è  radice  della   d(ir)nO, 
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senza  che  si  annulli  nessuna  delle  f{a\  ^(a+p), ..  9'a+(ft  — l)p), 
allora  le  equazioni  (3)  ci  mostrano  che  dovrà  essere  AjZizO, 
A^rziO,..  Afc_iii=0  e  le  equazioni  (3)  si  riducono  a  quelle  che 
nascerebbero  dalla  radice  a-hkp  della  '^{3)  =  0  e  lo  sviluppo 
(4)  diventa  quello  corrispondente  a  tale  radice. 

In  questo  caso  si  perde  uno  degli  integrali  particolari.  Per 
riacquistarlo,  indicato  con  y^  quello  che  rimane,  si  pone 
j/zzut/iU-hv,  e  si  cercano  di  determinare  le  funzioni  u,t?  in 
in  modo  che  i/iU-hv  sia  integrale  della  proposta  equazione, 
notando  che  una  delle  due  funzioni  u,v  può  assumersi  come 
meglio  giova. 

Se  poi,  essendo  '^(a-{.kp)  =  0,  è  ancora  9.(a+(A  — s)p)z=:0, 
allora  le  (3)  ci  mostrano  che  A,t_,^,=:0,  A^_,+3=:0, ...  Ajt  =  0 
e  le  (3)  si  scindono  nei  due  seguenti  sistemi  di  equazioni  con 
incognite  A  non  comuni 

Ai9(a)  +  A,'].(a+p)  =  0. 

A,  9(a  -f  p)  +  A3  'l{a  4-  2p)  =:  0, 


Ak-i1'[a+(A  — s  — l)p]-f  Afc_^,|[a4-(A  — s)p]  =  0, 
An+x(}^(a4-Ap)4-A;^„|[a+(Af  l)p]  =  0, 
A*+«  ^[a  +  (*  -h  1  )p]  +  A;t+3  ^[a  +(i  +  2)p]  =  0, 


e  la  (4)  diviene 
^"  *  ^  (       'Ha+p)  ^  ^  -  -  '^(a+p)  aa+2p)...'|[a-l-(A-s)pJ  ) 
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con  due  costanti  arbitrarie   Aj^A^^i;   la  serie  che   moltiplica 

A,!^,  è  l'integrale  particolare  che  nascerebbe  dalla  radice  ahkp 

di  -|{:-)=o. 

2)  Qualora  lo  sviluppo  di  y  per  potenze  ascendenti  di  x  non 
riesca  convergente  od  anche  indipendentemente  da  questo  fat- 
to, si  potrà  cercare  uno  sviluppo  per  p3tenze  discendenti. 

Si  supponga  allora  nella  (I) 

Procedendo  in  modo  completamente  analogo  al  precedente 
si  giunge  allo  sviluppo 

(5)        ,=  A.^-{l--Ì^x-''+  .Am^É    a>-' 

f(a'—p)  ?(a  —  2p)  ?(,a  —  3p)  '  '  *  'i  ' 

dove  a  è  radice  della  equazione  ^(3)  =  0.  É  escluso  il  caso  in 
cui  9(3)  sia  una  costante.  Valgono  poi  considerazioni  comple- 
tamente analoghe  alle  precedenti. 

Notiamo  che  se  nella  (2)  p  h  negativo,  la  (4)  è  lo  sviluppo 
di  p  per  potenze  decrescenti  di  x,  e  la  (5)  lo  sviluppo  per  po- 
tenze crescenti. 

Il  valore  assoluto  del  rapporto  d'un  termine  al  precedente 

nella  serie  (4)  è  della  forma  x^  t—^^, — ~{ — ,  e  nella (5)  della 

'|(a+(n+l)p)  '^ 

forma  x~^    ^       , — -,  cosichè,  in  particolare,  la  prima  se- 

9(a  +  (n-fljp)  ^  ^ 

ri^  sarà  convergente  qualunque  sia  x  se 

lin,    ^(«  +  ff         0,  la  seconda  se  lim  -%t«^=o. 
n=«'>/(a-f(n  +  J)p)  n=»a>(a-f(n+  l)p) 

3)  Se  la  radice  a  della  equazione  'j(j)rrO  è  complessa, 
a=ia  +  i,5,  il  procedimento  precedente  vale  ancora,  ma  il  cor- 
rispondente integrale  particolare  contiene  nei  suoi  termini 
r  immaginario  i;  volendo  avere  direttamente  l' integrale  scevro 
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dagli  immaginari  si  può  procedere  nel  modo  seguente.  Notiamo 
che  l'integrale  y  si  riduce  allora  alla  forma  y=j;*x*P(M| — ti;,), 
od  anche  a?*^;u  —  iv)  dove  u,r  sono  serie  reali  ordinate  se- 
condo le  stesse  potenze  ascendenti  di  x.  Determiniamo  u^v. 
Abbiamo  (Vedi  N.  171) 

[xP  Q.p)+'K-^)]  [^'h^  -  i^)]  =  a?*^ [a;^(3+«/3)+  K- +«i5)]  {u  -  iv)  =  0, 
ossia,  posto 

9,(5)  =  cp'(S)  -  ^  9"'^)+  ^  ^^^^3)  - . . . 
'W3)='|(5)-^'n^)  +  ..,   ^,(3)  =  f(5)-  ^'r(^)+..., 

è 

x'R  Ìxn?«P)+  t>iP)]  (u  -  iv)  +  [W)+  iU^)]  (u  -  ivi)\  =  0, 

cosichè,  sviluppando  la  quantità  tra  parentesi  ed  uguagliando 
a  zero  la  parte  reale  ed  il  coefficiente  di  i  dello  sviluppo  ot- 
tenuto, si  hanno  per  determinare  u^v  le  due  equazioni 

x^  [?^5)u  +  9,(5)r]  +  U^)u  +  U^)v  =  0, 
x'^  [?i(5)u — <f,{B)v]  +  U^)u  —  W5)t;  =  0. 
Posto 

wzz:  Al x"*»  +  A2a;'^+ . . . . ,  v  =  B^x^i  +  B^x^^  +  . .. 

si  sostituiscano  questi  valor:  nelle  equazioni  precedenti,  e  si 
.proceda  come  abbiamo  fatto  prima.  Si  osservi  che  le  due  equa- 
zioni .//i(5)-=z0,  '1,(5)  =  0  ammettono  la  radice  comune  a,  giac- 
ché è  ^f(a  +  t/3)z=?f,(a)  +  i'|i(a)z=:0,  ed  allora  si  troverà  che 
m|  =  3t,  mt=oi  +  p,  wi,z=a  +  2p,...  e  per  determinare  i  coef- 
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flcienti  Ar^i  e  B,^|  le  equazioni  simultanee 

Wa4-rp)B^,-'|/a+rp)A,+.  =  -B,y,[a  +  (r-l)p]4-A^p,[a-h{r-l)p], 

cosichè  rimangono  arbitrarii  Aj^Bi;  ed  abbiamo 

u = a?« [ A, +  A,r*+A3.T*^ +  ...],  t?  =  a?*[Bi4-B^'^+ Bj^»^+..]. 

Avendosi  l'integrale  particolare  y^=zx*fi[u  —tv)  si  ha  anche 
l'integrale  particolare  y2=:r~*/?(w4-ir)  proveniente  dalla  ra- 
dice a  — 1^3  coniugata  alla  a +  «,3,  e  quindi  ancora  l'integrale 
particolare  (-r'P  -f  x'^^ju  —  t(x*fi  —  x^^fi)  t?,  ossia,  poiché 
a'^  =  e»^»'>8*  l'integrale  2wcos(,3  loga:)  +  2t?  sen(,3  iogx),  ov- 
vero, inclfidendo  il  fattore  2  nelle  costanti  Ai,H, ,  semplice- 
mente MCos(j3  logr)-|-t;  sen(,3  logx),  che  è  reale  e  contiene 
due  costanti  arbitrarie. 

Esempi. 
1)  Equazione  di  Riccàti.  È  la  equazione  di  primo  ordine 

Poniamo    u=  — ;  essa  diventa 
z 

(6)  2"— ax**^  — 0. 

Se  si  conosce  l'integrale  generale  zzzzGiZi-hCtZ^  di  que- 
sta ultima,  l'integrale  generale  di  quella  di  RicCATl  è 

CiZi-\-G^Zf   ~"  Zi-hCz^ 

Trasformiamo  ancora  la  (6)  ponendo  zziiyc^^^^^,  da  cui 
-  =Cy +P.V)  «^"^^  ^"  =  (y'  +  2py'-fpV  +  p'y)  ef^^;  essa  di- 
viene  y"  -f  2py  -f  y(p  +  p*  —  aa?**)  -=.  0. 
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Prendiamo  p  in  modo  che  p*  —  ax**=zO,  cioè,  posto  ^/a  =  c, 

m  =  — ,  sia  p  =  c,t^  e  quindi  2  =  ^     »»+»    y,  ed  avremo  per 
determinare  p  la  equazione 

(7)  y'  +  2cxV  +  n»c-c'^'y==0i 

ossia  la 

xV  +  acx*"**.!/'  +  wcx"*+'i/  =  }5(^  —  1)  +  a:'»+'(c2^  +  m)}  y  =  0. 

Sia  m  +  1  >  0  cioè  m  >  —  1  ;  allora 

p  =  »t  +  l>0,  1(3)  =5(^-1),  9(3)=:c(23  +  OT). 

Quindi,  corrispondentemente  alle  radici  3  =  0,  3  =  1  di 
!^(3)=0  ed  in  virtiì  della  (4),  abbiamo  gli  integrali  particola- 
ri, sviluppati  per  potenze  ascendenti  di  x, 

y.-^.|i      m{m+ì)^       ^  2(»»+l)«(2m4-l)  ^ 

(8)  j  c'm(3m  +  2)(5m  +  4)  .        . 

^     \  |3(TO+l)»»»(2»»+l)(3m+2)  '^••j 

I— C  h  +  £f-ir  g''»'('^*»+^n5m+4)(7m+6)...[(2r-l)mf2(r-l)]  ^,,„^„> 
\~^   '(       r=i        '    |_r(mfl)'»t',2w-f-l)l3»n-2)l4»»-|-a)...(rm+r-l)  j' 

',.  =  Cx\ì  -      ^"''+~)       ;r-H-  +        c'(m4.2)(3m+4) 
r*        •  (       (w+l)(OTt-:i)  :<;(m+l)Hm+2j(2m  +  3) 

,m  c»(m-4-2)(3m  +  4)(5m  +  6)  ) 

^■'   \  |_3(»»+l)»(w+2K>^»»+3)(3m+4>  ■  J 

f_  r  ^ i  1  4.  V  n  _-»••  C'''»tf2)(37»+4)r5m-f6)...[(2r-l)m+2r1        +j 
^_i,x^i-t-^^Vi     ;    |r(7n+lj'-{m+2)<2m+3)...(rm  +  r+l)  )* 
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Re  m  + 1  <0  cioè  se  m< —  1,  queste  atesse  formole  ci  danno 
due  integrali  particolari  in  serie  ordinata  per  potenze  decre- 
scenti di  X. 

Tutti  questi  sviluppi  sono  convergenti  qualunque  sia  x,  co* 
me  subito  si  riconosce. 

Quando  si  ha  in  mira  la  integrazione  della  (6),  e  quindi 
quella  della  equazione  di  Ricgati,  basta  considerare  uno  solo 
degli  integrali  yx,y%  della  (7).  Invero  indichiamo  con  j^  quello 
che  consideriamo;  esso  è  della  forma,  come  risulta  dalle  (8), 
(9),  ar=:P — cQ,  dove  P,Q  contengono  solo  potenze  paridi  e, 


e  z  =  e  rn^i  (P  — cQ)  è  integrale  della  (6);  ma,   poiché  cam- 


I 

i  •^x'^'^^ 


biando  e  in  —e  non  muta  a,  anche  z=ze  «-t-»   (P  +  cQ)  è  in- 
tegrale della  (6)  ed  il  suo  integrale  generale  è  quindi 

js  =  Ci  e-STFT  (p  —  cQ)  +  C,  e  "" "^ii+r(P -h  cQ) 

=  P(Cie    m-t-i   +C,e     «■+!    )  —  cQ{Cie    «+»    —  C,e      «ti   f 
se  a>0;  se  è   j£<0,  a  =  —  o',,  ai>0,  esso  prende  la  forma 

^  =  (c,P -  c,|/a,  Q)  cos il^^^ 

Si  perde  uno  dei  due  integrali  particolari  yi  o  y.  quando 
m  è  uno  dei  numeri  seguenti  ^ 

J 3 5 J_  _A         ^  1 A 

"  2  '        4  '        6  '        8  '•"•        2  '        4  '        6  '        8  "" 

cioè  quando  mrr ^^,  A   essendo  un   numero  qualunque 

intero  positivo. 

Sono  poi  notevoli  i  casi  seguenti.  Se  m=  —  1,  èp=0. 
Non  valgono  più  gli  sviluppi  (8),  (9),  ma  la  (7)  è  la 
{5(5— 1)  f  2c^— 1  }y  =0.    il    cui    integrale    generale  è 
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y = Ci j:*  -h  C^*,  dove  a ,  b  sono  le  radici  della  5(5  -  1  )  +  2c3 -  1  =  0. 

e  2  4  6  2A  .    .,  „ 

Se  m=  —  —,  —  —,—  —, ..,  —  2^:^,  Vi  si  riduce  alla 

forma  .Vi  =  Ci^oi  +  Cty,,  dove  ^qi  ^  ^^  polinomio;  si  ha  quindi 
l'integrale  particolare  finito  ^oi  ®  perciò  la  equazione  di  Riccati 
può  integrarsi  in  termini  finiti. 

A  fi  Q 

Se  m  =  —  TT-» r-1 ;r-.-.i    v«  «ì   riduce   alla    forma 

o  O  7  * 

y«  =  Ci^o,  4- e,?/,  dove  yot  ^  ^^  polinomio.  Se  mrz:  —  2,   la  (7) 

ammette  l'integrale  particolare  y=:x- 

In  conseguenza,  se  n  =  —  -^r — pi  dove  A  è  un  intero  pò- 

sitivo  qualunque,  la  equazione  di   Riccati  può  integrarsi  in 
termini  finiti   (se  nmO,   corrispondentemente  ad  A=0,   nella 
equazione  di  Riccati  si  separano  subito  le  variabili). 
Per  esempio:  siano  le  equazioni 

(10)  z'  —  c^x-^z={ì,  z"  +  c^x'-^z  =  Q; 

qui  è  m  =  — 2,  nel  quale  caso  la  (7)  ammette  l'integrale  par- 
ticolare y  =  ar,  cosichè  P=a:,  Q=:0,  e  gli  integrali  delle  (10) 
sono  rispettivamente 

;y  =  x(Cie"'*  +  C,e*\  z  =  x{c^  cos~  +  C,  sen  —V 

Per  le  equazioni 

è  m  =  — 4-1  1^01=1  — 3cx^,  P=l,  Q  =  3a:S 

ó 

e  gli  integrali  sono  rispettivamente 

1  L  \  L  L 

z  =Ci  e         +  C,  6  —  3ca?  ^  (Ci  ^         —  Ci  e  ), 

;y=Ci  cos(3cx«  )  +  C,sen(3cx  »  )-3cx  »  [C,  cos(3ca?  »  )-CiSen(3cj?>  )]. 


556 

2)  Si  abbia  la  equazione 

^y"-+-y'+J/=0  ossia  aV'+^y+a:^=(^*  +  %=0. 

cosichè  p  =  l,  0.(3)=!,  -^(3)=:  5*. 

Abbiamo  un  solo  integrale  particolare  proveniente  dalla 
radice  ^=zO  della  '|(3)=:0,  e  questo  è 

La  serie  è  convergente  qualunque  sia  x. 

Per  avere  un  altro  integrale  particolare,  poniamo  y =yiU+t? 
nella  nostra  equazione,  la  quale,  avuto  riguardo  che  y,  ne  è 
integrale  particolare,  diviene  allora 

ccv'*  -{-v'-hv-h  yiixu"  +  u  )  +  2xy,  V = 0. 

Giova  qui  prendere  u  in  modo  che  sia  xu"+u'z=:0,  cioè 
aru'  — C, ,  u  =  Cilogx-hC,,  o  semplicemente  iizuloga?,  ed  al- 
lora per  determinare  v  abbiamo  la  equazione 


a?t?"-f-t?'  +  i?  =  — aryiV=-2y\  =  2  +  2  2(— 1)'»+' 


-n-l 


n=«  \n — 1  In  ' 


ossia  (B*-^-x)v=2x  +  21  (—1)^+* ,     -^r^  , 

H=t       '       }n—l  [n 

per  cui  posto 

t?=:Ao-4- A,a;-|- A,x,-r  A3a;^  +  ...-f  A;,^'* -f . .., 

dovremo  determinare  i  coefficienti  A  in  modo  che  sia  identi- 
camente 

Aoa:4-^(n«+x)A„a;'*z=:2x  +  2f  (— 1)" 


ti|n-l|n— r 


dovremo  dunque  avere  Ao+Ai  =  2,  e  noi  prenderemo  Ao=0, 
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cioè  avremo  le  relazioni 

n\n —  1  |n  —  1 


n«  A„=(-  1)»+'  -r- r-r- r-  -  A^, 


("-^>*^"--(-^^n-l)|n-2|n-2-^" 


2_ 
3|2|2 


3*A,={-l)*inÌTo-A. 


2 

2«A,=(-l)»-^^j^_A, 

A.=2; 

moltiplicando  r  ultima  di  queste  equazioni  per  — 1,  la  penulti- 
ma per  2*,  la  torz' ultima  per  — 2*. 3*,  la  precedente  a  questa 
per  2* ,  3*.  4*  ossia  per  1 4  |  4  etc.  la  seconda  per  (-1)"  |n-2  |n-2 
e  la  prima  per  ( —  I)*^'  \n  —  1  in  —  1,  e  poi  sommando  otteniamo 

-   »        (— 1)'*+'2  /,       1        1  1  \ 

ed  in  conseguenza 

La  serie  è  convergente  qualunque  sia  x  perchè  il  rapporto 
di  un  termine  al  precedente  è 


••  K.,....S...J 


che  ha  per  limite  zero  al  crescere  di  n,  perchè  n  +  1 

e  l  +  -r--f...-f —  crescono  indefinitamente  con  n. 
1  n 
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Cosi  abbiamo  trovato  un  secondo  integrale  particolare 
ì/t'=-t/ilogw-^v,  e  l'integrale  generale  della  nostra  equazione 
è  perciò 

y  =  C.t,  +  ,.(C.  +  C.log.)=2C,J,l=l^(l-f^+..+  l) 

4(C.-.C.l0g.)(l+|(-l)nj|^) 

La  equazione  più  generale  a?y  +  y'  +  ay  =  0  si  ricava  da 
quella  ora  studiata  sostituendovi  ax  in  luogo  di  x. 
3)  Equazione  di  Gauss.  É  la  equazione 

**y"+  -/rj/'  —  ar[a:V"+  (a  + 13  + 1)  xy'  -f  a,5y) 
=r{3(3+-/_l)_a;(5+a)P  +  /5)}y=:0. 

Qui  è  p=l.  ap)  =  — (3  +  a){3+i3).  t/,(5)  =  3(J  +  y- 1). 
L'integrale  parlicolare  corrispondente  alla  radice  5=0  della 
i|.(3)  =  0  è  quindi 

y'-^^-ry''-'     1.2.7(7+1)    ^"      i.2.3/(y+l)(-/  +  2)      *  ^- 

La  importante  serie  del  secondo  membro  chiamasi  serie 
tpergeometrica;  la  si  indica  sempre  colla  notazione  F(a,/3,7,x). 

Poiché  lim  -rr- rr  =  —  l^i^  ? r-7 =  1.  la  sene  iper- 

n=o.  'K^+  1)  (nf  l)(/  +  n)  *^ 

geometrica  è  convergente  sa  |^|<1,  divergente  se  |x|>l.  Si 
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dimostra  poi  *)  che  per  |ì;|  =  1  essa  è  convergiate  se 
a-f /3  —  7<0,  divergente  se  «  +  ,3  —  />  0. 

L'integrale  particolare  corrispjuJente  alla  radice  5=1  — y, 
si  trova  essere 

y,=:.x^-7F(a+1^7,  |3  +  1— 7.  2-7,2?). 

4)  x\a  +  bx)f-\-x(a—bz)!/'-h{a  +  2bx)yz=:0,  ossia 
[a(5*+ l)  +  a;ft(3«— 2^-4-2)]yz=:0. 

Qui  è  9(3)  =  6(S«— 2J4-2).  ^/.(5)=:a(5*  +  l).  p=l. 
La  equazione  (p(5)=0  ha  le  due  radici   ±1,  cosichè  a=0, 
i3  =  l,  ed  essendo   '|'(^)  =  2a5,   f(5)=2a,   (p'(5)=:2ft(3— 1), 
^"(5)-2ft,  è  T^(3)=2ft(3-1).  (p,(3)=*(3'-2^-hl), 
<j[/j(5)=2a3,  if,(3)=a5'.  Le  equazioni  che  determinano  A,  .B, 
sono 

2aB,  +  aA,=2éB,  — 6Ai,  aB,—2aA,  =  — JB,— 2*Ax, 

,n           r    -u     D       *(3B,-4A,)    .        *(4B,+3A,) 
dalle  quali  si  ha  B,= •=■ -\  A,z=:  -^ — ^ i-  ;  e   poi- 
ché 9i(l)=0,  9,(1)  =  Osi  trova  B5  =  0,  As  =  0  e  quindi  ancora 
sono  zero  i  coefficienti  seguenti,  e  si  ha  cosi  in  termini  finiti 
r  integrale  generale  della  proposta  equazione 

r,    ,  *(4B,4.3A,)  1       „       X  .  Tu    .  *(3B,-4A,)  1       ,,        ^ 
y  =  lA,H- ^^ — i-'a:lco8(logx)+[Bi-4-  -i — ^^ i-a?J  sen(log.r). 

^)  In  virtù  del  seguente  teorema  sulle  serie: 
Le  serie  che  ha  per  termine  generale  Un  è  convergente  oppure  di- 
vergente secondochè  la  prima  delle  espressioni 

lim  A -'-l2±i),  lim  \n-{n  + 1)  Jl2±!-1, 

•        lim[nlogn-^log(n+l)15±L], 
lim  fHlognlog(logn)—  ^^^  log(n+ 1)  log[log(n4- 1)]  ^^^ 


c/ie  non  è  ugtuile  a  zero,  è  positiva  oppure  negativa. 
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Esercizi 

I.  ì/' — oLX^y:=.0\  ò  la  equazione  considerata  neir esempio 
(I);  integrandola  direttamente  si  hanno  gli  integrali  partico- 
lari, per  qualunque  valore  di  x, 

-e.  {i+^ ■__^:f:::^ , 


Vi 

r=ì 


|r(n+2f (n+ 1)  (2n+3)(3n+5j . . .  (m+2r— 1  )J' 


yt=C,r|l  +  2^.y^^^  2f  (n  ^ó)  {2n  Vo)  (3n 4-7 j . . .  (m  +  2r-\-l ))' 

per  n=: — 2  l'equazione  è  della  forma  di  quelle  considerate  al 

1         3  5  o         5  7         . 

n.  177;  per  n  =  — 1,  —  g"»  — -g-,...,  — 3,  —  "2"'  —  "T*»-  «^ 

perde  un  integrale  particolare. 
2.  ary"4-2wy  +  mj;y  =  0; 

^■"    *  (    'Zi^n-hì)  "*"  :^.4C^w+lj(2n+3)  "2.4.6(2n+l)  {2n^3)  ('^  -    ""  ^' 


n+o)      i 


"^  ^'^      r  ^2(3-2n)"*'  2,4(3-2n)(5-2n)  "  2.4.6(3-2n)(5-2n)(7-?n)  "*"  T 

Per  2n  =  dtl,  dtS,  =1:5,  :i:7,...  si  perde  un  integrale  parti- 
colare che  si  può  riacquistare  come  abbiamo  visto.  Cosi  per 
2n  =  1 ,  abbiamo 

y  =  (C,-hC,ìosx)(^ì ^  +  — ^  -  2.74y;6ì+-  ) 

^^(  (— irm'-x*'-   /,       1         1  1  \) 

•^  ^^Zfe4«.6\..(2rA^  "^ T  ■*"  X  ^ - "^  T/i- 

Per  n  =  1  è  y  =  —  [Cj  sen  (x|/m)  -^  C,cos  (arl/m)]. 
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3.  Integrando  per  seriei  e  poi  mediante  una  semplice  tras- 
formazione la  equazione 

(l-a-*)/  — xy  +  aV— .0, 

si  dimostrino  le  notevoli  formolo,  dovute  ad  Eulero, 

cos(aarcsena:)=l--j--««-h  -i— — ^-x* — ^^ j^^^ ^a?*+..., 

sen  (a  are  sen  x)  =  a  \x rr—  «'+•  ^ r=^^ x^ 

(  |3  |D 

valevoli  per  |a?|  <1. 

Usando  il  teorema  sulle  serie  nella  nota  a  pag.  559  si  po- 
trà anche  provare  che  valgono  per  |c|=  1. 

4.  (a?-a:^)/  +  (l-3rV-^y  =  0  (Vedi  voi.  I,  p.  277).  Per  |a?|<l 
abbiamo  un  integrale  particolare 

Si  provi  che 

C  1 

r.    r  rfop  n   r  dz  tt    . 


■  =  K'  è  altro  integrale  par- 

0 

ticolare,  cosichè  T integrale  generale  è  yrzCiK'h  C, K'.  (K,K' 
si  chiamano  gli  integrali  ellittici  completi  di  prima  specie,  od 

36 
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anche  i  moduli  di  periodicità  delle  funzioni  ellittiche) 


5.  s^y" -(x'+4x)y'  +  4y=0;  fj=C,x*e^ 'hC^x*e'  f-^ 


integrali,  rispettivamente, 

-T  i-  -f  i- 


y  =  3ca?  »  [C,  cos(3cj;~  *  )  —  C,  sen  (3cx    »  )] 

—  J_  — i. 

+  «-[C,  cos  (3cx~  »  )  —  C,  sen  (Se*    *  )]. 

7.  xy"  +  »/  +  aa;"~'y=:0;  qualunque  siano  .r  ed  n  è 

,=(c.iog.+c.){i+x(-ir.^r|5^j 

,  „^  «  (  (—1  )••-'«••  a;'-"  /,       1,1^  1  \) 


8.  Della  equazione  x*{a-\^bx*'y/+cc(c+ex*^)y'+(/+gx**)yz:iO 
si  può  calcolare  un  integrale  in  termini  finiti  se  /3  '^x  =  rn^ 
dove  r  è  numero  intero  positivo  (negativo)  se  n>0(n<0),  e 
a,|3  sono  radici  rispettivamente  delle  equazioni  az^  +  {c  —  a)z 

Cosi  ad  es. :  l'equazione  x\a+ bx^)y" -{■  axy'  —  16ay=0  am- 
mette  I  integrale  j/rz^^-h-rr T'^'J^  ~T»  ®  ^*  equazione 

1         2    1 

^y  -f  (^  +  ^')i''  4- (x  —  9)y  ==  0  r  integrale  y  =  --^j-  —  -  -j 

_1_  J_ 
"''20    X  • 
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9.  (1  —a?*)y"—2a?y'-^n(n+l)y  =  0  (Equazione  di  Leobndre). 
Per  |x|>l  è 

^_^.      n(n-l)  n{n-l)(n-2)(n-3) 

^»—  2(2n— 1)         ^    2.4(2n-l)(2n— 3) 

n(n-l)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5) 

2.4.6(2n— J)(-^n  — 3)(2n  — 5)  '^•••' 

,  -,,,,.^1.  ,    (n-f  l)(n^2)  ,     (n-H)(nf2)(nf-3)(n-|-4) 

^'"^  ^     2(2n  +  3)      "^         ^     2.4(2n-r3)(2n-i-5)      "^  "^•• 

Se  n  è  intero  positivo  y^  si  riduce  ad  un  polinomio,  se  n 
intero  negativo  vi  si  riduce  y^,  se  2n  è  un  numero  dispari  po- 
sitivo 0  negativo  si  perde  un  integrale  particolare. 

10.  x*i/"'hxy'+{x'^ — n*)y=0  (Equazione  di  Bbssbl). 

y^^x  (^-5.«(yj^ij+  j2^2^n4.1)(n+2)  ""  |32«(n-f l)(n+2)(n+3r *  > 

e  y,  si  ottiene  da  y^  cambiandovi  w  in  — n.  Se  n  è  intero  si 
perde  un  integrale  particolare. 

11.  x'(l+a«)y'  +  a?(l-3i;«)y'  +  (l+5a?«)y  =  0, 
y  zr  (Ci  -f  Cjx'j  C03  (log  x)  -f  (C,  —  G^x'^)  sen  (log  xY 


Integrrazlone  di  equazioni  differenziali 
mediante  intesrrali  definiti. 

187.  Alcune  volte  giova  tentare  di  soddisfare  ad  una  data 
equazione  differenziale  mediante  integrali  definiti,  che  conten- 
gano  come  parametro  variabile  la  variabile  indipendente  della 
proposta  equazione.  Ci  limiteremo  solo  ad  un  cenno  di  questo 
importante  metodo  di  integrazione. 

Si  abbia  una  equazione  della  forma 

(^o-f  *oX)y'*'+(a,  +  *ir)y<'-»'  -h..  f  («n-i  +*^-i3:)y-f(a^+ft^a;)y=0, 
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ossia,  posto   —  rz:  D, 

(1)  a?f(D)y4-^(D)y  =  0, 

dove  (fj  '^  sono  simboli  di  fuozioDi  razionali  intere  di  grado  n. 
Cerchiamo  se  si  possano  determinare  i  limiti  a,i3,  indipen- 
denti da  Xj  e  ia  funzione  T  di  t  in  guisa  che 

(2)  ij—Je^"Fdt 

risulti  integrale  della  proposta  equazione.  Osservando  che 
l/'z=zfe^UTdi,  f/"=Je''PTdt,,.. 

a  a, 

il  risultato  della  sostituzione  del  valore  (2)  di  y  nel  primo 
membro  della  (1)  è.  tenendo  conto  di  note  proprietà  del  sim- 
bolo D, 

S  3 

a  '  a 

ossia,  integrando   per  parti  il  primo  integrale, 

a     a 

che  sarà  zero,  e  quindi  il  valor»3  (2)  di  y  sarà  integrale  della 
(l),se  determineremo  la  funzione   T  mediante  la  equazione 

(3)  ^i?(<)T}— K0T=O 

da  verificarsi  per  i  valori  di  t  dell'intervallo  (a, /5),  e  i  limiti 
a,/3  in  guisa  che  sia 

(4)  [c«'?(0T|=iO. 

(X 
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Scritta  la  (3)  nella  forma 


^lrt')T!_ffi,WT=t,, 


ricaviamo  da  essa 


,m=c/P\T=-Sj:/^'' 


dove  C  ludica  una  costante  arbitraria. 

Determinata  cosi  la  funzione  T  di  /,  cercheremo  valori  di 

»,/3  in  guisa  che  sia  soddisfatta  la  (4),  cioè  [Ce        ^      ]=zO. 

a 
Se  si  trovano  questi  valori  a,|3  di  /,  allora  la  (2),  dove  T,  a,/3 

hanno  i  valori  ora  trovati,  è  integrale  della  (1).   Altrimenti 

giova  procedere  nel  modo  seguente.  Preso  un  certo  valore  co- 

stanto  Ui,  sia  j3|  un    valore  di  t,  indipendente  da  ^,  tale  che 

per  <  =  i3i  risulti  e        ^'"  =,^ii  ©  siano  analogamente  /B, ./Sj,... 
valori  di  t  tali  che 

^J  ©(0  ^^J  (CU) 

Allora  si  riconosce  subito  che 
(5)  y  =z  Cje'^'Tdi  +  C.fr'Tdt  + . . . 

è  integrale  della  (1),  se  tra  le  costanti  Ci,C,,...  si  stabilisce 
la  relazione 

cosichè  se  i  termini   nel  secondo  membro  della  (5)  saranno 
n+l,la(5)ci  darà  T integrale  generale  della  proposta  equazione. 
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Esempi 


1)  Sia  la  equazione  xi/'-\-a^ij — b^ooy  =  0. 

Qui  è  <f(t)  =  t'-b\  ^(0  =  aV,  JÌ||d/  =  ^log(^*-n 

1  J^  ^^i 

quindi  T  =  irZhì  (^  *"*')*  =  (^  "  ^*)  *       •  ^^^  determinare  i 


limiti 


dell'integrale  osserviamo  che  la  equazione  e^^i*  —  i*;  =0  è 
soddisfatta  da  ^  =  J,  ^  =  —  ft,  ed  inoltre,  se  x  >  0,  da  /  =—  oo ,  e, 
se  a7<0,  da  /  =  oo;  cosichè  abbiamo  l'integrale  generale  della 
equazione  proposta 


&  -5--^  .-&         ^-^ 


y  =  Cj{e -^  ¥)  '      e'^'dt  +  C^J(e  —  b')  *   e" di  per  x>0, 

-»  -co 

y  =  Ci  f{t*  —  b') *      e'*d/  +  C,/(>—  J*)  *    «''rf/  per  a?  <0. 

2)  SÌR  y^^^  —  xy  =  0.  Qui  è  ?(/)=— 1,  ^(0  =  ^'*,  quindi 
T  =  e  *•+';  la  equazione  e  ''■♦•*  è  soddisfatta  da  /=:oo  e  la 
e       '*'*'* zzi  da  i=zO\  cosichè  il  risultato  della  sostituzione  di 

ect — 

fé       **"*"*  dt  in  luogo  di  y  nel  primo  membro  della  equazione 

0 

proposta  è  uguale  ad  uno.  Osserviamo  che  la  funzione  T  non 
cambia  ponendo  o)t  in  luogo  di  t,  dove  co  indica  una  radice 
(n  +  1)*  dell'unità  e  il  risultato  della  sostituzione  di 

fé         **■*"'  d{'»)t)  per  y  nel   primo  membro   della  proposta  è 

0 

eguale  ad  uno. 

Da  quanto  precede  si  scorge  facilmente  che,  se  'o  indica 
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una  radice  primitiva  (n-f  1)*  dell'unità, 


y 


0  0 

+  to"C„    e  dt 


<-"C„J, 


è  r integrale  generale  della  proposta  equazione  se  tra  le  co- 
stanti C  poniamo  la  relazione 

Si  potranno   poi  fare  sparire  gli   immaginari  dal  secondo 
membro  del  precedente  valore  di  y. 


Esercizi. 
1.  a?y"-(«— ^)(l+x)//'-«i3a?i^=0,  fl>a>0; 

e'\l-x)a+^         (<  +  i3)«+|B         dt 

-p  _ 

J~°  (P-glg  _,  (P-a)x 

e«'(/_«)   a+i3         (<  +  /3)  a+^ 


(/; 


se  x>0;  se  <r<0  si  cambiano  i  limiti  del  secondo  integrale 
in  <x,oo. 

2.  wy"  +  a!/'  +  b*xy  =  0  ,  a>0; 

0  0  — « 

ovvero 

»         4—1  0  i_i 

y  =/(**  -  «*)  *  [C  cos  {ux)  +  C,  sen  («r)]  du  +  C,/e*'(<*  -i  J»)  *  di, 


568 

se   a?>0;   per  a?<0,  si  cambiano   i   limiti   dell' ultimo  inte- 
grale in  0,00. 

3.  xy"~axi/'-\-{n  +  m-h2)ìj —in  +  ì)a!/  =  0,  m  +  l>0, 
n+l>0. 

.  y  =  C  Jc^*r(/  -  ardi  +  CAe'^ni  -  a)"*d/, 

—  00  se  ir>0,  +  oo  se  x<0; 

in  particolare,  l'integrale  della  xì/ -\-[2—ax)y —ay  =  Q  h 

y=-L(Ci4.C,0. 

4.  Le  equazioni  della  forma 

xhf  +  (fli  +  bix^)  xy'  +  (a  -f  Jx**  +  co?'*";  y = 0, 

posto  x"*  =  ^  ,v=<*-2^,  dove  h  è  determinato  dalla  equazione 
m*A'+(ai  —  l)im  +  a  =  0,  si  riducono  alla  forma,  considerata 
nel  testo, 

Ó!^z  dz 

mU  -^  +[2m*ft+w(m-  l)-l-mai+m&i/]  -^  +  (mhbi  +  fr  +  cQ^rrO. 

5.  y -f  a'a?*"*"*  y  =  0  ;  qualunque  sia  m,  purché  non  appar- 
tenente all'intervallo  (0,1),  è 

a 

0 

/i«m  _  l±m  , 

e"S"(<'  +  a»)    ^*"*rf/,  se  ^>0, 
m 


x^ 
e  se  —  <0  si  cambiano  i  limili  del  secondo  integrale  in  0,x; 
m 

od  anche 

o  l_ 

(a»  -_  <«)   T^T  cos  i —  [C,  +  Ctx'^i  a*  —  /•)"  ]  dt. 


Applicazioni  Geometriche. 

188.  Poiché  vi  sono  elementi  di  una  curva,  data  da  una 
equazione  f{x,y)=:0  in  coordinate  cartesiane,  che  contengono 
nella  loro  espressione  le  derivate  di  y  rapporto  ad  co,  come  ad 
es.:gli  angoli  della  tangente  in  punto  della  curva  cogli  asssì,  la 
sottonormale,  sottotangente,  il  raggio  di  curvatura  etc,  si  in- 
tende come  il  problema  di  determinare  una  curva  che  goda  di 
date  proprietà  riferentesi  a  tali  elementi,  darà  luogo  ad  una 
equazione  differenziale,  che  sarà  la  traduzione  analitica  di  quelle 
proprietà  geometriche  ;  si  avrà  cosi  ia  equazione  differenziale 
della  curva,  la  cui  integrazione  ci  permetterà  di  arrivare  alia 
equazione  della  curva. 

Analogamente  se  la  curva  sia  riferita  ad  un  sistema  di  coor- 
dinate polari  0  ad  un  altro  qualunque  sistema  di  coordinate, 
la  cui  scelta  opportuna  dipenderà  poi  dalla  natura  del  pro- 
blema proposto. 

Esempi. 

1)  Trovare  una  curva  tale  che  in  ogni  suo  punto  la  sot- 
iotangente  stia  aWordinata  come  una  costante  a  sta  alla 
differenza  tra  V ordinata  e  l'ascissa  (Problema  proposto  ai 
geometri  trentanni  prima  della  scoperta  del  calcolo  infinite- 
simale da  De  Beaune,  amico  di  Cartesio,  il  quale  ne  trovò 
la  soluzione,  senza  indicare  come  vi  arrivasse.  Il  problema  era 
allora  di  un  genere  nuovo,  perchè  non  richiedeva  di  dimostrare 
qualche  proprietà  di  una  data  curva,  ma  da  una  proprietà  di 
una  curva  incognita  domandava  di  risalire  alla  curva  stessa. 
11  problema  fu  poi  risoluto  da  V  Hópital  e  da  Giovanni  Ber- 
KOULLi  col  calcolo  integrale). 

Ricordando  che  la  sottotangente  in  un  punto  di  coordinate 

due 
{x  ,y)  è  y-j—^  l'enunciato  del  problema  proposto  si  traduce  nel- 
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la  equazione  differenziale 

l       dx  a  .      dt/        y  x 

—  y-r^  = ossia  -z —  = , 

y      dy       y  —  X  dx        a  a 

che  è  una  equazione  lineare,  il  cui  integrale  generale  è 

a. 

Abbiamo  così  un  numero  infinito  di  curve  che  risolvoDO  il 
I  problema,  quelle  che  si  ottengono  dalla  precedente  equazione 

!  attribuendovi  alla  costante  C  tutti  i  valori. 

In  particolare  per  0=0  abbiamo  la  retta  j^ssxfa. 
\  2)  Trovare  la  curva  per  la  quale  il  punto  di  mezzo  della 

normale  geometrica  è  sul  circolo  X'  +  Y*=a*. 

Le  coordinate  di  un  punto  M  della  curva  cercata  siano (a;,y)i 
la  ascissa  del  punto  N  nel  quale  la  normale  in  M  alla  curva 
taglia  l'asse  delle  x  è,  come  si  ricava  subito  dalla  equazione 

dx 

Y — y=— -7— (X  — re)  della  normale  in  M,  x-^-yy^  e  l'ordi- 
ay 

nata  è  zero,  cosichè  le  coordinate  del  punto  P  di  mezzo  della 

retta  MN  sono  x  +  —'yy\':r-y.  Esprimendo  che  il  punto  P, 

qualunque  s!a  il  punto  M  cioè  qualunque  siano  x , y,  è  sul  cìr- 
colo X*-fY'z=  a',  abbiamo  l'equazione  differenziale  della  curva 
richiesta 

^  +  IT  y  V'  )  +  :|-  y*  =  «•    ossia    2a:  +  y'  =  l/4a*— y\ 

dove  al  radicale  si  sottintende  preposto  il  segno  rh.  Per  inte- 
grarla, poniamo  |/4a'-y'=u;  essa  si  trasforma  nella  uv'=2x-t(, 
che  è  omogenea,  il  cui  integrale  è  (w  —  j:')(u  +  2a?)*r=C,  e  quindi 
quello  della  equazione  in  a;,y  è 


(l/4a*-y«-aj)(K4a*  — y*  +  2x)  =  C  od  anche 
(4a«  -  y«  -  2x«  -  Cj»  =  x\\x^ — y\ 


r 
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Le  curve  rappresentate  da  questa  equazione   risolvono    il 
problema.  In  particolare  per  C=0  abbiamo  la  curva 


(|/4a»— y«~i?)  (l/4a«-y«-f2a;)=0 

che  si  compone  del  circolo  a?+y*=4a\  e  della  ellisse  4x*+y'=4a*, 
circolo  ed  ellisse  che  soddisfanno  ciascuno  alle  condizioni  del 
problema. 

3)  Determinare  le  curve  per  le  quali  il  raggio  di  cur- 
vqtura  è  uguale  in  ogni  punto  alla  normale  geometrica. 

L'equazione  del  problema  è 

> 

(ì  +  i/V  _-.i.y(i^y>.^f    ossia    (l+y'Vq:yy'»=0, 

e  quindi  ancora 

Integriamo  ciascuna  delle  equazioni 

La  prima  ammette  l'integrale  primo  yj/'-\-xz=:Ci,  il  cui 
integrale  è  a;'  +  j/*3z2C,a?  +  C,,  che  rappresenta  dei  circoli  il 
cui  centro  è  sull'asse  delle  a?. 

Per  integrare  Taltra  equazione,  si  ponga  ^  —  P  ®  si  pren- 
da y  per  variabile  indipendente.  Essa  diventa  allora 

df) 
1  +p* — yp^-znO,  dalla  quale,  integrando  col  separare  le  va- 


_     C.dy 


riabili,  si  ottiene  ì/  =  CA/[+p'  e  quindi  da!=  — ,T^=~rdacni 

|/y«_Gl 


flP— C2 


.'c=:C,  +  C,log(y+I/y»— CI),  y-f-J//  — CJ  =  e  "i  ,  ossia 
1   (  «"*'«  -"-Cj)        e.  (   1       2=S*  -«-<=«) 
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e,  posto  Cl  =  e^^  C,4-CiC3  =  C,  abbiamo  infine 

equazione  che  rappresenta  delle  catenarie.  Queste  catenarie  e 
i  precedenti  circoli  sono  le  curve  richieste. 

4)  Curva  per  la  quale  Varco  conlato  a  partire  dall'ade 
polare  è  uguale  alla  derivata  rapporto  al  raggio  vettore  del 
corrispondente  settore. 

Indicando  con  e, 9  le  coordinate  polari  di  un  punto  della 

curva,    Tarco  che  termina  in  quel  punto  ed  ha  origine  nel 

e        ^ 

punto  in  cui  la  curva  incontra  l'asse  polare  é   j  d5  j/^'-f / -^\ 

0 

e 
ed  il  corrispondente  settore  è -p-  j  |&W,  cosichè  dovremo  avere 

0 

e 


0  0 

da  cui,  derivando  rapporto  a  $,  abbiamo 


che  è  r equazione  differenziale  del   problema:  essa  si  riduce  a 
-^izrO  da  cui  ^  =  0;  quindi  le  curve  richieste  sono  i  circoli 

col  centro  nel  polo. 

189.  Problema  delle  traiettorie. 

Sia  il  sistema  di  curve  rappresentato  dalla  equazione 
/•(;,/j,a)  =  0,  dove  ;,>?  sono  le  coordinate  cartesiane  ortogo- 
nali correnti  ed  a  è  il  parametro,  che  individualizza  le  curve 
del  sistema.  Chiameremo  traiettoria  del  sistema  una  linea  che 
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in  ogni  suo  punto  d'incontro  con  ciascuna  linea  del  sistema 
la  taglia  secondo  una  data  legge  costante. 

Indichiamo  con  oc^y  le  coordinate  correnti  della  traiettoria 
e  la  legge  secondo  la  quale  essa  deve  incontrare  le  linee  del 
sistema  sia  espressa  dalla  equazione 

dove  ;  e  a;,>7  e  y  sono  uguali  tra  loro,  essendo  (;,>7),  (^».v) 
le  coordinate  del  punto  comune  alla  traiettoria  ed  alla  linea 

del  sistema,  ma,  come  è  chiaro,  sono  diversi  tra  loro  -p-  e 
~T^,  etc.  Per  trovare  l'equazione  differenziale  delle  traietto- 
rie sostituiremo  nella  (1)   in  luogo  di  -77-  ,  t-t,.*    i   valori 

a;       a;' 

che  si  ricavano  dalla  f(i,yj,a)=:0  e  poi  tra  questa  equazione 
e  quella  cosi  ottenuta  dalla  (1)  elimineremo  a;  il  risultato 
della  eliminazione,  ove  si  scriva  x,^  in  luogo  di  ;,ì7  è  la  ri- 
chiesta equazione  differenziale  delle  traiettorie. 

Il  più  intei  essante  problema  delle  traiettorie,  quello  che 
ordinariamente  è  considerato  come  il  vero  e  proprio  problema 
delle  traiettorie,  consiste  nel  determinare  le  curve  che  tagliano 
le  curve  del  dato  sistema  sotto  un  certo  angolo  costante  a.  Se 
a  è  retto,  le  traiettorie  chiamansi  ortogonali.  Indichiamo  con 
T  rangole  che  la  tangente  nel  punto  M  alla  traiettoria  fa 
coll'asse  delle  x,  con  T'  l'angolo  che  la  tangente  nel  punto 
M  alla  curva  del  sistema  che  passa  per  M  f a  coll'asse  delle 
X,  cosichè  sia 


'^^='^'^-'=U' 


abbiamo  allora 


dy_dr) 

tg  .  =  tg(.T-T')-     *g^-^^^'    =  jte_rfL 
b         'M*      *;—    i+tgTtgT'  i^^^ 

da;  d; 
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cot  a  :j^  —  1 
,        .  dy  dx 

da  CUI  —z=z -z — , 

dx  ^       dy 

ax 


che  nel  nostro  caso  corrisponde  alla  (1). 

l)  Eliminando  a  tra  la  /'({,>?,a)  =  0  e  la  -^-f^-i=0 
si  ottenga 


<^.'.|)=.o. 


la  quale  sia  perciò   la  equazione  differenziale   delle   linee  del 
dato  sistema.  Ponendo  in  questa  equazione   ;  =  a?,  >?  =  y  e  in 

luogo  di  —  il  precedente  valore,  otteniamo  la  equazione  dif- 
ferenziale delle  traiettorie 


dx 

Se  «  =  -— ,  cioè  se  le  traiettorie  sono  ortogonali,   questa 
equazione  diventa 

*(«,,,-S)=o. 

2)  La  equazione  del  sistema  dato  di  curve  sia  della  forma 

(2)  >?  =  ?(;, a),   . 

e  se  ne  vogliano  determinare  le  traiettorie  ortogonali.  In  questo 
caso,  oltre  al  procedimento  generale  precedente,  potremo  ado- 
perare il  seguente. 

Cerchiamo  di  determinare  a  come  tale  funzione  di  x,  che 
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la  equazione 
(3)  j  =  ,,(*,  a) 

risulti  quella  delle  traiettorie  ortogonali.  Avremo  allora 
ÉL~h.  +  ìlÌa  e  dalla  f2)         *L-ÌÌ. 

afSnché  la  (3)  rappresenti  le  traiettorie  ortogonali  dovrà  essere 

1+^^=0,  e  quindi 
dx  di  ^ 


ossia,  ponendo  »  =  ;,  p=*ì, 

È  questa  l'equazione  differenziale  tra  x  e  a  cui  deve  sod- 
disfare  a;  integrandola  e  ponendo  nella  (3)  pera  la  funzione 
integrale,  la  (3)  diventa  l'equazione  delle  traiettorie  ortogo- 
nali delle  (2). 

3)  Trattiamo  il  problema  in  coordinate  polari.  Sia  /(r,9,a)=0 
l'equazione  del  dato  sistema  di  curve.  Indicando  con  Ui  ran- 
gole che  la  tangente  in  un   punto  (r^f)  ad  una  delie  curve 

fa  col  raggio  vettore  di  quel  ponto,  è  tguiznr  -j^,  ed  indi- 
ar 

cando  con  a  l'angolo  analogo  per  la  traiettoria,  di  cui   indi- 

dO 
chiamo  con  ^,5  le  coordinate  correnti,  abbiamo  tg;jL  =  p  — ,  e 

up 

d9  d(f 

poiché  (^-  —  Wj  =  jfj ,  è  tg  a  = ^ —  da  cui 


1  ^  ^B  ^ 
rf9 

^-"^''dp   dr 

p  cot  X  —, 1 

'^          d(f 

dr 

dO          ,    • 
cr  — — h  r  cot  X 
dp 

Sostituendo  questo  valore  nella  equazione  differen2iale  del 
1^  sistema  di  curve 


I  e  poi  ponendo  r  =  p,  9=5,  abbiamo  la  equazione  differenziale 

delle  traiettorie 

f.«.-| )=o. 

0*  -j—  +  p  COt  X      / 

*     dp      '^ 
che  per  liB  traiettorie  ortogonali  si  riduce  alla 

Esempi 

1)  Traiettorie  ortogonali  dei  circoli  di  raggio  costante 
r  e  col  centro  suirasse  delle  ascisse. 

La  equazione  dei  circoli  è  (;  —  a)*-f  >;'  =  r*,  a  essendo  il 
parametro  variabile,  e  la  loro  equazione  differenziale  è  quiudi 

('!■)'-•='"■ 

cosicbc  quella  delle  traiettorie  ortogonali  ò 


(  y  -i—  )  4- 1/'  =  r'  ossia  dx  4-  -^-^ —  =  0, 

\    dy  /     "  y 

dove  al  radicatesi  sottintende  preposto  il  segno  it;  T integrale, 
e  quindi  l'equazione  delle  traiettorie  ortogonali,  è 

%f 
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Esse  sono  delle  trattrici  (Vedi  Voi.  I,  pag.  570,  eserc.  8), 
le  quali  tutte  si  ottengono  da  una  di  esse  facendola  scorrere 
in  modo  che  i  suoi  punti  si  muovano  lungo  rette  parallele  al- 
l'asse delle  X. 

2)  Traiettorie  ortogonali  del  sistema  di  rette  y^ax-h^ia). 
Questa  stessa  equazione  ò  quella  delle  traiettorie  purché  a 

si  ricavi   dalla  equazione  che  corrisponde  alla  (4)  nel  nostro 
caso,  cioè  dalla 

1-f  a'-f  a[a:  +  f  (a)]-7-=i:0  ossia  -t-+z =  =  — r-i-^, 

equazione  lineare  il  cui  integrale  è 

]/ìT^'  l    J  l/l-fa*  J 

Considerando  a  come  un  parametro  variabile,  questa  equa- 
zione e  la  t/zzzax  +  ^l^ia)  ci  danno  le  coordinate  dei  punti  delle 
cercate  traiettorie,  e  la  eliminazione  di  a  ci  dà  la  loro  equa- 
zione in  coordinate  a?,y.  Cosi  in  particolare  se  (/^(a)  =  0,  le 
traiettorie  ortogonali  delle  rette  yrrax  sono  date  da  y=zax^ 

arzz: --==•,  cioè  sono  i  cerchi  a:'  +  t/'  =  C*. 
1/1  + a*  ^ 

3)  Traiettorie  sotto  un  angolo  a  =  dr  — -  del  sistema  di 

ó 

parabole  ;'zz:2a{>3  —  ^l/5). 

Gli  assi  delle  parabole  sono  rette  parallele  all'asse  delle 

y,  la  retta  S=  -y=  è  una  tangente  comune  a  tutte  le   para- 

bole  nell'origine  delle  coordinate,  ed   il  luogo   geometrico  dei 

vertici  delle  parabole  è  la  retta  ?=^^>?. 

L'equazione  differenzialo  delle  parabole  é  --7T'  =  -rr'— 1/3, 

37 
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cosichÀ  l'equazione  differenziale  delle  traiettorie  è,  se  a=  — , 

à 

la  equazione 

dy      1   _j 


dx   [/s  2.y      ,/-       .     dy 

,    ^     , =  -^ 1/3  ossia  -r-  = 

1         dy  T       "^  dx 


dy_^  ^  dx       ix—^'ò 

(/3  '    dx 

equazione  omogenea  il  cui  integrale  è  y*  =  C(x — yl/3),  che  rap- 
presenta delle  parabole  i  cui  assi  sono  paralleli  all'asse  delle 

X 

X,  la  retta  y=i—=.  è  una  tangente  comune  nell'origine    delle 
|/3 

coordinate,  ed  il  luogo  geometrico  dei  vertici  delle  parabole  è 

1/3 
la  retta  y  =  ^^x. 

Se  a  =  —  -^  ,  la  equazione  differenziale  delle  traiettorie  è 

d^^y—^V^^  il  cui  integrale  l/3"(a^ 4- /)  —  2a:y  =  e   rap- 

dx       yi/S  —  x 

presenta  delle  ellissi  simili  col  centro  nell'origine  delle  coor- 
dinate ed  i  cui  assi  sono  le  rette  y  =  ±:x. 

4)  Si  vogliano  trovare  le  traiettorie  di  un  sistema  di  carve 
/'(;,)7,a)  =  0,  tali  che  in  ogni  punto  d'incontro  colle  curve 
del  sistema  la  sottonormale  della  traiettoria  uguagli  la  sotto- 
tangente della  curva  del  sistema. 

Dovremo  allora  avere  >?--r"  =  yrr— i   cosichè  se 

dn      ^  dx  ^ 

^x,y),  —  j  =:0  è  la  equazione  differenziale  delle  curve  date, 

quella  delle  richieste  traiettorie  è 

Cosi  ad  esempio,  date  le  rette  yì-=.al,  la  cui  equazione  dif- 
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ferenziale  è  >7  =  -tt-^,  la  equazione  differenziale  delle  nostre 

traiettorie  è  y  =  -p- ^»  il  cui  integrale  y* — oct^=zG  rappresenta 

delle  iperboli  equilatere. 

5)    Traiettorie  ortogonali  delle  spit^ali    d^  Archimede 

rrzf  +  a. 

L' equazione  differenziale  di  queste  curve,  che  si  ottengono 

tutte  dalla  spirale  d'Archimede  ^  =  9  quando  questa  ruota  in- 

dr 
torno  al  polo,  essendo  -t~=-1,  quella  delle  traiettorie  ortogo* 

gonali  è j--T^rzl,  il  cui  integrale  /&3=7 — rr  rappresen- 
ta delle  spirali  iperboliche,  che  si  ottengono  dalla  spirale  iper- 
bolica fjO=\  quando  questa  ruota  intorno  al  polo. 


Esercizi. 

1.  Si  determinino  le  linee  per  le  quali,  in  ogni  loro  punto, 
la  somma  della  ordinata  e  della  sottonormale  è  una  data  co- 
stante a. 

La  equazione  delle  linee  è  X4-y  =  C  —  alog(y  —  a). 

Se  la  somma  della  ordinata  e  della  sottonormale  deve  es- 
sere una  costante  qualunque^  allora  l'equazione  differenziale 
delle  linee  è  y -fy*  +  y"=0,  e  la  equazione  delle  linee  è 
X'¥y  =  Gx  —  Gt  log(y  — Cj). 

2.  Linee  per  le  quali  il  raggio  di  curvatura  è  costante. 
Tutti  circoli  (a?  — C,)«  +  (y  — C,)*  =  CJ. 

3.  Linee  per  le  quali  è  una  data  costante  a  la  somma  della 

^4-  C 

normale  geometrica  e  della  sottonormale.  Linee  y  =  a-- — p^. 

er —  \j 

4.  Linee  per  le  quali  il  punto  di  mezzo  della  tangente  geo- 
metrica è  sulla  retta  y  =  x. 

Le  parabole  y*z=C(y  —  a?),  che  passano  per  T origine  delle 
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coordinate  ove  sono  tutte  tangenti  alla  retta  yzzzx;   Tasse  di 

n 
ciascuna  parabola  è  la  retta  y  zz:  —  . 

5.  Problema  precedente  relativo  al  punto  di  mezzo  della 
normale  geometrica. 

6.  Linee  per  le  quali  Tarea  compresa  tra  l'asse  delle  .^, 
la  curva,  un'ordinata  fissa  qualunque  e  l'ordinata  y  corrispon- 
dente ad  una  ascissa  generica  x,  è  uguale  al  cubo  dell'ordi- 
nata y  diviso  per  l'ascissa  z. 

Equaz.  linee  (or* — 2yV— Cx*  =  0. 

Se  l'area  deve  essere  quella  compresa  tra  l'ordinata  y  e 
la  ordinata  fissa  corrispondente  ad  una  data  ascissa  a?o>  si  ha 
la  sola  curva  (a?*  —  2y^f  —  jrjx*=0. 

7.  Linea  per  la  quale  l'arco  contato  a  partire  dall'origine 

delle  coordinate  è  =  -p-  sen*  «,  dove  h  è   una   costante   e   a 

l'angolo  che  la   tangente  alla  estremità  dell'arco  fa  coli' asse 
delle  CD. 

L' equaz.  difi*.  del  problema  è 

(1  -h  V'*)  *  =3Ay"  sen(arc  igy')  cos(arc  tgy'), 


t 


il  cui  integrale  generale  è  (x  —  C,)^+(y  — Cg)^=A^.  Le  co- 
stanti C|,C2  dovranno  essere  determinate  in  modo  che  la  curva 
soddisfaccia  alle  altre  condizioni  del  problema,  cioè  passi  per 
l'origine  delle  coordinate  e  l'arco  sia  zero  per  x=0;  si  trova 

JL        ±         1- 

così  la  curva  {x  —  h)^  -f  y  *  ==i  A«  . 

8.  Determinare  la  curva  per  la  quale  s=  -^Aa*,  dove  h  ìn- 
dica l'ascissa  del  punto  in  cui  la  curva  tocca  l'asse  della  x,  s 
l'arco  contato  a  partire  da  questo  punto  fino  al  punto  gene- 
rico M,  ed  a  Tangolo  della  tangente  in  M  alla  curva  colf  asse 
delle  X. 
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La  sviluppante  di  circolo 

X  =  A(cos  a  +  a  sen  a),  y  rz  /j(sen  x  —  a  cos  ol). 

P.  Linee  per  le  quali   Tarco  è  in  rapporto  costante  h  col 
raggio  di  curvatura  al  suo  estremo. 

Le  curve  le  coordinate  dei  punti  delle  quali  sono 

X  — Cj  =Ci  e**  [h  cos  3f  +  sen  a],  y  — 63=  CiC'^*  [h  sen  «  —  cos  x\ 

che  si  riconoscono  per  spirali  logaritmiche  trasportando  gli 
assi  coordinati  parallelamente  a  loro  stessi  nel  punto  di  coor- 
d i nate  (G,, 03)0  poi  passando  alle  coordinate  polari  col  polo  in 
questo  punto  e  coli' asse  polare  passante  pel  punto  di  coordi- 
nate (CiA,  —  Ci)  rispetto  al  secondo  sistema  di  assi.  L'equazione 
delle  curve  è  allora  p  =  C\(\  -f  A*)  e*** 

10.  Lìnee  per  le  quali  il  raggio  di  curvatura   è  uguale  in 
ogni  punto  al  raggio  vettore. 

I  circoli  col  centro  nel  polo  e  le  curve 

5=:  7;-  l/^fCi  —  CJ  —  are  sen  •  "^    ^  +  C^. 
ti  /i 

(Indicando  fx  l'angolo  che  la  tangente  in  un  punto  di  coor- 
dinate (p  /j)  della  curva  fa  col  raggio  vettore  di  quel  punto  è 

ig  uL=^(j  -7—,  cos  a  r=  -^,  sen  u  =  p  -v-  ,    dove   al   solito    cls 

CuP  ClS  CLS 

è   l'elemento  d'arco  di  curva.  Si  osservi  perciò,  che  al  rag- 
gio di  curvatura  R  può  darsi  la  forma  R  =  -^t^^— ^ — r  rz  ^~^, 
"  '^  d{osen'j.)        dp 

dove  p=:|&  sen  a  à  la  distanza  della  tangente  dal  polo). 

11.  Linee  per  le  quali  la  distanza  della  tangente  dal   polo 

è  in  rapporto  costante  —  col  raggio  vettore. 

Le  spirali  logaritmiche  pzzCe    '*'"* 

12.  Linee  per  le  quali   la  parte  di  tangente  compresa  tra 
il  punto  di  contatto  e  quello  nel    quale  la   perpendicolare  al 
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raggio  vettore  condotta  pel   polo  taglia  la  tangente  è  ia  rap- 
porto costante  u  col  raggio  vettore. 

e 


Le  spirali  logaritmiche  /j  =  C«  l^f*"-» . 

IH.  Linee  per  le  quali  il  raggio  di  curvatura  è  una  dati 
funzione  f{x)  dell'angolo  a  che  la  tangente  fa  colFasse  delle 
ascisse. 

a?-f  C,  =  J/'(a)  cosadaf,  y-f  CjZr  J/'(a)  senxdx. 

Casi  particolari: 

a  ai  ^•^^'       -  5?^) 

/*(«)  =  — r—»  le  catenarie  v  +  C2  =  -7r-<e    «   -f  e      «  >; 
^         cos*  a  "^  2  (  ) 

/(a)=z  r^^,  le  parabole  (y  +  C,)'  =2aiC,—  a.)  ; 


Ìa?  +  Ci  =  a(cos  a  4-  ^t  sen  a) 


/*(«)=  aa,  le  sviluppanti  di  circolo  j 

(y  -f  Cj  =  a(sen  a  —  a  cos  :t). 

14.  Linee  per  le  quali  il  raggio  di  curvatura  è  uguale  alla 
distanza  della  tangente  dal  polo. 

Ci54-C2=|//o«  — C{-f  Cj  are  sen  — ^ . 

15.  Linee  perle  quali  il  settore  compreso  tra  l'asse  polare 
la  curva  ed  il  raggio  vettore  OM  è  proporzionale  all'area  d^l 
triangolo  formato  da  OM,  la  normale  in  M  alla  curva  e  la  per- 
pendicolare in  P  ad  OM. 

Equaz.diff.  ^-^^*=0. 

gI/ì        gì/ 1 
Le  linee  sono  fJ^z:zC[e       *  +  ^        *]  se  A>0,  e 


f.*iz:Ccos(  a;!/ — 7-j  se  A:<0.  In   particolare   per   ézz— ^ 
si  hanno  le  lemniscate  f.*=Ccos25. 


(a-i-w»  _  ma»-**)  —  5pT^ (a:*+~ + ma'-^'^)  ; 


^~2(1  — m)^  '      2C(l-fm) 

e,  se  w  =  ±l,  y  =  ^h-*-l^g-^]—  4C"(^"*"^^^^ 

Se  l'arco  deve  essere  contato  a  partire  dal  punto,  di  coor- 
dinate {a,b)y  sulla  linea, allora  si  hanno  le  due  sole  linee  che 

si  ottengono  dall'equazione  precedente  facendovi  C  = y=ì^ — . 

17.  Le  traiettorie  ortogonali  dei  circoli  che  toccano  una 
data  retta  in  un  suo  punto  fisso  sono  i  circoli  tangenti  in  quel 
punto  alla  perpendicolare  condotta  per  esso  alla  retta  data. 

18.  Le  traiettorie  ortogonali  di  un  sistema  di  ellissi  omo- 
focali  formano  il  sistema  delle  iperboli  omofocali. 

19.  Le  traiettorie  ortogonali  delle  spirali  logaritmiche 
pzizaé^^y  se  si  prende  a  pel  parametro  variabile,  sono  le  spi- 

rali  logaritmiche  pz:zCe    »»,  e  se  si  prende  m  per  parametro 

variabile  sono  le  curve  p-znae 

20.  Le  traiettorie  ortogonali  dei  circoli  col  centro  sull'asse 
delle  y  e  tangenti  alle  rette  y^zmx,  yzz.  —  mx  sono  le  curve 

{y  ±  l/i/«— mV)  {y\/  Th^:^  [/y^-rn'x'f"^"  =  Gx. 


Se  m  =  |/n* — 1,  dove  n  è  intero,  esse  sono  algebWche. 
21.  Traiettorie  oblique,  ad  angolo  a  =  are  tg/^,  delle  curve 
y  =  ax^. 

La  equazione  dififerenziale  delle  traiettorie  è 

(fxX  +  ny)  dxz=z{x  —  ^ny)dy . 


I 
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16.  Linee  per  le  quali  Tarco  contato  a  partire  dal  punto,  | 

la  cui  ascissa  è  a,  è  in  rapporto  costante  —  col  segmento  che 

la  tangente  all'estremità  dell'arco  determina  sull'asse  delle  y 
a  partire  dall'origine. 
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Se  n=l,  le  linee  date  sono  rette,  e  le  traiettorie  spirali 
logaritmiche.  (Ciò  anche  si  ricava  immediatamente  trattando 
questo  problema  speciale  in  coordinate  polari). 

Se  n  =  — 1,  le  curve  date  sono  iperboli  equilatere  aventi 
gli  assi  coordinati  per  asintoti,  e  le  traiettorie  sono  le  iperboli 
equilatere  fjL(y*  —  a?') -f  2a:t/ =:  C,  i  cui  asintoti  comuni  sono  le 

rette  v  =  — .  . 

lzt|/l-fa* 

Se  le  traiettorie  debbono  essere  ortogonali,  esse  sono  le  el- 
lissi 0  iperboli  a?*-f  ny*zrC. 

22.  Si  determinino,  pel  sistema  di  curve  yz^aj?'*,  le  traiet- 
torie tali  che  in  ogni  punto  di  incontro  con  una  curva  del 
sistema,  le  tangenti  alla  curva  e  alla  traiettoria  siano  simme- 
tricamente situate  rispetto  alle  coordinate  di  quel  punto. 

Le  traiettorie  richieste  sono  le  linee  rc'*y  =  C.  Pern  =  l  le 
linee  date  sono  rette  e  le  traiettorie  iperboli  equilatere. 

23.  Le  traiettorie  oblique  delle  curve  ottenute  dalla  curva 
yz=zf{x)y  quando  essa  si  muove  in  modo  che  i  suoi  punti  de- 
scrivano rette  parallele  all'asse  delle  y,  sono  le  linee 

V-fC=  I  ^-^— ^ Tn — c?;r.  Ad  es,:  se  la  curva  è  la  parabola 

J  cotcf.  —  f\x) 

y^=:2px,  le  traiettorie  ortogonali  sono  le  parabole  semicubi- 
che (y  +  Cj«  zi: -|^  a;'. 

24.  Le  traiettorie  oblique  delle  curve  ottenute  dalla  0=f{p), 
quando  essa  ruota  intorno  al  polo  in  modo  che  i  suoi  punti 
descrivano  circonferenze  col  centro   nel   polo,  sono  le  linee 

Q_^c—  ri-^/^r(p)cota  dp 


J    cot  «  — 


Ad  esempio  :  se  la  curva  data  è  la  spirale  logaritmica  p=e'"0, 

-2±£ 
le  traiettorie  ortogonali  sono  le  spirali  logaritmiche  pzzie    "»  ; 

se  la  curva  è  la  spirale  logaritmica  p=^e^,  ed  a  =-t->  ^®  *^*' 
iettorie  sono  i  circoli  col  centro  nel  polo;  se  la  curva  è  un 
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circolo  di  raggio  r  e  che  passa  pel  polo,  le  traiettorie  ortogo- 
nali sono  le  linee 

9  1 


f 


5-fC=arccos  -(- l/4r«  — p^ 

25.  La  equazione  differenziale  delle  traiettorie  ortogonali 
delle  tangenti  alla  curva  /'(;,)5)iz:0  (sviluppanti  della  curva 
data)  si  ottiene  eliminando  ; ,  ??  tra  le  equazioni 

/•(;,>j)  =  0,    H-y'^  =  0,  i/'(!/->3)-4-x  — 4  =  0. 


Soluzioni  siniTolttri  delle  equazioni  differenziali 
di  primo  ordine. 

190.  Senza  entrare  in  particolari,  ci  proponiamo  ora  di  dare 
un  cenno  per  le  equazioni  differenziali  di  primo  ordine  delle 
soluzioni  singolari,  che  abbiamo  visto  presentarsi  nella  equa- 
zione di  Clairaot,  cioè  di  quelle  funzioni,  non  contenenti  co- 
stante arbitraria,  che  soddisfanno  ad  una  data  equazione  e  che 
non  si  possono  ricavare  dall'integrale  generale  attribuendovi 
alla  costante  arbitraria  un  particolare  valore. 

Sia  f(d;,y,C):r=0  l'integrale  generale  della  equazione  diffe- 
renziale f{x^y  ,y)z=:Q,  di  guisa  che  eliminando  C  tra  la  9=0 

e  la  -—-  +  -—-  j/'  =  0  si  ottenga  ^/'^O,  dove  a  non  contiene  y\ 
ux       Oy 

Otterremo  lo  stesso  risultato  anche  supponendo  C  tale  funzio- 

ne  di  x^y  che  sia  r^r  :7~=^t),  giacché  allora  derivando  rap- 
óKj   ax 

porto  ad  07  la  9=0  otterremo 

dx^  dy  "  ^  dG  Lo*      dy  ^  J        Ox       Jy  *        * 
ed  il  risultato  della  elimiaazione  di  C  tra  questa  equazione  e 
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la  9=0  sarà   ancora,  come  quando  suppouevasi   C  costante, 

fx/'zzO.  Ora  alla  r;?-  :7-=0   possiamo  soddisfare   prendendo 

dC 

---  =0  cioè  C  costrinte,  ed  allora  la  (fzzO  è  ancora  Tinle- 

dx  '  ^ 

graie  generale,  oppure  prendendo  -~n:0,   equazione  che  de- 
vo 

termina  G  come  funzione  di  ^,y,  la  quale  funzione  in  casi 

speciali  solo  potrà   ridursi   ad   una  costante.    Ponendo  per  C 

nella  9  =  0  il  valore  ricavato  dalla  r^=0,  ossia  eliminando  C 

tra  la 

9(^..V.C)  =  0    eia     ^  =  0 

si  ottiene  una  equazione  che  dà  le  soluzioni  singolari  della  pro- 
posta equazione.  Notiamo  però  che,  se,  per  considerare  il  caso 
più  generale,  si  suppone  la  '^  scissa  in  fattori  di  determinata  na- 
tura, alcuni  di  questi  e  anche  tutti  eguagliati  azero  potranno  non 
dare  una  soluzione  singolare,  perchè  potrebbe  qualcuno  essere 
contenuto  come  fattore  in  p,  e  potrebbe  la  '^  =  0  non  dare  alcuna 
soluzione  singolare  perchè  pel  valore  di  G, funzione  di  a;,y,che  sì 

trae  da  t^  =  0,  potrebbero  annullarsi  r^  ®  -r^  ®  quindi  non  po- 
tremo più  considerare  la  equazione  —  +  -p  t''=0.  Gosichè,  otte- 
nuta la  1=0  bisognerà  sempre  provare  i  suoi  fattori  per  ri- 
conoscere colla  diretta  sostituzione  nella  equazione  proposta  se 
ad  essi  corrispondano  0  no  soluzioni  singolari.  Notiamo  ancora 
che  potrà  avvenire  che  la  p  =:0  sia  un  integrale  particolare, 

0  ciò  quando  il  valore  che  si  trae  da  ^=0  riesca   una  co- 

stante. 

Geometricamente  le  soluzioni  singolari  della  f=0  corri- 
spondono all'inviluppo  delle  linee  9(x,y,G)=0  (V.  voi.  I, 
pag.  559),  e  propriamente  a  quella  parte  dell'inviluppo  per  la 
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quale  in  ogni  suo  punto  la  tangente  coincide  con  la  tangente 
della  inviluppata  che  passa  per  esso. 

Le  soluzioni  singolari  possiamo  anche  dedurle  dalla  equa- 
zione differenziale  proposta,  senza  conoscerne  l'integrale  gene- 
rale. Intero,  osserviamo  che  se  dalia  equazione  differenziale 
proposta 

nx,v,y')  =  0  e  dalla  ^4-|^y'  =  0 

eliminiamo  ;/  otteniamo  una  equazione  il  cui  primo  membro 
contiene  <f(a?,y,C)  come  fattore  di  guisa  che  potremo  consi- 
derare la  /*(a?,y,y')=0  come  l'integrale  della  f=0  se  la  y' 

è  data  dalla  -^-f  j^y'zzO.  Derivando,  in  questa  ipotesi,  la 
f=0  rispetto  a   C   avremo  -J-,  -^  =  0,  e  per  eliminare  C 

tra  la  /*=0  e  la  -~t  =  0  basterà  eliminare  tra  loro  y. 

11  risultato  della  eliminazione  dà.  colle  riserve  già  accen- 
nate, la  soluzione  singolare  della  f{x ,y  ,y')^zO. 

A  dilucidazione  della  teoria  che  abbiamo  sommariamente 
esposta,  diamo  alcuni 


Esempi. 

1)  Si  determinino  le  linee  per  le  quali,  in  ogni  punto,  la 
lunghezza  della  normale  è  media  proporzionale  tra  una  quan- 
tità data  a  e  la  sottonormale  aumentata  dell'ascissa  (Leièn/^). 

L'equazione  differenziale  del  problema  è 

ossia,  posto  --^  =  p, 

(1)  aa?  =  y*(l -fp')  —  fltpt/,  da  cui,  differenziando. 
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(2py  — a)  (^ dy-\-ydp)=^0.  Eliminando  p  tra  la  (1)  e 

l'integrale  della  equazione rfy-f-yd/pzrO,  abbiamo  l'inte- 
grale generale  f/^-\-{x — C)*  =  aC,  che  rappresenta  dei  circoli  col 
centro  sull'asse  delle  x;  eliminando  p  tra  la(l)e  la  2py  —  a=0, 
abbiamo,  analogamente  a  quanto  succede  per  la  equazione  di 

Clairaut,  l'integrale  singolare  p^  =  a(x-h  -r-)*  ^^^  rappre- 
senta una  parabola  avente  per  asse  l'asse  delle  X.  Questa  so- 
luzione singolare  si  ottiene  ancora,  come  subito  si  può  veri- 
ficare, eliminando  G  tra  la  equazione  integrale  generale  e  la 
sua  derivata  — 2(a?  — C)  =  a  rispetto  C,  ed  anche  eliminando  p 
tra  la  (1)  e  la  sua  derivata  2yp^ay'=iQ  rispetto  a  p. 

La  parabola,  che  corrisponde  alla  soluzione  singolare,  è 
l'inviluppo  dei  circoli,  che  corrispondono  air  integrale  generale. 

2)  Curva  per  la  quale  la  parte  di  normale  compresa  tra  il 
punto  sulla  curva  e  la  perpendicolare  nel  polo  al  raggio  vet- 
tore del  punto  (normale  polare  geometrica)  è  una  costante 
data  2a. 

La  equazione  differenziale  del  problema  è 

il  cui  integrale  generale  è  /o  =  2a  sen(G  =b  5),  od  anche 
fi  =  2a[C  cos  5  ±:  sen  5  J/l  —  C*],  (in  coord.  cartesiane  (x  —  a  C )■ 
H-  (y^=a|/l  —  c*)*  =  a*)  che  rappresenta  dei  circoli  che  passano 
pel  polo  e  che  hanno  il  centro  sul  circolo  pzua.  La  soluzione 

do 
singolare  si  ricava  subito  eliminando  ^  tra  la  (1)  e  la 

2— -zz:0  ottenuta  derivando  la  (2)  rispetto  a  -y^,  e  si  ottiene 
cosi  f?=zAa^  ossia  pz=z2a. 

3)  La  y  uri -fa; —  soddisfa  alla  equazione   differenziale 

y  =  x-f  ary' f  y*;  è  essa  un  integrale  particolare  o  una  solu- 
zione singolare? 
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Per  riconoscere    ciò  osserviamo  che   l'integrale    generale 
della  proposta  equazione  è  dato  dalle  due  equazioni 

(3)  !/  =  x  +  xp-\'p\  xz=z2{l—p)^Ge'^. 

Ora  se  facciamo  0  =  0  ed  eliminiamo  p  tra  la  prima  di 
queste  equazioni  e  la  a;=:2(l — p),  otteniamo  appunto 

y  =  l-f  a? --,  che,  corrispondendo  a  C  =  0,  non  è  una  solu- 
zione singolare  ma  un  integrale  particolare* 

Per  trovare  le  soluzioni  singolari,  ove  esistano,  eliminiamo 
y'  tra   la  data   equazione   e   la  sua   derivata    rispetto    ad    y\ 

X'\'2y'  =  0;  otteniamo  cosi  f/=x —,   che   però   non   sod- 
disfa alla  equazione  differenziale. 

Per  ottenere  la  soluzione  singolare  dall'integrale  generale, 
dovremo  qui  eliminare  p  e  C  tra  le  (3)  e  la  e'^'^  =:0,  ottenuta 
derivando  la  seconda  delle  (3)  rapporto  a  C,  ossia  eliminare  p 
tra  la  prima  delle  (3)  e  la  e'^-=^0;  ma  quest'ultima  non  può 
essere  soddifatta  che  da  valori  infiniti  e  positivi  di  p.  Quindi 
non  otteniamo,  avuto  riguardo  ai  valori  di  p  che  si  ricavano 
dalia  prima  delle  (3),  neanche  cosi  alcuna  soluzione  singolare. 

4)  Se  l'integrale  generale  d'una  equazione  differenziale  di 
primo  ordine  è  della  forma  (f(x,y)rz:C,  dove  y  è  funzione 
unwalente,  la  equazione  non  ammette  soluzione  singolare,  per- 
chè derivando  rapporto  a  C  avremo  il  risultato  1=0  (Con- 
frontare il  n.  196  del  voi.  I). 

Cosi  pure  si  riconoscerà  subito  che  una  equazione  differen- 
ziale della  forma    — =/'(a?,}r),  dove  f  è  funzione  univalente 

non  ammette  soluzione  singolare. 

5)  L'integrale  generale  della  equazione  9yy'^  —  4i=0  è 
(0?  — 0)*  —  y'=0,  dal  quale  otteniamo,  colla  solita  eliminazione, 
yz=zO,  che  però  non  è  soluzione  singolare  non  soddisfacendo 
alla  proposta. equazione  (Vedi  voi.  I,  pag.  566,  es.  2^). 

6)  L'integrale  generale  della  equazione 
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4(l4-y)-y«(3  +  5y)y«=0èa?+C=  f^Jl^dyzzyVrTy, 

j  21/1 -hy 

ossia  (a;4-C)*=y^l  4- y).  Eliminando  C  tra  questa  ultima  equa- 
zione e  la  2(rr  +  C)z=:0,  abbiamo  y(l-hy)  =  0.  II  fattore  yzrO 
non  soddisfa  alla  proposta  equazione,  e  Taltro  l+y=0  ci  dà  la 
soluzione  singolare,  che  si  ottiene  subito  anche  dall' equazione 
diflFerenziale  (Vedi  voi.  I,  pag.  567,  es.  4). 


Esercizi. 

!•  Curva  per  la  quale  la  perpendicolare  da  un  punto  di 
coordinate  {a,h)  sulle  sue  tangenti  è  di  lunghezza  costante  r. 

L' integrale  generale  dà  le  rette  y— J  =  C(x — a)^rl/l+C*, 
e  la  soluzione  singolare  è  il  circolo  (a? — a)'  +  (y  —  J)*=r*, 
che  è  l'inviluppo  delle  rette. 

2.  Curve  per  le  quali  è  una  costante  —o?  l'area  del  trian- 
golo  formato  dalla  tangente  e  dagli  assi. 

Int.  gen.  t/nzaC  —  C*ar,  soluzione  singolare  xyz=z-^a\ 

3.  (x  +  yy7=x'()+jr'*)(l  +  m»);  int.  gen,  x'4-(y  — C)*  = 

C* 
■z 5,  da  cui  l'int.  singolare  y*=w* a?*:  dall' equaz.  differen- 
ziale ricavasi,  col  metodo  indicato  nel  testo,  ^-; ^^ ?-  — 0? 

(l  +  m*)x* — / 

a?=0  non  soddisfa   alla  equazione.  (Conf.  col  problema  20  a 
pag.  583.) 

4.  Linee  tali  che  il  prodotto  della  lunghezza  delle  perpen- 
dicolari da  due  punti  fissi  (— m,0),(m,0}  sulle  tangenti  sia 
una  costante  A'  (Lagrange), 

Int.  gen.  yz=:Cx-f  l/C*(m*it&*)zt  A*,  dove  al  radicale  si  sot- 
tintende preposto  il   segno  db;    soluzione  singolare  la  ellisse 

—z — TX  -f  4r=l>  6  I*  iperbole  — ^ — rr —  -rr^  1   reale  solo 

se  m^>k\ 
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5.  2f/y'^'^2xijij^x^+f'\=0  ossia  (2yy'^-a?)«=:2(l-y«)-a?^ 
Si  ponga  1  —y*z=:z,  2z — «•z=w.  L'integrale  generale  {x  —  C)* 
-fy*=i=l — C*,  1 — C*>0,  rappresenta  i  circoli  descritti  col 
centro  sull'asse  dell*^  x  e  con  raggi  uguali  alle  rispettive  corde, 
perpendicolari  ad  esso,  del  circolo  a;*  +  y*=  1.  La  soluzione  sin- 

gelare,  inviluppo  dei  circoli,  è  T ellisse  ----fy«=l. 

6.  (l  +  y'')y=2a;  integ.  gen,  le  cicloidi 

aj-fC=a  arccos  -:pl/2a^ — y';  soluz.  sing.  2a— y  =  0. 

7.  y=a|/I  f  y'*;  int.  gen.  y  =  -^(e       +e       K  soluz.  sing. 

8.  yy* — 2xy  +  t/=.0;    int.  gen.  /=2Ca:  — C,  sol.  sing. 

9.  3/«—a:*</' 4-2x3^  =  0;  int.  gen.  :^y—Ca?' -4-30^  =  0;  soluz, 

^^ 
smg.  y  =  ±  —  . 

10.  aryy*  — yy -f  ic=0;  int.  gen.  1 -f  ic*C*  =  Cy';  sol.  sing. 
y*  =  4a:*. 

11.  y'^4-iy'^  =  a(y+6j);  derivando  rapporto  ad  y' abbiamo 
y(3y'-f2i)  =  0,-  da  y'=0  ricaviamo  y  +  J^z=0,  che  soddisfa 
alla  equazione  proposta.  Si  provi  che  non  è  soluz.  singolare, 
ma  integrale  particolare  corrispondente  al  valore  Czz:  —  co 
della  costante  nell'integrale  generale. 


Eqansionl  a  differenziali  totali* 

191.  Nelle  equazioni  differenziali  fin  qui  studiate  compari- 
vano due  sole  variabili  ;  occupiamoci  ora  delle  equazioni  dif- 
ferenziali contenenti  più  di  due  variabili. 

Comincieremo  questo  studio  dando  un  cenno  delle  equa- 
zioni di  primo  ordine  a  differenziali  totali,  che  sono  della 
forma 

Pd^-fQrfy +  Rcf^-f-Tdw  + . . .  =  0, 


dove  P,  Q,  R,...  sono  funzioni  di  i»,i/,;2r,w,... 
Sia  in  primo  iaogo  una  equazione 

(1)  Pdx'hQdy+Rdz=0 

fra  tre  variabili.  Da  una  equazione  (f{x,y ,z)=.C  in  termini 
finiti  ricaviamo 

e  se  le  derivate  r-^  ,  r-^  .  -r^  hanno  un  fattore  comune  ti, 
dx      dy   '  Oz 

r  ultima  equazione  potrà  essere  liberata  da  esso.  In  ogni  modo 

otteniamo  un'equazione  della  forma  (1). 

Inversamente,  però,  una  equazione  (1)  non  conduce  neces- 
sariamente ad  una  relazione  della  forma  <f(x,y,z)z:zC  ;  giacche 
occorre  perciò  che  le  P,Q,R  siano  proporzionali  alle  derivale 
rapporto  ad  x,y,z  di  una  certa  funzione  9.  Quando  dalla (l) 
si  possa  ricavare  una  equazione  ^[x,y,z)z=iC,  questa  dicesi 
r  integrale  generale  della  (1),  e  la  proposta  equazione  a  diffe- 
renziali totali  dicesi  allora  integrabile,  0  che  è  deducibile  da 
una  unica  equazione  primitiva. 

Ora  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  (1) 
sia  integrabile  e  che  tra  P ,  Q ,  R  passi  ia  relazione 

La  condizione  è  necessaria.  Invero  ammessa  l'esistenza  della 
equazione  <^(x,y ^z)-=:C  tale  che 

^  — txP     ^=aQ    ^  =  piR, 
abbiamo 
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ed  in  modo  analogo 

'  \dz    dy  /      ay       dz'  ^\dw     dz /      dz       ax 

moltiplicando  le  tre  ultime  equazioni  rispettivamente  per  R, 
P,  Q  e  sommando  otteniamo  la  (2). 

La  condizione  è  sufficiente.  Invero,  consideriamo  nella  (1) 
come  costante  una  delle  variabili,  poniamo  la  z^  ed  integriamo 
la  equazione  differenziale 

Vdx  ^Qd!y  =  0 

che  ne  risulta.  Sia  f{x,y,z)=i^{z)  il  suo  integrale,  ove  in 
luogo  della  costante  arbitraria  abbiamo  posto  la  funzione  ar- 
bitraria  ^{z)  di  z\  allora  è 

Dico  che,  ammessa  la  (2),  si  potrà  determinare  la  ^{z)  in 

a/* 

modo  che  risulti  ^  —  «//'(js)  =  jaR,  ed  allora  la  (1)  sarà  iute- 

oz 

grabile  ed  il  suo  integrale  sd^rk  f{x,y,z)-=.^{z)\  dovrà  perciò 
'l\z)^^— — <aK  essere  funzione  della  sola  z,  quando  nel  se- 
condo membro  si  sostituisca  per  y  il  valore,  espresso  per  x 
e  z,  ricavato  dalla  f{x,y ,z)'=:^{z),  cioè  dovremo  avere 

—  /-^ — aR|=0.  É  ciò  che  effettivamente  ha  luogo,  giac- 

dx    \dZ  / 

che  abbiamo 

38 
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IL 

la  quale,  essendo  r^=  —  -7:?= tt  ed  avuto  riguardo  alle 

tiX  df  \^ 

formole 

che  si  ricavano  dalle  (3),  diventa 

ossia,  in  virtù  della  (2), 

dx\dz        '     )       Q   (ay        ìx      ^dx  dy) 

Q  (    ay  da?    r 

L'ultimo  membro  es3endo  zero  in  virtù  delle  (3),  abbiamo 
appunto  —  ( -r^—  a  R  J  =  0.  Ed  avremo  allora 

'^{z)=.  ((-r^— fARÌd^4-C,  cosichè,  non  solo  rimane  dimo- 
strato che  la  (2)  è  condizione  sufficiente  alla  integrabilità  della 
(1),  ma  ne  abbiamo  ancora  trovato  l'integrale  generale 

Si  noti  ancora  come  dal  metodo  precedente  risulti  che    si 
può  fare  a  meno,  ove  ciò  torni  opportuno,  di  verificare  se  è  sod- 

disfatta  la  (2),  perchè  se  ~  —  f^R  si  può  ridurre  a  funzione 
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della  sola  z  la  proposta  equazione  è  integrabile,  altrimenti  non 
loé. 

Esempio.  Data  la  equazione 

:j[1  —  (fl;  4- y  +  js;)  C08  (x  +  y +^)]  (d4;  +  di/ +  d;?) 

+ («  4- y -t- ^)  [8en(»  4- y + j?) — log(«  +  y -f- ;j)]djJ  =  0, 

si  verifica  subito  che  è  soddisfatta  la  condizione  di  integrabi- 
lità. Per  integrarla  poniamo  in  essa  dz  =  0,  cosichè  si  riduca  a 

^[1  — («  +  » + ^)  cos(a?  +  y^z)]  {da  -f-  dy)  =0, 

da  cui  cte-f  dy=0,  il  cui  integrale  è  x-\-y  =  ^z).  Cosichè, 

essendo  a=  -7; — z — ; — --^^ ; — ; — —rrry  dovromo  ricavare 

^(z)  dalla  equazione 

JY*\— _aR— —  1      (^  +  y'^^)[sen(x4-y+g)  — log(<p-fy+;g)1 
^^^     ^  z[ì—{x-hy  +  z)cos{x-\-y-¥z)] 

z\  l  —  [^{z)  4-  z]  cos[^  (;j)4-  z]\ 

,  X    1/  N.  j.  .        du      u(senu— logw)      ^   , 

che,  posto  Mz)+z^u,  diviene  ^ Vi ^-r  =  0»  da  cm 

"^        ^  d^r        4:(1  — ucosu) 

logCsen  u  —  log  m)=  log(C;2:),  ossia  sen  w—  log  u=zCz,  sen[^(;j)4-;y] 

—  log[i>{z)'\'Z]z=iCz;  eliminando  ^(z)  tra  questa  equazione  e 

la  x  +  y  =  ^[z)  otteniamo  sen(<r  4- y  4- ;?) — log(a:4-y +  z)=C;j, 

che  è  r  integrale  completo  della  proposta  equazione  a  differen- 

ziali  totali. 

Ì92.  Se  la  condizione  di  integrabilità  non  è  soddisfatta,  la 

equazione 


(1) 


Fdx-{'Qdy^Rdz=0 


non  può,  da  sola,  condurre  ad  una  equazione  in  termini  finiti 
9(^«y»^)=G;  ma  ciò  avverrà  se  la  si  considera  unitamente 
ad  un'altra  equazione  differenziale,  0  ad  un'altra  equazione 
in  termini  finiti  tra  le  variabili  x,y,z.  Il  caso  in  cui  alla  (1) 


■'i 

-i 
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si  aggiunga  una  equazione  di£ferenziale  appartiene  allo  studio 
delle  equazioni  differenziali  simultanee,  che  verrà  fatto  in  se* 
guito.  Supponiamo  perciò  si  aggiunga  una  equazione  'i^(x,y,;s)=0. 
Questa  equazione  ci  permette  di  esprimere  z  e  dz  mediante 
x,y,  e  dx,dy,  cosichò  la  (1)  assumerà  la  forma 

il  cui   integrale  F(x,y,C)z=zO  unitamente  alla   '^(x,y,;?)=0 
costituirà  una  soluzione  della  equazione  (1). 
Esempio.  —  La  equazione 

zdx  —  x*dy  •♦-  xdz=iO 

non  soddisfa  alla  condizione  di  integrabilità.  Poniamo  tra  x^y^z 
la  relazione  xz-=zf{x);  allora  la  equazione  propostasi  riduce 
^WdL  f\x)dx —' x^ dy -=.0,  il  cui  integrale 


p 


f-^d,-,=0 


forma  colla  xz-=if{x)  una  soluzione  della  proposta  equazione. 
193.  Le  considerazioni  precedenti  si  estendono   facilmente 
al  caso  di  una  equazione  fra  n  variabili 

(1)  Pida?i4-P»diP,-hPsCtes-h..  +  Pnrfa?n=0, 

dove  le  P  sono  funzioni  delle  x. 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  alla  integrabilità  della 

/ix  1    u      •             .ij    X    .     ^(w — l)(n  — 2) 
equazione  (1)  è  che  siano  verificate  le  — ^- rp equa- 
zioni che  si  ottengono  dalla 

ponendovi  per  /.,.",>'  tre  diversi  dei  numeri  1,2, 3...n.  La  con- 
dizione è  necessaria,  perchè,  se  esiste  l' integrale  9(a;i,*„...«,)=C 

della (1),  dalle  eguaglianze  j^=k^^{h  =  \,2..n),  dove  k  è 
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un  certo  coefficiente  di  proporzionalità,  risultano  subito  le  (3). 
Per  dimostrare  che  la  condizione  è  sufficiente  si  considera  la 
equazione  Pidxi'^P^dx^  =  0  ottenuta  dalla  (1)  col  supporvi  co- 
stanti le  XifX^,..a>n;  dal  suo  integrale 

dove  in  luogo  della  costante  arbitraria  abbiamo  posta  la  fun- 
zione  if,  si  ricava  ìPi=:-t^,  AP,i=-^;  si   proverà  poi  che, 

ponendo  nelle  —^  —  ifeP^zi:-T-^(X  =  3,4..n)  per  a?,  il  valore 

ricavato  dalla  (3),  si  ha  -r — (y^^ AP^j  =  0,  cosichè  que- 

ste   ^r —  risultano  funzioni  solo  delle  x.,x^...Xn\  allora  l'in- 
tegrale  della 


n  > 


che  è  una  equazione  a  dififerenziali  totali  integrabile  tra  le 
n  —  1  variabili  ^^x^,x^..Xm  determina'^,  e  per  integrarla  si 
userà  lo  stesso  procedimento  riducendo  1*  integrazione  a  quella 
di  una  equazione  tra  n  —  2  variabili  e  cosi  di  seguito;  la  (3), 
postovi  per  ^  la  funzione  ora  determinata,  sarà  l'integrale  ge- 
nerale della  (1). 

Notiamo  in  ultimo  che  delle  equazioni  (2)  solo  ^ ]}        '^^ 

sono  tra  loro  indipendenti,  cioè  tutte  quelle  che  contengono 
una  qualunque  determinata  delle  P,  poniamo  la  P„.  Infatti  da 
tre  di  esse 
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moltiplicando  la  prima  per  Py,  la  seconda  per  — Pp^,  la  teiza 
per  Px  e  sommando  si  ottiene  la 

che  non  contiene  P^. 


Esempi. 


1)  dx-h  diz-^dz+du-h  2(X4-y4-^+u)  {xdx-\'ydy+  zdz-^  wdu)=0. 

Sono  verificate  le  condizioni  di  integrabilità.   Poniamo  x 
ed  u  costanti  ed  integriamo  (a  equazione 

djr  +  rfy-f2(«-hy  +  ;2;-fu)(a?daJ4-yrfy)  =  0; 

perciò,  posto  a;-»- «/  =  !?,  a?*-i- </*  =  «?,  essa  diviene 
dV'h{v-^Z'hu)dw  =  0,  da  cui   log(v-p;J  +  w)  +  M?  =  C,  e 

log(«  +  y  +  ^4-w)4-a:*-hy*=:^U,M),  e  quindi  A= 


a?-*-y+;J+u 


OJ'               1                     1  .  H 

5T  =  -T— T-; TT-  [l+2;j(a?-f y+z+u)]  =  -  2;?,  tì-=-2w. 

di//=— 2;3;d;8:  — 2udu,  <|/  =  — ;?«— u*  +  C; 
e  perciò 

log(x  +  y+4r4-M)  +  a?»-fy*-f2*+u*=C, 
ossia 

g«^+y*^+u«^^  +  y  +  ;?+  W)  =  Ci 

è  l'integrale  generale  della  proposta  equazione. 

Si  può  arrivare  subito  a  questo  risultato  ponendo  nella  data 
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equazione  x-f  j/  +  ;^-fu  =  Wi,  a:*4-y*  +  ;8*4-ti'r=t?i,  cosichè  essa 
diviene  dui  4- Widt^j  m  0,  da  cui  Uié^^zizC. 
2)  Se  nella  equazione  integrabile 

P^dxi  -f  P,da?,  +  . . .  -f  Pnrfa?^ = 0 

le  P  sono  funzioni  omogenee  di  grado  s  delle  x,  giova  porre 
a?,=yia?n.  3C,  =  y,a;^,  ...a?^^j  =  y^iir^,  cosichè  Pi  =  a??,Qi, 
P,=aj^Q,....  dove  le  Q  sono  funzioni  delle  Vif^f-yn-i»  ^  •* 
equazione  proposta  diviene 

Se  Qiyi  +  Qty«  -h  • . .  +  Qnr-iì/n-i  +  Qn=0,  l'equazione  si  riduce 
alla  equazione  integrabile 

Qirfyi  +  Qtdyt  + . . .  +  Qn-i  cfy,-i=0 

con  n  -«  1  variabili  ;  altrimenti  abbiamo  V  equazione 

a?n     Qiyi  +  Qty2+...-fQ,»-iyn-i-*-Qn       ' 

nella  quale  il  secondo  termine  è  necessariamente   un  di£feren- 
ziale  esatto. 

Cosi  ad  esempio,  posto  x=:uz,  yznvz^  l'equazione 

{X^  —  y^  +  z^)dx—z^dy-\-[z{y—x)'\'—(f  —  o:?)]dyz=:0 

z 

diviene  (u* — x^-^\)du  —  dt?  =  0. della  quale, conoscendosi  l'in- 
tegrale particolare  vzziu,  si  ha  l'integrale  generale 

c"^  du  4-  C  =  — — ,  e  quindi  quello  della  proposta  equazione 

è   re-^du  +  C  =  ?f_^  doveu=— . 
J  y—x  z 

Cosi  pure,  posto  xzrzx^u,  yzzzy^u,  zzuZiU,  la  equazione 
z{y  +  z)dx-\'z{u  —  x)dy  +  y(x  —  u)dZ'\-y{y-\-z)du:=^0 
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diviene 


il  cui  integrale  è  ^^^£ì±là.—  Q^  «  quindi  quello  della  prò- 
posta  è   ^^  +  «y^c! 


Esercizi 
1.  zdx  —  a^dy  —  xdz=0,  z  +  xy  =  Cx. 
^2.   [2x  +  l  +  3a;»(««  +  x+js)]dx  +  2y(x*+x  +  ;f)dy+d«=0. 

3.  iay-bz)dw+{cz-ax)dy+(òx-cu)dz=0,  ^^"*^=C. 

4,  (y  +  M)  («y  -  «*)  da:  +  (z  +  «)(««  -  «*)  dy  +  (t«  +  y)  («y  -  x*)dz 

a^y  4- y-2:  +  ;s:w  4- uà:  1=  0. 

6.  sen  ydx-\-(x  cosy+ sen  z)dy  -h(y  cos  ^+sen  u)d;z:+;?  cos  u  rftt=0, 
X  seny-hysenz-fj^sen  w--=C. 

7.  (y  +  ;?  -f  M*)  da:  h-  xdy  -t-  a:d^  -f  2wa?dM  4-  2t;dt?  =  0, 
a^(y  +  2)4-a:w'  +  t>'  =  C. 

8.  L*  integrale  generale  della  equazione 
xdX'hydy'hcdzyì  —  '^  —  ^=:0  considerata  colla   equa- 


zione 


9.  La  soluzione  della  equazione  2dx-^xdy-{'ydz=^0  con- 
siderata colla  equazione  y +  ^log^-f?(;s)  =  0  è  ;3rzi:C,  e  anche 
tì?log  a:  -f  X(f'{z)—y  =  0. 
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10.  La  equazione  non  integrabile  xdx  -h  ydy  -{-  zdz  -^  yduzizO 
diviene,  se  vi  si  aggiunge  l'equazione  w=/*(y),  una  equazione 
integrabile  nelle  variabili  x,y,z,  il  cui  integrale  è 

x'^y^^z'-^  2yf{y)  -  2ff(y)  dy  =  C. 

11.  La  soluzione  della  equazione 

(a?*-f  Sf)da?+ (a?  -h^)rfy  -t  y  {dzA-du)  =0, 
cui   si   aggiungono  le  equazioni  x  +  y-^z  =  Ut  y(z  +  x)  =  a,  è 
— -h^— alogi^  =  C. 

Sistemi  di  equazioni  differenaiali  simaltanee. 

194.  Passiamo  ora  a  studiare  brevemente  i  sistemi  di  equa- 
zioni dififerenziali  simultanee,  nelle  quali  la  variabile  indipen- 
dente sia  una  sola  e  le  equazioni  sieno  tante  quante  le  varia- 
bili dipendenti  o  funzioni  incognite  che  in  esse  compariscono. 
Analogamente  a  quanto  si  è  visto  alla  fine  del  n.  168,  ad  un 
sistema  di  k  equazioni  Fi  =  0,  F,z=:0,. ..  Fx  =  0,  nelle  quali 
a;  è  la  variabile  indipendente,  e  che  contengono  delle  derivate 
al  più  d'ordine  n  della  funzione  y,  al  più  d'ordine  m  della 
Zy  etc,  si  può  sostituire  un  sistema  di  n-fm  +  ...  equazioni  di 
primo  ordine,  ponendo 


dz  _       dqi  _^         ^ìa^—n  •• 

d^-^''  'd^-^'''"~d^-^'^'"" 

il  quale  sistema  avrà,  sotto  certe  condizioni,  un  sistema  di 
n-^-m-h..*  equazioni  integrali  contenenti  altrettante  costanti 
arbitrarie.  Eliminando  tra  queste  equazioni  le  n-fm  +  ... — k 
quantità  Pi ,  Pj . . .  Pn-i  »  9i  »  5^»  »  •  •  9  m-i  >  •  •  •  •  potremo  ottenere  k 
equazioni  tra  le  variabili  x,y,z^.,  con  h  costanti  arbitrarie, 


eo2 

che  costituiranno  il  sistema  degli  integrali  generali  o  il  si- 
stema integrale  del  proposto  sistema  di  equazioni. 

Però  il  metodo  generale  di  integrazione  pei  sistemi  di  equa- 
zioni differenziali  consiste  nel  ridurre,  mediante  opportune  ope- 
razioni di  derivazione  e  di  eliminazione,  le  equazioni  proposte 
a  equazioni  differenziali  tra  due  sole  variabili,  che  si  integrano 
coi  noti  metodi.  Cosi,  ad  esempio,  date  le  equazioni 

(1)  y'=f{x,y,z),      z'  =  <t{x,y,z), 

dove  indichiamo  con  apici  le  derivazioni  rapporto  ad  a?,  deri- 
veremo una  delle  due,  poniamo  la  prima«  rapporto  ad  x,  otte- 
nendo cosi 

eliminando  z  tra  questa  equazione  e  la  prima  delle  (I)  abbiamo 
una  equazione  della  forma  ^(x,y,y,y")=0,  che  non  contiene 
più  z  né  le  derivate  di  z,  e  che  avrà  un  integrale  della  forma 

F(^  »  y .  Ci ,  C«)  =  0.  Da  questo  ricaviamo  -r^  4-  —^i  =  0 ,  e 

quindi,  per  la  prima  delle  (1),  -t^  4- -j^/'(ic,y,;j)==0.  Que- 
sta ultima  equazione,  insieme  alla  /*(^,y,Gi,C,)=0.  forma  il 
sistema  degli  integrali  generali  delle  proposte  equazioni  (1). 
Notiamo  che  in  casi  speciali  gioveranno  speciali  artifizi. 


Esempi. 

1)  Date  le  equazioni  y'=a?-fy,  ;?'=y,  derivando  la  seconda 
rapporto  ad  x,  abbiamo  z"=.y'  =zx-\'Z\  ossia  ?!' — jj'  =  a?,  il 

cui  integrale  è  z=l — a,  —  -s-  +  C»  e*+  C,;  questa    equazione, 

e  lay= — 1 — x-f-CjC*,  che  si  trae  della  j8;'=:y,  costituiscono 
il  sistema  integrale  delle  proposte  equazioni. 


}rT- 
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2)  Siano  le  equazioni 

dy 

du  , 

--=my-lz; 

da  esse  ricaviamo  /y-f  W;8;'  +  nu'=0  e  quindi 

(3)  /y  +  »i4r  +  nuz=:A 

dove  A  è  una  costante,  e  yt/*  -\-zz''\'Uu'=0  e  quindi 

(4)  j/«  +  ;8*-hu«  =  B 

dove  B  è  un'altra  costante.  Derivando  la  prima  delle  (2)  ed 
in  virtù  delle  altre  due  abbiamo 

y"=zn{lu — ny)— m(my— /^)  =  /A— y(/*  +  w*+«*) 

ossia,  posto  p*  =  ^-f-m'-f  n'»  y"  -hf^^yzzzlkt  equazione  lineare 
tra  le  sole  variabili  z,y,  il  cui  integrale  è 

/A 

(5)  y  =  CjCOspa?-fC,  senptr  +  — j-; 

r 

in  modo  analogo  dalla  seconda  e  terza  delle  (2)  si  ricava 
z  =  C\  cos  pa?  +  e  2  sen  px  +  — j-, 

I  nA 

'  w  =  C'i  cos  pa?  4-  C",  sen  px-\ — j- 

Tre  qualunque  delle  (3j,  (4),  (5),  (6)  formano  il  sistema  in- 
tegrale delle  (2);  gioverà  assumere  le  (5),  (6)  perché  esprimono 
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le  y^ZfU  esplicitamente  mediante  x;  ma  le  costanti  C  e  le 
costanti  A ,  B  non  sono  tutte  arbitrarie,  tra  loro  esistono  delle 
relazioni  che  si  ricavano  sostituendo  i  valori  (5),  (6)  nelle  (2) 
oppure  giovandosi  delle  (3),  (4).  Ponendo  i  valori  (5),  (6)  nella 
(3)  e  dovendo  questa  essere  soddisfatta  qualunque  sia  il  valore 
di  a?,  dovremo  avere 

(7)  /Ci  +  mC, -f  nC\  =  0,  /C, -f  mG\-h  nG\  =  0. 

La  (4),  sostituiti  in  essa  i  valori  (5),  (6)  ed  avuto  riguardo 
alle  (7)  ci  dà,  in  modo  analogo, 


in  virtù  di  queste  tre  equazioni  e  delle  (7)  rimangono  arbitra- 
rie tre  sole  delle  otto  costanti  A,B,C,,Cj,C'i,C',,C"„C" 
3)  Sia  il  sistema  di  due  equazioni 


•yfi 


dx  dy  dz 

yn^ — j2;**y"*         jS** a?**  —  jc** jj**         rc**y"* — y*^x^  ' 

le  equazioni  propriamente  sono  tre,  ma  una  qualunque  è  con- 
seguenza delle  altre  due.  Abbiamo 

x^dx-\'y'^dy-\-z''dz   _  dy 


0  y^z^ — ;s**y"*       "  ' 

cosichè  dovremo  avere 

x*^dx  -h  y**dy  +  z*^dz = 0  ; 
in  modo  analogo 

a?*^  dx  +  y'^dy  +  z'^dz = 0, 

e  da  queste  si  trae  subito  il  sistema  integrale 


^05 


4)  Per  integrare  il  sistema 


da; d^  _dz 


dove 


giova  introdurre  una  variabile  ausiliaria  t,  ponendo 

dt dx dy  ^dz ldx-\-mdy'\'ndx Idx^mdy  +  ndz 

r~X~T"~'z'~    /X-f mY-f  nZ    ~  l{lx  +  my  +  nz)'hy 

dove  7=/a4-ma'+na"  e  le  X,/,^,n  sono  quantità  da  de- 
terminarsi in  modo  che  sia 

(8)        )  bl'¥b'm'^b'n=lm, 

eliminando  /,9n,n  da  queste  equazioni  ricaviamo 
a  — X        a'        a!' 


(9) 


b       b'  —  l     b" 
e  e      c"—l 


1=0. 


Corrispondentemente  ad  una  radice  \  di  questa  equazione 
cubica  in  X  le  equazioni  (8) sono  soddisfatte  da  valori  li^m^.n^ 
di  l,m,n\  cosichè  dalla  equazione 

di  _     lidx  +  midy-hnidz 


606 

ricaviamo,  integrando, 


?i  t  =z(l^af  -hmiy  +  niZ+  y- )^i 


In  modo  analogo,  indicando  con  /si^t»^;  Is^^^^t  ^  ^^' 
lori  di  Ijin.n  che  corrispondono  alle  radici  \,\  della  (9), 
abbiamo 

e  e 

Da  queste  equazioni,  posto  — ^zzC»,  -i-  =  C„  otteniamo 

che  sono  gli  integrali  generali  del  proposto  sistema. 

Questo  metodo  si  estende  subito  al  caso  del  sistema  geDerale 

cto  rfy  dz du 

X  ■"  Y  ~  z  ~ir — 

dove 

X  =  aar-f  iy  f  cz-f  g^w  + . . .  +  a, . . . 
5)  Siano  le  equazioni 

;s'  +  f(a?)y  +  ?'(a?)jzr=0, 

Moltiplicando  la  prima  equazione  per  y  e  la  seconda  per  : 
e  sommando,  e  poi  la  prima  per  ;;  e  la  seconda  per  y  e  sot- 
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traendo,  otteniamo 

yy' + zt!  +  (y* 4-  z*)  <f\x)  =  Q,  y'z-^s/y— (y*  +  z*)  f (a?)= 0, 
dalle  quali,  dividendo  per  y^-k-z^  e  integrando, 

z 

che  sono  gli  integrali  generali  delle  proposte  equazioni,  i  quali, 
osservando  che  y = 8en[if (a?)-|-C J  l/y'+;s*,  ;2r=co8['>p(a:)4-OJ  l/y^-hz^j 
si  riducono  a 

y  =  Ci  c-^<^'  sen[;//(a;)  +  C J,  ;2;  =  C,  e-<^«*>  cos[^(ic)-f  CJ. 

6)  Si  vogliano  trovare  quelle  curve  gobbe  per  le  quali  la 
parte  di  asse  delle  y  intercetta  fra  l'origine  e  il  punto  d'in- 
tersezione col  piano  normale  in  ogni  loro  punto  sia  una  data 
funzione  f(y)  di  y,  e  la  parte  di  asse  delle  z  intercetta  fra 
l'origine  e  il  punto  d'intersezione  collo  stesso  piano  normale 
sia  una  data  funzione  (f(z)  di  z. 

Poiché  r  equazione  del  piano  normale  in  un  punto  qualun- 
que (x^y.z)  della  linea  cercata  é 

(X-x)d«.4-(Y-ym(Z-.)d.=0  ossia  |gi:^^  =  l, 

le  equazioni  dififerenziali  del  problema  sono 

xdx + ydy  -f  zdz  =  f{y)dy  =z  (f{z)dz, 

che,  integrate,  danno  subito  le  equazioni  delle  curve  richieste 

fny)dy=f<f{z)dz-\-C,,  x'^y'^z'z=z2jf(y)dy^C,. 

Cosi  ad  es:  se  f{y)-=.ff{z)=\,  abbiamo  le  curve 

y  =  ;j  +  C,,  rr«  +  y»  +  ;5*  =  2y+C„ 

intersezioni  dei  piani  yn:;z:  +  Ci  colle  sfere  a?*+(y — 1)*+;2;*=C2', 
(o,  ciò  che  è  lo  stesso,  colle  sfere  a:j*+y*4-(z  —  l)*zi:Ct"). 
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195.  Meritano  speciale  considerazione  i  sistemi  di  equazioni 
lineari  a  cooflScienti  costanti. 

Sieno  le  due  equazioni 

,        j  /;(D)y  +  ?i(D)^  =  Xi, 

(  /i(D)y-h9,(D);a;=X„ 

dove  Xi.Xi  indicano  funzioni  della  variabile  indipendente  Zy 
e  /i(D)>  /t(l))*  7i(D)i  ?f(l))  sono  funzioni  razionali  intere  del 

simbolo  D=  -r— . 
dx 

Operando  sui  due  membri  della  prima  delle  (1)  col  sim- 
bolo 9,(0)  e*su  quelli  della  seconda  col   simbolo  9i(D)  e  sot- 
traendo  runa   dall'altra,   coli' osservare   che    ìy,(D)  yi(D)z 
=:yi(D)y,(D);3;,  otteniamo 

jy.(D)/;(D)-?,(D)/;(D)|y  =  y,(D)X,-9,(D)X., 

la  quale  equazione  lineare  in  y,  indicati  con  liJifini^mf  i 
gradi  delle  funzioni  /l,At7i«?t  ^  con  n  quello  dei  due  numeri 
»»t-f  A,  mi  +  lt  che  non  è  minore  dell'altro,  è  di  ordine  n,  se 
i  termini  di  grado  n  in  D  non  si  elidono  tra  loro.  Se  P  è  un 
integrale  particolare  e  ^Cj ,  a, . .  «^  sono  le  radici  dell'  equazione 
caratteristica  9,(D)/;(D)  — yi(D)/;(D)=0,  abbiamo 

(2)  y=  Ci  e*i«  +  C,  c*2*  + . •  .4- C^  e««*4. P. 

Operando  in  modo  analogo  per  eliminare  t/  tra  le  (1),  si 
ottiene  una  equazione  lineare  d'ordine  n  in  z,  il  cui  integrale 
generale  è 

(3)  z  =  Bi  c«i*  +  B,  ««««  +  ..  .-fP^  c*«*+Q, 

dove  Q  ne  è  un  integrale  particolare  e  le  B  sono  costanti. 

Tra  le  costanti  G  e  B  passano  delle  relazioni,  in  modo  che 
di  esse  rimangono  solo  n  arbitrarie.  Invero,  sostituiamo  i  va* 
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lori  (2)  e  (3)  in  una  delle  (1),  poniamo  nella  prima;  ricordando 
una  nota  proprietà  del  simbolo  D  abbiamo  il  risultato 

(4) 

+  [Cn/;(^n)  +  B,  9,(«,)]  e^n^+rm^  +  ?i(D)Q  =  X,  ; 

ma  hanno  luogo  le  formolo 

|?.(D)/;(D)-?i(D)/;(D)|P=9^D)X,-9»(D)X,, 

{?.(D)/;(D)  -  ?ì(D)/;(D)}Q=/;(D)X,-/;(D)X,, 

dalle  quali,  operando  sulla  prima  col  simbolo  /^D),  sulla  se«^ 
conda  col  simbolo  9i(D)  e  sommando, 

},).(D)A(D)  -  y,(I))/;(D)}  JA(D)P  +  ?i(D)Q[  =  (?^^^^ 

e  quindi  ^,(D)P  +  y,(D)Qzz:Xi.  Cosichè  dalla  (4),  che  deve  es- 
sere identicamente  soddisfatta,  ricaviamo  le  equazioni 

C,/;(«i)  +  B, 9,(«)=0,  €,/;(«.)  +  B,?,(a,)=0, .. . 

Cn/,K)+B«?x(«n)  =  0, 

che  legano  tra  loro  le  costanti  C  e  6. 

Le  (2).  (3),  quando  tra  le  C,B  passino  queste  relazioDi, 
sono  gli  integrali  generali  delle  (1). 

Il  lettore  potrà  trovare  da  se  le  facili  modificazioni  da  in- 
trodursi quando  la  equazione  caratteristica  delle  equazioni  li- 
neari d'ordine  nin  y  e  z  abbia  radici  multiple  o  abbia  radici 
complesse  semplici  o  multiple. 

Il  precedente  metodo  si  estende  facilmente  al  caso  di  un 
sistema  di  un  numero  qualunque  di  equazioni.  Cosi  se  le  equa- 
zioni sono  tre 

/;(D)y  +  ?,(D)^  +  WD)w  =  Xi, 
r.(D)y  +  ?^D)z  +  ^.{D)t.  =  X., 

39 
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ricaviamo  da  esse  la  equazione  lineare  nella  sola  y 


/;(D)  9.(D)  U^)  .v  = 
r.(D)  ft(D)  -WD) 
/;(D)  ?,(D)  ./-^D) 

e  cosi  di  segnito. 


?,(D)  U^) 
?,(D)WD) 


l?.(D)  ^(D) 


l?.(D)  WD)I 


ESBMPI. 

1)  y'+z'  +  y  +  z=x,y'+2z'+3y+4z=x\ 

Qui  ò  /;{D)=D+1,  (p,(D)=D+l.  ^{D)=D+3.9,(D)=2D+4. 
e.  perciò  la  equazione  in  y  diviene  (D+ l)*y=:2  +  2x  — x*,  il 
cui  integrale  ò 


(5) 


y  =  e-'  (C,«+  C)  —  8 + 6« — a;». 


La  equazione  in  2  ò  (D+l)'z=  —  1 — x+a>*,  il  cui  inte- 
grale è  2=«"*(A,a?  +  A,)+7  —  5a!  +  «*,  dove  A», A,  sono  co- 
stanti. Sostituendo  questi  valori  di  y  e  z  nella  seconda  delle 
equazioni  proposte  ricaviamo  tra  le  costanti  Ai, A,,  Ci,Ct  le 
relazioni  A,-hC,=:0,  2A,  +  2C,-»-A,  =  0,  dalle  quali  A|=— C„ 

Q 

A,  =  -r^  —  C,;  cosichè  la  (5)  e  la 

sono  gli  integrali  completi  delle  equazioni  proposte. 

2)  y"  — 3y-»-4y  =  l.  2"-l-V+4^  =  a;; 

qui  è  /;{D)  =  D«-»-4,  9,(D.)=  — 3D,  /;(D)  =  3D,  9,(D)=D»-f4. 
e  perciò  le  equazioni  va.  y  ^  z  sono 

{(D*  +  4/  +  9D'j.y  =  7,  {( D»  -I-  4)' + 9D»|z  =  4«, 
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i  cai  integrali  sono 

7 
(6)       y  zuCi  sen re  +  C,  cosa?+ Cs  sen  Ak  +  C4  cos  Ax  +  -r^  , 

X 

zzzzki  sena;  +  A,  cosa?-f  A8SGn4x+ A4  cos4a?+  —  . 

Sostituendo  questi  valori  in  una  delle  proposte  equazioni 
abbiamo  tra  le  costanti  A  e  C  le  relazioni  Ci -4- 62=0,  C,  -lii  =  0, 
-03  +  64=0,  044-63=0;  per  cui  avremo 

X 

j?  ^Ojsen  X  —  Ci  cos  x  —  C4  sen  Ax  +  C3COS  40?  +  — . 

Questa  formola  è  la  (6)  danno  gli  integrali  generali  delle 
equazioni  proposte. 

Esercizi 

j  integrali  | 

(  xz*z=:xy-\-xz-\'2y  -x-,  {  y-hZ  =  C^e'^. 

2    1  (1 

rrj/"  +  2y'-fa?y  =  0,  \  y  =  -^  (0|  sen  a; -f  0,  cos  a;) , 

xz'-h2z  =  xy';         I  z= —  (C\  sen  a?  +  Oleosa;) 

X 

•^  -t(C3+  20,  cosa?— 20, sen  x). 

X 

„    dx        du        dz    ((«+ì'+^)(y-aO*=C,. 


y+z      z  +  x       x  +  y' 


(x  +  y+z)(y—zy  =  Ct. 


Ali  l  /^      *l'»         i-i     — »|/» 

4.  \  y=tj-i-z;\y  =  Cte       +C,e 


«i/«    ^,..0  ,.  -y^ 


Z'  =  y  —  z;{  2  =  C,f|/2— l)/*^*—  C,(P'2+l)e 
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5.  /  y"=ay  +  bz 

{  z'':=zaiy'\'biZ\  giova  sommare  le  due  equazioni  dopo 
aver  moltiplicato  la  seconda  equazione  per  una  indeterminata 
\  che  si  determina  in  modo  che  risulti  d4-X&i  =  ^(a  +  Aai);  al- 
lora si  trovano  gli  integrali 


«l^a-fr-Xiai       ^    -*l/a+Xiai 


ì,  +  X,«  =  C,e''"^*'"'+C^ 


dove  \,  \  sono  le  radici  della  equazione  a^t+{a — d|)X-d=0, 
^'  ^1^=11^  + 16;?,  U  =  2C,e*'^'  +2C,e"'^'  -C,co$(x|/5)-C48en(x|/5), 

z"  =-8y— 13«  ;  (  « = -  Cie**^*-  Ce"**^' + C8C0s(«l/5)  ->  C,  sen(x|/5). 
7.    y"--y-Zx,  i'^y^-z 

00  _      00 

00  __      00 

-[(C,+C.)e»/*  +  (C,-C,)e~  ^*]sen~^, 


z = (Ce  •/»  +  Ce    »^*)  C08  ~  +  (C^^*  +  C^e  l^'  )  sen  ^. 

8.  y"  =  2y  +  3;i+5,  ;8"  =  — 22y— 15z  +  4; 

29 
y = C,  cos  2a;  +  C,  *6"  2a?+  C,  cos  Zoe  +  €«  sen  3x + -— -, 

11  11  59 

js  =  -  2Ci  cos  2x  —  2C,  sen  2a?  -  -5-  C3  cos  3a;  -  -5-  C4  sen  3x — r^-. 

ó  ó  lo 
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^'  T  =  T^(^'  y*-«'=C..  (y-^)«=C.-2x. 


10. 


xi/—i/—z'=0. 


y=C.x+C„ 


(  m'— «— 5^=0; 

11.  y'  =  ?^=f,  «'=yn£.  u'=y-^+l; 

tt — X  u  —  x  ' 

y = log[C3<C,aJ  +  C,)],  z = log[C,(C,a:  +  C,)]  +  C, .  u=(C,  + 1  )<r  +  +  C,. 

12.  y"+m*z=0,  z"—m*y=0; 

;j  =  [C.e^-c/^]sen^-[C^^-c/^]co8^. 

13.  at/'z=i{b-c)zu,  bz'z=z{c—a)uìf^  cu'z=z(a  —  b)yz; 


J  l/[C,-cC|-ay«i 


14. 


(a-c)][*C,.C.-ay'(ft-a)] 

dy 

co8yco8j8:(8en^-seny)      cosj?cosa:(8enx-8en  z) 

dx 


■I-C3. 


dx 


cos  X  cos  y  (sen  y  -  sena?)  ' 
8ena?4-seny4-senz=C„  sen*a?  +  sen'y  4-8en*;8:  =  C|. 
lo.  /  xy'=,y  +  z,    l  y  =  Cia?sea(logJ?  +  C,), 
(  xz'zny—z;  (  ;3;  =  CiaJCOS(loga;-f  C,). 
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16.  (  y"'+3;^=0,         {  y^C+Caj+Cj^  +  C^x» 

(Può  avvenire,  come  in  questo  caso,  che  le  funzioni  più 
generali  che  soddisfanno  al  dato  sistema  di  equazioni  conten- 
gano un  numero  di  costanti  arbitrarie  minore  del  normale). 

17.  jy"'+5"'-3(y"+^")+3(y'+«')-(y+;j)=0,  jy=c-(C,+C^+C,a^)  +  C,e-' 

18.  y'+{ay+bz)X  =  Xt,  /  + (a>  +  ft'«)X=Xt, 
dove  X,  Xi ,  X,  sono  funzioni  della  sola  ce; 

y+  X,2=c-i»+^»''''A*»  [/(X,  +  X,X,)e'»+Xi'»')A«»-da!  +  C,], 

y  +  X,a =e-<«+^»«'i/='<"  [/(X,  +  X,X,)e'»+^»»''/«'*  da>  +  CJ, 

dove  X,,X,  sono  le  radici  della  equazione  X,a'  +  X(a-&') -i=0. 

^^^^'^  '     ^  20         15  j?^       .^4 

20.  Trovare  le  linee  per  le  quali,  in  ogni  loro  punto,  la 
tangente  abbia  coseni  di  direzione  proporzionali  alla  somma 
delle  coordinate  di  nome  diverso  da  quello  dell'asse  cui  ciascun 
coseno  si  riferisce. 

Q  n 

Le  linee  piane  l/x-hu  +  z^^ — —,  l/a:-fy  +  ;y= — ^— . 
'^  ^  z  —  x  z — y 


-n;w»T 
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Eqaasioni  a  derlTate  parziali  che  contengono  le  derlTate 
rapporto  ad  ana  sola  delle  Tarlabili  indipendenti,  ed  ecf  aa- 
sionia  derivate  parsiali  lineari  con  tre  e  pia  Tar labili. 


196.  Le  equazioni  a  derivate  parziali  nelle  quali  non  com- 
pariscono che  le  derivate  della  funzione  incognita  rapporto  ad 
una  sola  delle  variabili  indipendenti  si  integrano,  come  è  chia- 
ro, coi  metodi  di  integrazione  delle  equazioni  differenziali  or- 
dinarie, considerandovi  come  costanti  quelle  variabili  indipen- 
denti, le  derivate  rispetto  alle  quali  non  sono  contenute  nel- 
l'equazione proposta,  e  ponendo,  neir  integrale  che  si  ottiene, 
una  loro  funzione  arbitraria  in  luogo  della  costante  arbitraria. 

Esempi 

1)  ^  -f  f{w,  y ,  ;?,..>=  9(a? ,  y .  z,.,.). 

Integrando,  considerando  y,z,,.,  come  costanti,  abbiamo 

dove  ^(y,2;,...)  indica  una  funzione  arbitraria  di  y^z^,.. 

dZ 

2)  js  r yh^  =  y^x{eq\x^z.  di  Bernoulli  rispetto  a  ;?  e  x). 


Ox 
L'integrale  è 


yiz''hxy)=<f{y)e'^\ 


dove  ^{t/)  indica  una  funzione  arbitraria, 
l'integrale  è 


r 


i 
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dove  ai ,  a,  sono  le  radici  della  equazione 

/;(y ,  ^)^f + ftiy ,  z> + rs(y ,  ^) = o, 

e  (p,,92  indicano  due  funzioni  arbitrarie. 

197.  Consideriamo  ora  le  equazioni  a  derivate  parziali  di 
primo  ordine  fra  tre  variabili,  che  contengono  linearmente  le 
derivate  parziali,  e  che  si  chiamano  perciò  equazioni  lineari, 
cioè  le  equazioni  della  forma 


(1) 


Pp  +  Qq  =  R, 


dove  P,  Q, R  indicano  funzioni  di  x,y  ,z  e  p=  r— ,  q  =  r^. 

vOD  oy 

Le  equazioni  (1)  possono  immaginarsi  generate  nel  modo 
seguente  : 

Siano  «  =  a(x , y ,  ^),  jS  =  /5(d?  » y  i  ^)  due  funzioni  determinate 
di  x,y,;2:;  stabiliamo  tra  esse  una  relazione  arbitraria  (f(3c,i3)=0, 
cosichè  una  delle  variabili,  la  z,  si  possa  considerare  come  fun- 
zione delle  altre  due  variabili  x,y.  Abbiamo  allora,  derivando 
rapporto  ad  a;  e  ad  y. 


\o7 


(2) 


dalle  quali  equazioni  rimane  eliminata  la  funzione  arbitraria  ^ 

Do       Ocp 
e  solo  in  esse  compariscono  le  derivate  r-^  ,  ^.  Eliminando 

ancora  queste  derivate  si  ottiene 


da       dx  dx        dx 

Ox"^dz^     dy"^^^ 

dx  "^  dz^    Oy     dz  ^ 


che  è  una  equazione  della  forma  (1). 


ex      ox  ox      ox  Ox       dx  ^A 


= 

dx      dx 
dz      dy 

P  + 

dx        dx 

Ox      dz 

?  + 

dx     dx 

dx     dy 

dl5     dfi 
dz     dy 

0/3      D/3 

Ox        dz 

9,3  a^ 
dx     dy 
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Ciò  premesso,  è  naturale,  per  integrare  la  equazione  (1), 
vedere  se  sia  possibile  trovare  due  funzioni  oi(x,y,z)f  ^(^^t/j^) 
tali  che  la  ;;  determinata  da  una  relazione  arbitraria  tra  esse 
f(a,]3)=:0  soddisfaccia  alla  (1),  cioè  sia  tale  che  i  valori  di 
p,q  che  da  questa  si  ricavano,  ossia  quelli  dati  dalla  (2),  sod- 
disfacciano alla  (1)  qualunque  sia  9.  Ora  sostituendo  i  valori 
di  p,g  ricavati  dalle  (2)  nella  (1),  quest'ultima  diventa 

Da.   \    Ox  dy  ^z  /      0/3    \     dx         dy  dz  / 

e  questa  sarà  soddisfatta  qualunque  sia  la  funzione  <p,  se  le 
funzioni   a,/3  saranno  tali  da  rendere   nulli  i  coefficienti   di 

^  ,  -?,  cioè  se  esse  soddisfaranno  alla  equazione 

e  la  integrazione  della  (1)  è  così  ridotta  a  trovare  due  fun- 
zioni a,j3  di  x.y^z  che  sostituite  in  luogo  di  S  nella  (3)  la 
soddisfacciano.  A  tale  scopo  osserviamo  che  se  $= costante  è 
tale  relazione  tra  x^y.z  per  cui  risulti  dj7  =  ,aP,  d;j  =  iJ.Q, 
dz  =  ii.\i,  essendo  fx  una  certa  funzione  di  x,y,z,  diversa  da 
zero,  ossia  se  $  =  costante  è  integrale  delle  equazioni  dififeren- 

ziali  simultanee  -d"=7^  ='n-»  abbiamo 
ir  U  K 

dx  Dy    ^     dz      '  \Dx        dy         Dz     / 

cioè  9  soddisfa  alla  (3). 

Da  quanto  precede  si  ricava; 

Per  trovare  un  integrale  della  equazione  lineare 

Pp-hQq:=R, 
SI   trovino  due   integrali,  risoluti   rispetto    alle  costanti. 
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a(x,y,z)=Cj,  i3(x,j  ,z)  =  C,,  del  sistema  di  equazioni  dif- 
ferenziali ordinarie 


dx 


rfy 


dz 
R  ' 


ed  allora  (t(a,/5)zz:0,  dove  9  è  una  funzione  arbitraria,  è 
un  integrale  della  proposta  equazione. 

È  anzi  l'integrale  generale,  perchè  qualunque  altro  in- 
tegrale ^x,y,z)=zO  della  (1)  ne  è  caso  particolare,  corrispon- 
dente ad  una  certa  forma  particolare  della  funzione  arbitraria 
9.  Invero,  avremo 


D'i/     al         ^  D'I      dh 


dx 


dz 


e  sostituendo  i  valori  di  p  e  9,  che  da  esse  si  traggono,  nella 
(1),  dovremo  avere,  poiché  i|'  =  0  ne  è  integrale, 


ma  abbiamo  altresì 


ed  in  conseguenza 


dx        dy 

--'à- 

=0. 

dx  ^^dy 

<■ 

=0, 

d'P       d-p 

3| 

^^( 

dx         dy 

dz 

d»       dx_ 

dx 

dx         dy 

dz 

Oi3         0/3 
dx        dy 

ai3 
dz 

:0; 
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cosichè,  essendo  nullo  l'Iacobiano  delle  ^,a,/3  rapporto  alle 
variabili  x^y^z,  dovrà  tra  le  funzioni  ^,  a ,i3  passare  una  certa 
relazione  i// =/"(«, /3),  e  l'integrale  '|=:0  si  ricava  perciò  dal- 
l' integrale  (j;(a,|3)=0  prendendo  la  funzione  arbitraria  9  uguale 
alla  f. 

198.  In  modo  completamente  analogo  si  procede  riguardo 
alle  equazioni  a  derivate  parziali  di  primo  ordine  lineari,  fra 
quante  sì  vogliano  variabili. Indicando  con  Pi,Pi,...Pn  le  de- 
rivate di  z  rapporto,  rispettivamente,  ad  ^i,x,,...aCn»  ©  con 
Pi,P,,...Pn,  R  delle  funzioni  di  Xi,x,,...x^,z,  abbiamo  la 
regola  seguente: 

Per  integrare  la  equazione  a  derivate  parziali  lineare 
di  primo  ordine 

PlPl  +  P2P«+...  +  PnPn  =  R 

si  formi  il  sistema  di  equazioni  differenziali  ordinarie 
dXj  dxg  dxn dz 

P,     -     P,  Pn     ~    R 

e  ne  sia 

3f,(Xi,X2.,.X„,z)  =  Ci,  a,(Xi,Xj,...X^,Z)  =  C8,..,an(Xi,Xj...X^,z)  =  C^ 

il  sistema  di  equazioni  integrali  risolute  rapporto  alle  co- 
stanti; allora 

9(3^1,  3f,,...aJ  =  0, 

dove  9  indica  una  funzione  arbitraria,  è  l'integrale  gene- 
rate  della  proposta  equazione  a  derivate  parziali. 

La  funzione  arbitraria  9  potrà  essere  determinata  da  spe- 
ciali condizioni.  Cosi,  ad  esempio,  si  potrà  porre  la  condizione 
che  per  Wi=^3o\  la  z  divenga  una  data  funzione 

z  =  f{xt,v^,..,x^ 
delle  altre  variabili  Xi^x^^...Xn*  Dovremo  allora  determinare 


620 

la  forma  della  9  in  guisa  ohe  per  a?i=:^f  la  equazione  9  =  0 

sia  soddisfatta  da  z=f{r^,x^...Xn\  A  tale  scopo  poaiamo 

«i  =  3ri[^.a^,a:3,...a:^,/T[a?,,a!3...a:J], 


eliminando  ^2«^a*--^n  tra  queste  equazioni  otteniamo  un  ri- 
sultato della  forma  '•PK,a:,«..a^)'^0,  cosichè,  essendo  iden- 
ticamente 

ove  si  prenda  per  9  la  funzione  ^  ora  determinata,  sarà 

l'integrale  richiesto  soddisfacente  alla  voluta  condizione. 

Esempi 

1)  Per  integrare  l'equazione  a  derivate  parziali  lineare 
(x«  -.  y«  _;8«)  p  -f  2xyq  =  2xz 

si  formi  il  sistema  ausiliario  di  equazioni  dififerenziali  ordinarie 

dos        _  dy   _   dz 

per  integrare  il   quale  osserviamo  intanto  che  la   equazione 

dy        dz  */ 

^^  =  -—  ci  dà  -^  =  Ci  ;  ponendo  poi  y  =  dz  nella 

dx  dz  ...  dx  dz 

-5 ì i  =  7{ — »  6ssa  diviene  -z — rr — 7=7—;  =  ^ — ,   equa- 

(  1  -f  C*);;*  -f-  X* 
zione  omogenea,  il  cui  integrale  è  ^ ^-^ =  C,.    Sosti- 
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tueodo  per  CJ  il  suo  valore  -^,  abbiamo   2 =C„clie 

unitamente  a  —  =  Gi  forma  il  sistema  degli  integrali  risoluti 

rapporto  alle  costanti  del  sistema  ausiliario  di  equazioni  diffe- 
renziali. L*  integrale  generale  della  proposta  equazione  a  deri- 
vate parziali  ò  perciò 


,(^±^.^)=„, 


dove  9  è  funzione  arbitraria. 

Si  osservi  anche  che  questo  integrale  può  porsi  sotto  la 
forma 


^(^i£ii .  f  )=o. 


doTe  if  indica  funzione  arbitraria;  basta  notare  che 

•  ( — -z —  •  t;-\— 7~  '  T-;=H— F-  '  T> 

z 
Se  si  volesse  che  per  a?  =  0  fosse  ;?  =  y',  posto 

a= ,    F= -^ — ,    avremmo  che,  per   ff*  =  0,   ^=y'   è 

a  =  l"fy',  i5  =  — ,  dalle  quali,  eliminato  y,  si  ottiene 

a  =  1  +  y^.  Prendendo  quindi  o;(a  ,  j3)  =  a  —  1  —  yj,  si  ottiene 

^ =  1  +  —j-,  che  ci  dà  T  integrale  particolare  richie- 

z  y 

sto  avente  la  proprietà  che   il  valore  di  z^  che  se  ne  ricava, 

sia  ;J=y*  per  a?=0. 
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2)  Equazione  a  derivate  parziali  delle  superficie  cilin* 
driche.  —  Si  vogliano  determinare  quelle  superficie  il  cui  piano 
tangente  in  ogni  loro  punto  è  parallelo  ad  una  retta  x  =  az, 
t/=:bz  (superficie  cilindriche).  L'equazione  del  piano  tangente 
in  un  punto  {x^y.z)  essendo 

Z-z=p{X^x)  +  q(Y^!,), 

la  condizione  che  esso  sia  parallelo  alla  data  retta  è  che  sia 

e  questa  è  l'equazione  a  derivate  parziali  di  qualunque  super- 
ficie cilindrica. 

Per  integrarla  osserviamo  che  dal  sistema  ausiliario  cor- 
rispondente 

dx dy  dz 

"a""  b   ~  1 

si  ricava  x  —  a^  =  Ci,  y  —  bz  =  Ci  e  quindi  l'integrale  gene- 
rale, ossia  l'equazione  di  qualunque  superficie  cilindrica,  è  della 
forma 

(^(x  —  az,  y  —  bz)  =  0. 

Si  voglia  determinare  la  funzione  9  in  modo  che  il  cilindro 
passi  per  la  curva 

f[x,y,z)z=:Q  ,  ^(x,y,;2)  =  0. 

Posto  X  —  az^=oi,    y — bz=:fit  queste  equazioni  diventano 

f(flz-\-a.,  bz-hf^,  z)=0,    ^{az-ha,  bz-^fó,  z)=0, 

dalle  quali  eliminando  z  otteniamo  una  equazione  della  forma 
F(a,/3)==0        ossia        F(x  —  az^  y  —  bz)=zO. 

Dovremo  quindi  prendere  per  é  la  funzione  F.  Cosi  se  si 
vuole  che  il  cilindro  passi  pel  circolo  x*  +  y'  +  ;s'-r*=0,  zz=:Ot 
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elimineremo  z  tra  le  equazioni  (aj?-f  a)'-h(J^  +  i3)*  +  ;8:*  =  r'  e 
;»=0,  ottenendo  cosi  a'  +  /3'  =  r*.  11  richiesto  cilindro  è  quindi 

{x  —  azf  -i-  (y  --  bzY = ^^ 

3)  Equazione  a  derivate  parziali  delle  superficie  coni- 
che^ cioè  di  quelle  superficie  il  cui  piano  taii^ente,  in  ogni  loro 
punto,  passa  per  un  punto  fisso  di  coordinate  (a ,  ^ ,  e).  L'equa- 
zione del  piano  tangente  essendo 

Z— ^z=:p(X— x)  +  g(Y— y), 
Tequazione  a  derivate  parziali  di  tali  superficie  è 

p{a—x)'\-q{p  —  y)  =  c—z, 
il  cui  sistema  ausiliario  è 

doD    dy    dz 

a  —  X      b —  y      e  —z  ' 

l'integrale  generale  è  quindi 

(a  —  X     a — x\      ^ 

equazione  di  qualunque  superficie  conica. 

4)  Equazione  a  derivale  parziali  delle  superficie  di  ro* 
tazione.  Definiamo  queste  superficie  dalla  proprietà  che  la  nor- 
male in  ogni  loro  punto  {x,y,z) 

X  — x-l-p(Z  — ^)  =  0,     Y  — y4g(Z  — ;j)=0 

incontri  una  data  retta,  l'asse  della  superficie,  che  supporremo 
passante  per  Torigiue  delle  coordinate 

aX  +  6Y-fcZ  =  0,     a'X-|.*'Y4c'Z  =  0; 

eliminando  X,Y,Z   tra  le  quattro  equazioni  precedenti  ab- 
biamo l'equazione  a  derivate  parziali  delle   superficie  di  rota- 
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zione: 


a 

* 

e 

0 

a' 

*' 

e' 

0 

1 

0 

P 

a-i-pz 

0 

1 

Q 

y  +  qz 

=  0, 


ossia 

p{mz  —  ny)  +  q{nx  —  Iz)  =  ly  —  ma., 

avendo  posto  l=cb'—db,  m  =  ac—a!G,  nz=iba!—b'a. 
Delle  equazioni  ausiliarie 

dùT'      dy      dz      Idx-hmdy  ^ndz  _  xdx-^-ydy-^-sdz 

mz—ny       nx—'lz      ly^-mx  0  ~  0 

abbiamo  gli  integrali 

e  quindi  l'equazione  generale  di  qualunque  superficie  di  rota- 
zione, il  cui  asse  passi  per  Torigine,  è 

©(te  +  wy-fn^,  a:* -f  y* -!-;?*)  =:0. 

5)  Si  voglia  determinare  quella  superficie  per  la  quale,  in 
ogni  suo  punto,  il  punto  di  mezzo  della  parte  di  normale  com- 
presa tra  la  superficie  ed  il  piano  Z=:Oè  situato  sulla  super- 
ficie cilindrica  parabolica  Z*zi:X  +  Y. 

Le  equazioni  della  normale  nel  punto  (a?,  y^jz)  della  cercata 
superficie  essendo 

X  — a;  +  p(Z— zj  =  0,    Y  — y+g)Z  — ;j)  =  0. 
le  coordinate  del  detto  punto  di  mezzo  sono  ar-f^,  y  +  T-»T' 


6  dovremo  avere  perciò 

che  è  l'equazione  a  derivate  parziali  della  nostra  superficie. 
Le  equazioni  ausiliarie  essendo 

dx dy  dz 

2z~2z~z*—^x-ht/)' 

avremo  subito  x  —  y  =  Ci  dalla  equazione  -^zzz-^;  e  Taltra 
equazione  ^  =  -j —  si  riduce  allora  alla 

é£Z         Z  ~-"  4(X  4"  y) 

^  =  7=Èt4C,  "^  "^"^  %~  f =(^C.  -4x).-S  equa, 
zione  di  Dernoulli,  il  cui  integrale,  risoluto  rapporto  alla  co- 
stante, è  ^•*(^*  — 4(a?  +  y)  — 8)=:C,;  cosichè  le  superficie  ri- 
chieste hanno  una  equazione  della  forma 

%[a!  —  ys  e-*(^«  _  4x  —  4y  —  8)]  =  0, 

dove  Q>  ò  funzione  arbitraria. 
6)  Data  l'equazione 

formiamo  il  sistema  ausiliario 

di-i     dXf     rfr,      _      dr^      __     ^dz      ^ 

il  sistema  integrale  essendo,  come  subito  si  vede, 

r  integrale  generale  della  proposta  equazione  ò 

<i{x\  —  z\  x\—z\  x\—z\  a?5  — ;j«)=0. 

40 


Esercizi 

1.  Equazione  a  derivate  parziali  lineare  xp  -^yq=iO;  in- 
tegrale generale  (f{xy^z)=zO,  dove  9  indica  la  funzione  ar- 
bitraria. 

2.  ^p-a;yg+y«  =  0,  <f(xy,z— ^z=:0. 

3.  {z'  —  y)p'^2x{z'—y)q-\'2zx  =  0,  ^(a?'— i/,  5:+-|-)=0. 

4.  {x-y-^z)pH^y-z)q=z,   ?(^^  ,  ^4^)  =  °' 

5.  [m(x + y)  —  n(;r + 2)]p  +  [n(i/ + jj)  —  /(#  -f  x)]p 

=  /(4;-Har)— m(a  +  y),  ^(to  +  my  +  n-j,  a?y+y;j  +  ;sx)=0. 

6.  (y'Z>^Xp^(z-xyYq  =  {x-yyz,  dove  X  =  a  +  2é4?+c/, 

a[|/X4|/Y+|/Z.  (J+CJC-h|/cX){6+cy-K|/cY)  (64-c:j+|/cZy]=0. 

7.  Determinare  la  superficie  per  la  quale  la  distanza  dal- 
l'origine delle  coordinate  a  un  suo  punto  qualunque  M  sia 
uguale  alla  distanza  dall'origine  al  punto  d'incontro  coU'asso 
delle  z  del  piano  tangente  in  M  alla  superficie  stessa. 

La  equazione  a  derivate  parziali  di  tutte  le  superficie  sod- 
disfacenti alla  data  condizione  è  xp  +  yq  =;? — [/x*  +  y*  +  z\ 
e   le  loro  equazioni  in    termini    finiti   sono   contenute   nella 


9(-|-,  z-h[/x'  +  f-hz')^=0. 


Tra  queste  superficie  quella  che  passa  pel  circolo  x=di 
y*4-;j«z=a*  ha  per  equazione 

2|/5*?6«  iz  +  |/?+y  77*)  —  (^  +  [/x'-^y'  +  z'f  =  6*  ^^'. 

Ir 

8.  Determinare  la  superficie  per  la  quale  la  distanza  da  un 
suo  punto  qualunque  M  al  punto  N  di  incontro  del  piano  tan- 
gente in  M  coir  asse  delle  x  sia  uguale  alla  distanza  dall'ori- 
gine delle  coordinate  al  punto  N. 
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Eq,  a  der,  parziali  2z(a:p  +  yq)=:z^ — a^ — y*;  equax.  delle 

superficie  9I  -^  ,  2 1  =0;  quella  tra  queste  superfl- 

\  X  CD  / 

eie  che  passa  per  la  parabola  z=zO,  t/*:=x  ha  per  equazione 

9.  Si  dimostri  che  tutte  e  sole  le  superficie  date  dalla  equa- 
zione »*  +  y*=c*^*,  dove  e  indica  un  parametro  variabile,  ap- 
partengono alle  superficie  di  rotazione  definite  dalla  equazione 
VP  —  X9  =  0  e  alle  superficie  coniche  definite  dalla  equazione 
xp-hijq^zz. 

10.  Le  equazioni  delle  superficie  che  segano  ortogonalmente 

X*       V*       z^ 
l'ellissoide  — j  +  -^  -f  — ,-  =  1  sono  contenute  nella  equazione 

—5-  ,  ^):=0,  dove  9  indica  una  funzione  qualunque. 
z^       z*^^ 

11.  L'equazione  a  derivate  parziali  delle  superficie  che  se- 
gano ortogonalmente  (superficie  traiettorie  ortogonali)  le  su- 
perficie del  sistema  f{w ^y,z,a)'=.0^  {a  parametro  variabile) 

è  la  -T^i)  +  -r^a=Tr-  dove  si  sostituisca  per  a  il  valore 
Ox         Oy  ^       dz 

ricavato  da  f{x,y^z^a)=zO. 

1)  Siano  le  sfere  (x  — a)*+y*  +  a*i=:a*+ A*,  aventi  i  centri 
sull'asse  delle  os  e  passanti  pei  punti  di  coordinate  (0,0, £), 
(0 , 0 ,  —  i)  ;  r  equazione  a  derivate  parziali  delle  loro  traiettorie 
ortogonali  è  {x^ — y* — z^-hk*)  p -{- 2xyq  =z2xZj  e  le  loro  equa- 

zioni  sono  date  dalla  9I—  , 1  =  0.    A   queste 

traiettorie  appartengono  le  sfere  del  sistema  a?*  +  (y  —  m)* 
+  {z—  ny  =  m'  +  w*  —  A* ,  dove  m ,  n  indicano  parametri 
variabili. 

2)  La  equazione  a  derivate  parziali  delle  traiettorie  orto- 
gonali dei  paraboloidi  di  rotazione  x^hy^=2az  é  2xzp'\'2yzq 
+  a;'-f  !/'=0,  e  le  loro  equazioni  sono  contenute  nella 


JL  ,  ^^yt^2z\  =  0. 
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A  queste  traiettorie  appartengono  gli  ellissoidi  di  rotazione 
«*  +  y»  +  2«»  =  C. 

12.  Equazione  a  derivate  parziali  lineare 

«I  Pi + («  +  a7.)Pt + (« + *t)p$ = *t+ *.  ; 

integrale  generale  (f(ai,«,,«3)=0  dove  g, :=     *       * ; 

or,=tì?i(;y  —  a?,),  «jZnXiU — a?,).  Se  per  ;2:  =  0  si  vuole  che  sia 
Wi  +  Xf  +  x^-=zOf  dovrà  essere  a^(a,-i-a3)z=0  cioè 

13.  <ir8  +  «,  +  ...  +  a?„  +  ;3;)pi  +  (a?j  +  a?4  +  ...  +  a?„+4;+a?i)Pi 

+  ...  +  («  +  »! +  a?8  +  ..  +  a?««,)p«=a?i  +  j7,-f.,  +  a?^; 

f(^i,«f-«n)=0»    d^ve    flri=:u{a7,  — ^ì»»,    a3  =  u(jpt  — jj)»,... 

of^ = u(a:^  -  ar)'»  avendo  posto  u  =  a?,  +  ar,  4- ...  +  x^  +  jj.  Se  per  i = 0 

deve  essere  ir|*  +  a:f -h...  4-0?;;=  1,  dovremo  avere 

_L        Jl  -L 

(«i  +  tf,+...+an)'^*  =  («i~+^t **  +  ••.+  ««*)*,  cioè 


Equasloni  i^  derivate  parziali  di  primo  ordine  non  lineari 
fta  tre  o  più  variabili.  Integrale  completo,  fUngolare, 
generale. 

199.  Consideriamo  ora  una  equazione  qualunque  di  primo 
ordine  a  derivate  parziali  fra  tre  variabili 

(1)  A^,yi^»Ptg)=o. 

Sia 

(2)  F(a?,y,^,a,6)  =  0 

una  relazione  in  termini  finiti  fra  le  tre  variabili  x,y^z  e  due 
costanti  a,b,  che  definisca  z  come  funzione  di  x^y  e  delle  co- 
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stanti.  Derivando  rapporto  ad  a;  e  ad  y  otteniamo 
(3) 


1F  +  ^P=^'  17"^3J«=^' 


reliminazione  di  a,&  fra  le  equazioni  (2),  (3)  dà  per  risaltato 
una  equazione  della  forma  (1).  Supponiamo  che  essa  sia  ap- 
punto la  (1).  La  (2)  dicesi  allora  l'integrale  completo  della  (1). 
Alla  stessa  equazione  (1)  possiamo  arrivare  supponendo  a^b 
non  più  costanti,  ma  certe  funzioni  di  x^y^z.  Derivando  in- 
fatti la  (2)  in  questa  ipotesi,  otteniamo 


(4) 


dove  -r — 


tx       dz  ^      da    dx        ùb  ìx        ' 
-z — ...  indicano  le  derivate  totali  ài  a^b  rapporto 

vX 

ad  o?  e  ad  y.  L'eliminazione  di  a,fr  fra  le  equadòni  (2),  (4) 
condurrà  ancora  alla  equazione  (1)  se  si  suppongono  a^b  tali 
funzioni  che  risulti 

iLif-     ^i*.— 0— —      OF    db  _ 
^^^       da    dx  '^  db    dx~  *da   dy '^  db   dy  ~  ' 

alle  quali  equazioni  possiamo  soddisfare  o  supponendo  a^b  tali 

3F  3F 

che  — -rzO, -rT-  =  0,  ed  allora,  sostituiti  nella  (2)  i  valori 

di  a  ,  &  che  si  ricavano  da  queste  ultime .  equazioni,  la  (2) 
si  chiama  Y  integrale  singolare  della  (1);  oppure  supponendo 
da       db 


si  abbia 


dx  dx 


:0,  ed  affinchè  ciò  sia  à   necessario  e 
da       db 
dy        dy 
sufficiente  che  tra  le  funzioni  a^b  passi  una  relazione  qualàn^ 


fi 
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qae,  cioè  che  b  sia  una  funzione  arbitraria  di  a^b:=^(f{a).  Al* 
lora  le  due  equazioni  (5)  si  riducono  alla  sola 

•:: — H  rrr  -r-  =  0  ossia  alla  -r — h  -r—  9(a)  =0, 

che,  quando  sia  data  la  forma  della  9,  serve  a  determinare  la 
funzione  a  di  x.y^z.  La  (2)  quando  le  a,fr  siano  determinate 
in  questo  modo  si  chiama  V  integrale  generale  della  (1). 

Riassumendo  abbiamo: 

La  F(d?,y,j2r,a,&)=:0,  dove  a,b  sono  costanti  arbitrarie  è 
l'integrale  completo  della  f{x,y^z,p,q):=zQ,  se,  eliminando 
a^b  tra  la  F=0  e  le  equazioni  che  da  essa  si  ottengono  colla 
derivazione  rispetto  ad  a:  e  ad  y,  si  giunge  alla  equazione  fz=iQ^ 
0  alla  ;x/=:0  dove  fx  non  contiene  p,q. 

La  Y(x,y ^z,a^b)-=:zQ,  dove  a,b  siano  quelle  funzioni  di 

OF 
Xyy^z  che  vengono  determinate  dalle  equazioni  -^r— =0, 

Da 

OF 
-rT-=0,  è  l'integrale  singolare  0  soluzione  singolare  della  /*=0. 

La  'P[x,y,z^a,(f{a)]  =  0,  dove  9(a)  è  funzione  arbitraria  di 
a  e  la  funzione  a  di  x^y^z  è  determinata  dalla  equazione 

è  l'integrale  generale  della  /*=:0. 

Si  vede  come  gli  integrali  singolare  e  generale  vengano 
subito  determinati  se  si  conosce  l'integrale  completo. 

Dimostriamo  ora  che  qualunque  funzione  z  di  x^y  che  sod- 
disfa alla  (1)  appartiene  o  all' integrale  completo  0  al  singolare 
o  al  generale. 

Per  provare  ciò,  supponiamo,  per  maggior  semplicità  ed 
esattezza,  che  la  equazione  proposta  sia  della  forma 

(6)  ^=9(«,y,p,g), 
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il  suo  integrale  completo  della  forma 

e  la  funzione  z  di  a!,y  che  soddisfa  alla  equazione  proposta  (6) 
sia  della  forma 

Ciò  non  lede  alla  generalità,  perchè  la  funzione  f{x,y  ,z ,p,q) 
si  può  supporre  ridotta  al  prodotto  di  più  fattori  della  forma 
z  —  <i{x,y,p,q)  ed  analogamente  per  la  F(a?,y,;3:,a,ft)  etc. 
Ora  abbiamo,  per  ipotesi, 

(7) 

r  ultima  delle  quali  è  soddisfatta  qualunque  siano  le  quantità 
a^b,  anche  funzioni  di  x^y. 

Prendiamo  ora  le  a^b  in  guisa  che  risulti 

ffiì  Ì2L  — il     iiL  — ii. 

^  ^  dx  ~  dx   '    dy   ~  dy  ' 

allora  dalle  (7)  avremo 

Ora  se  i  valori  a  ,b  pei  quali  sono  soddisfatte  le  (8)  fossero 
certe  costanti,  la  funzione 

sarebbe  un  caso  particolare  dell'integrale  completo.  Se  invece 
quei  valori  ài  a^b  fossero  delle  funzioni  di  x,y^  osserviamo 
che  allora  dalla  (9)  si  ottiene 

Ox  _  ^     ^  Oa       ^    db 
Ox        dx       da    dx      'ÒF  Tx   ' 

iy        Oy       Oa    Oy       db    dy 


e  quindi,  per  la  (8), 

da    dx       db    dx~  '  da    dy  '^  db    dy  ~   ' 

equazioni  che  corrispondono,  nel  nostro  caso,  alle  (5)  «  e  perciò 
a, 6  sono  tali  funzioni  per  le  quali  la  ^  =  x(^iy)  =  ^(^j.y »<».*) 
è  l'integrale  singolare  o  è  compreso  nell'integrale  generale 
della  (6). 


Esempi. 

1  )  Dalla  equazione  z  —ax  +  by+  ab,  ricaviamo  p  =  a,  g^  =  J  ; 
eliminando  tra  esse  a^b  abbiamo  l'equazione  a  derivate  parziali 

della  quale,  perciò,  z=ax-^by'\-ab  è  l'integrale  completo. 
Ricaviamo  i  valori  di  a,&  dalle 

ed  allora  %-=  —  xy  è  l'integrale  singolare. 
L'integrale  generale  è 

;?=£=  ax  4-  9(a)y  -^a^ifl) 
dove  a  é  quella  funzione  di  a:,jr  che  soddisfa  alla  equazione 

X + 9(a)  '\^{y^^a)  (p'(a)  =  0. 

i 

I  (x + v)' 

:  La  funzione  ;?  = —-  soddisfa  alla  proposta  equazione; 

essa  è  contenuta  perciò  in  uno  dei  tre  integrali.  Non  è,  come 
si  vede,  l'integrale  singolare;  per  vedere  a  quale  degli  altri 
due  appartiene,  poniamo,  seguendo   il  procedimento  esposto, 

azz: 5"^,   è= 5"^,  da  cui  ft=a;  essa  si  ricava  per- 

ciò  dall'integrale  generale  facendovi  9(a)=a. 


\ 


2)  Dalla  equazione 
(10)  2r  =  aa? + 6y  -f  Al/r+oTJTs 

e  dalle  sue  derivate  p  =  a^q=b,  ricaviamo 


(II)  z=pX'tqy'hhl/l+p*'hqK 

La  (11)  è  r  integrale  completo  della  (10). 

L'integrale  singolare  è  la  (10)  dove  a,b  sono  date  dalle 

l/l+a'4-**  l/l+a«4-&* 

cioè  è  a;*4-y*-f  3*  =  A'. 
L'integrale  generale  è 


z  =  ax'\-  (f{a)ìf  +  A|/l  4-  a*  +  y(a)' 
se  a  si  ricavi  dalla 

-^,,       °*_-f(y4.         X'"*_V(a)=0. 
|/l  +a«+  9(a>«       ^         K 1  +a»+  9(a)*  ^ 

200.  In  modo  completamente  analogo  si  procede  per  le  e- 
quazioni  a  derivate  parziali  di  primo  ordine  fra  quante  si  vo- 
gliano variabili  x^,Xl,.,a!n^z.  E  cosi  : 

La 

F(a?i  ,0?, . . .  a?n  »^.  «1»  ^'  • .  0=0 
dioesi  integrale  completo  della 

/'(j?,,a?e...a?„,^,Pi,P2...Pn)=0, 

se  eliminando  le  costanti  a^.a^.^.a^  tra  la  F  =  0  e  le 
OF        9F  ^     DF     ,    OF  ^         9F        OF  ^ 

si  ottiene  la  /*=0,  fatta  astrazione  da  un  eventuale  fattore  che 
non  contenga  le  p. 
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La  F=0,  ove  le  ai,a,,.-a^  siano  quelle  fanzioni  di  Xi.x^., 
x^.z  che  8i  ricavano  dalle 

ò  V integrale  singolare  o  soluzione  singolare  della  f=0. 
La 

dove  <f  indica  una  funzione  arbitraria  e  le  ai,at,...a^t  sono 
quelle  funzioni  delle  Xi,x^..a}niS  che  soddisfano  alle  equazioni 

OF      »F    3?      ^  aF      aF    0?    .         aF    ,  OF     a?     . 
Da,        a^    Dai  do,        a^     aa,  aa^i        af    aa«»_i 

è  l'integrale  generale  della  /'=0. 

Qualunque  funzione  z  di  Tj  ,.Ti ,  ...a;»,  che  soddisfa  alla  /=0, 
appartiene  o  all'integrale  compioto  o  al  singolare  o  al  generale. 


BSBMPI.  . 

1)  Dalla 
(1)  ir=ai  — ^2Ì^+a,aPt+fl,a?, 

ricaviamo 

Pì=     ^-       f  P«=«t.      P8=««. 

dalle  quali,  essendo  già  eliminata  a,,  eliminando  solo  af,a^oir 
teniamo 

Pi=    't        ossia    PiXf=p|-f-pJ. 


a? 


La  (1)  è  l'integrale  completo  di  questa  equazione. 

Non  esiste  in  questo  caso  T  integrale  singolare,  perchè  tra 
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le  equazioDL  che  dovrebbero  determinare  ai^OftO^  figurerebbe  la 

dz 
equazione  assurda   - — =1=0. 

L'integrale  generale  è 

dove  9  è  funzione  arbitraria  e  a^^a^  funzioni   di  x^.x^.x^  che 
si  ricavano  dalle 

2)  Sia  la  equazione 

(2)  log z  4  «;,+,  =  a,Xi  +  a^i  +  . . .  -h  a^v^, 

dove  tra  le  n-f  1  costanti  a  passa  la  relazione 

(3)  (aj  — l)(a,  — l)...(a;,— l)=aja,...a«, 

che  riduce  il  loro  numero  ad  n  arbitrarie. 
Derivando  otteniamo 

ossia 

Pi— ^  =  «(«1—  l),p,  — ;3;i=^(a,— l)....pn— ^=^K  — 1), 
dalle  quali  pip, . . .  p^ = ^s^a, . . .  a^ , 

(Pi  -  ^)  fpj  -  ;?)...(p^  -  ;8) = ^'*(ai  - 1)  (a,  - 1  )...(an  - 1  ) = ^%at.  ..a«. 
e  giungiamo  cosi  alla  equazione  a  derivate  parziali 
(Pi—z){p2—z)...{Pn—z)=PiPt...Pn, 

della  quale  la  (2)  colla  condizione  (3)  è  V  integrale  completo. 
Non  esiste  integrale  singolare  perchè  si  dovrebbe  avere  la 
equazione  assurda  1  =  0. 
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L'integrale  generale  è 

logz+?{ai,at...a„)=a,aj,+ata;,...  +  a,irn, 

dove  a^  è  espressa  colle  ax,at,...af^x  mediante  la  (3),  la  9 
è  funzione  arbitraria  e  le  funzioni  ai, a^.-.a^^  sono  determi- 
nate dalle  equazioni 

0?  ^^  ian    ^   ,  ^  ^a^      0^       Oy  ^^'t  _  ^  ^  ^  ^^'» 
*; — ^•  ;; —  t"= -^i  +  «^i»  t"  >  r^  +  -; —  ■;: —  =z  a^j  +  a?«  -—  ,... 
Jaj     da^  Ja,  Oa»     ao,     Ja^^  da^        *       ^  Oa» 


Oa„.»     aa,  da^,        ""^^  "  aan.i 


Integrrasione  delle  equazioni  a  derivate  parslali  di  primo 
ordine  fra  tre  variabili.  Metodo  di  liacrrangre-Oharplt. 
Integrrasione  di  aleane  equazioni  a  derivate  parziali  di 
primo  ordine  fra  quante  si  vosrliono  variabili. 

201.  Ci  proponiamo  di  trovare  T  integrale  completo  della 
equazione 

Se  fossero  noti  i  valori  di  p  e  g,  la  integrazione  di 
dz=pdx-\'qdt/  ci  darebbe  la  funzione  incognita  z.  Ora  questi 
valori  sarebbero  conosciuti  se  arrivassimo  a  trovare  fra  le  no- 
stre quantità^  (^^y  ,z^p^q  un  altra  relazione 

che  fosse  da  esse  soddisfatta;  perchè  allora  le  equazioni  /*=^0, 
9=0  ci  darebbero  i  valori  dip,9  espressi  per  x^y  ,z^%  questi 
sarebbero  tali  che  la  equazione  a  differenziali  totali 

dz  --pdx—qdy^O 

risulterebbe  integrabile  e  la  sua  integrazione  darebbe  l'integrale 
richiesto.  Tutto  adunque  si  riduce  a  trovare  la  funzione  (p. 


687 
A  tale  scopo  osserviamo  che  dalle  equazioni  /*=0,  9=^0 

si  otterrebbe 

Ox       iz  ^     dp  ix  ^dq   Ox        ' 

ii  +  Ìio  + il  ?^  +  ii  ^  — 0 
3df      <ìz^    dp  3x      ùg   Ùx~~   ' 

3y       iz  ^      Op  Oy      iq  dy 

dy      iz^    9p  iy      Oq   dy        ' 

dalle  quali,  eliminando  -—'  tra  le  due  prime  e  poi  r^  tra  le 
diM  oltime,  rieayiamo 

\Jj?  ap  ~  lipUx/     ^\iz  ip      Op   dz/     ùx\!>q   Op  ~  dp  iq/ 

\0y  iq      iqiy/     ^KOziq      iqùz/      dy\dp9q       dq  Sp /         ' 

sommando  queste  equazioni,  coli  osservare  che  ^  =  .  .     =  r^, 

dx       uxdy      oy 

ed  ordinando  rispetto  alle  derivate  parziali  di  (f,  abbiamo 

dp  d(P      Oq   Oy         ' 

equazione  a  derivate  parziali  lineare  di  primo  ordine  cui  deve 
soddisfare  la  funzione  9  delle  quantità  x,y,z^p,q.  Per  tro- 
vare <f  dobbiamo  quindi  determinare  un  integrale  di  questa 
equazione  lineare. 
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Il  sistema  ausiliario  corrispondente  di  equazioni  differenziali  è 


(2) 


dx          dy 

dz                     dp                dq           df 

dp          dq 

perciò  intanto  un  integrale  di  questo  sistema  ò  f =C,  e  se 
ai=C|  «  a,=:C, ,  «3  =  63 ,  x^znC^^  indicano  gli  altri  integrali, 
l'integrale  generale  della  (1)  sarà  (f[?>^i><x,,a3,94]=0. 

Ma  a  noi  basta  conoscere  un  integrale  particolare,  e  quanto 
più  semplice  sarà  praticamente  migliore,  della  (1),  cosichà  ba- 
sterà conoscere,  oltre  9  =  0,  un  altro  integrale  del  sistema;  ba- 
sterà quindi  integrare  la  più  semplice  delle  equazioni  contenute 
in  (2);  se  cL{a>,yyZ,p,q)'=G^  questo  integrale,  basterà  pren- 
dere 'i'(7,a)=iO  0  più  semplicemente  9= a  —  a  dove  a  è  una 
costante,  cosichà  oi{x ,y ^z^p,q):=za  è  la  relazione  richiesta, 
che  unitamente  alla  equazione  data  /*=?  0  serve  a  determinare 
i  valori  di  p,g.  Riassumendo  abbiamo  la  regola  seguente: 

Per  trovare  l'integrale  completo  della  equazione 

si  formi  il  sistema  di  equazioni  differenziali  (2),  e  se  ne  trovi 
un  integrale 

dove  a  &  una  costante  arbitraria,  tenendo  presente  di  scegliere 
questo  integrale  in  guisa  che  la  funzione  9  contenga  almeno 
una  delle  quantità  p,q\  allora  ricavati  i  valori  di  p , g  dalle 
fznQ,  9^=0  e  sostituiti  nella  dz-^pdx-^qdy^^Q^  si  calcoli 
r  integrale  di  questa  equazione  a  differenziali  totali  necessaria- 
mente integrabile  ;  quest' ultimo  integrale,  che  contiene  due  co- 
stanti arbitrarie,  a  e  la  costante  d'integrazione,  è  l'integrale 
completo  della  equazione  a  derivate  parziali  proposta. 

Notiamo  che  potrà  qualche  volta  essere  più  comodo  deter- 
minare due  integrali  delle  (2),  dai  quali  ricavare  i  valori  di 
p^q  che  si  sostituiranno  nella   equazione  proposta,  ottenendo 
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cosi  l'integrale  completo,  qualora  il  risultato  di  tale  sostitusione 
non  sia  che  una  relazione  tra  le  due  costanti  contenute  nelle 
espressioni  di  p,9«nel  qual  caso  tale  relazione  determina  una 
delle  costanti,  e  dopo  V  integrazione  di  dz  --pdz — qdif^Q  Y  in- 
tegrale completo  della  data  equazione. 

Esempi 

1)  Sia  l'equazione  pq-hxyz^O,  Le  equazioni  ausiliarie  sono 

da rfy dz  dp        dq 

q  ~'~P~  '^pq  ~  Kv^  +  ^!fP)  ~  ^(^^  +  ^!/Qy 
dalle  quali 

ydx — xdy      qdp—pdq  ,  .        qdp-^pdq 

av  —  «flj  hzlau — nx\  ^  hz 


qy  —  px        hz{qy—  px) 


ovvero,   osservando  che  in    virtù   dell'equazione    proposta    è 

xy 

ydx  —  xdt/ qdp — pdq 

^v      ~      pq      ' 

X        p 
che,  integrata,  dà  C —  =  -^,  la  quale,  unitamente  alia  prò* 

posta  equazione  dà  per  p  e  g  i  valori  q=:ay]/z,  p  =  —  x^z, 

avendo  posto  a=^[/ -j^.  In  conseguenza  l'equazione 

dz = pdx  +  qdy  =  —  x[/zdx  +  ayl^zdy, 

Cv 

dz         h       ,  . 

ossia  -r; —  =  —  xdx  -h  aydy 

y  Z  U 

ci  dà  l'integrale  completo  della  proposta  equazione, 


0) 


a 
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Qai  parrebbe  che  non  esistesse  l'integrale  singolare  perchè 

posto  /l[a?,y,;ar,a,i)  =  4|/^ x^-ay^-b,si  avrebbe  la  eqna- 

Of 
zione  assorda  -r^=lz=0.  Ma  si  ossenri  che  la  f(x,y^z^a^b) 

non  ò  funzione  nnivalente  dei  suoi  argomenti  contenendo  il 
radicale  [/z^  mentre  che  nella  teoria  esposta  si  è  sottintesa  la 
condizione  della  univalenza  per  le  funzioni  ivi  considerate.  Per 
scoprire  dunque  se  veramente  vi  sia  V  integrale  singolare  op- 
pure no,  eleviamo  al  quadrato  la  (1)  ottenendo  cosi 

(fi  \« 

derivando  allora  rapporto  a  b  otteniamo  2(  — d^*+ay*+  b\^0, 

cosichè,  senza  che  qui  occorra  calcolare  inoltre  la  derivata  rap- 
porto ad  a,  riconosciamo  che  vi  è  Tintegrale  singolare  z=0. 
L'integrale  generale  è  dato  dalle  equazioni 

dove  (f  ò  funzione  arbitraria. 

2)  Il  sistema  ausiliario  per  la  equazione 

pg+p  +  5  +  x  +  y  +  ;a;  =  0 

.  dx    _    dy    _        dz — rfp  _  —dq 

g  +  1  ~p  +  l  ~2pg  +  p+  q~  1-4-p  "  l  +  g' 

da  cui  cte= — dq,  dy=—dp  e  quindi  g  =  a — x,p=b  —  y; 
sostituendo  questi  valori  nella  proposta  equazione  abbiamo  V  in- 
tegrale completo 

z=^ay-\'bx — xy  —  a  —  b  —  ab; 

si  determina  subito  l'integrale  singolare  ;3:z=l — x — y. 

3)  Tra  le  equazioni  del  sistema  ausiliario  relativo  alla  equa- 
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ziooe 

yp  —  xq  —  Apg=:0 
Ti  sono  le  due  equazioni 

dr     _dp^  <Jy       _      dq 

y  —  hq~q    *—x^hp~       p' 

che,  in  virtù  della  proposta  equazione,  diventano 

dx^^dp^     dy   _  dq 
xq~ pq   '  yp~ pq' 

dalle  quali  si  ricava  pzuax ,q-=zVy,  essendo  a,  V  costanti. 
Sostituendo  questi  valori  nella  equazione  data  troviamo  che 
tra  le  costanti  a,V  deve  passare  la  relazione  a  — è' — Aaè'  =  0, 

da  cui  ricaviamo  6' =  . t\  in  conseguenza  è 

da  cui  l'integrale  completo  della  nastra  equazione 

Manca  Tintegrale  singolare;  e  si  trova  senz*altro  l'integrale 
generale. 

4)  Si  vogliano  determinare  le  superficie  per  le  quali  il  piano 
tangente  in  ogni  loro  punto  (a;, y,;?)  tagli,  sopra  gli  assi  delle 
x^y^ZfàeWe  lunghezze  OA,OB,OC  tali  che 

j?.0A  +  y.0B  +  ;2.0C  =  A. 

L'equazione  del  piano  tangente  in  un  punto  (x^y  ^z)  essendo 

Z— ;j=p(X  -a:)+9(Y-y) 

41 
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abbiamo 

p  q 

e  perciò  l'equazione  a  derivate  parziali  delle  richieste  super- 
j9cie  è 

ossia 

^        y  A  ^ 

—  -¥ z : =  0, 

P        9  px  +  qy  —  z 

il  cui  sistema  ausiliario,  posto  per  brevità  u^zpx-^qy^—z,  è 

dx  dy dz  dp        _        dq 

dalle  quali  si  ricava 

dx     dz       dy      dz  dp  dp 

'x"  T  _Y  '  ^  _    "y^     _    V 

p*  q*  p*  q* 

OR  fi 

che  danno  gli  integrali  p  =  a — ,  9  =  6 —  .  Sostituendo  que- 

z  z 

sti  valori  nella  equazione  a  derivate  parziali  delle  nostre  sa* 

perflcie,  abbiamo 

che  è  r  integrale  completo  e  che  rappresenta  una  famiglia  di 
superficie  di  secondo  ordine  col  centro  nell'origine  delle  coordi- 
nate. In  particolare  per  a  =  2'=  —  1,  e  h  positivo,  abbiamo 

la  sfera  fl?'+y*+;5*  =  '7r-. 


(3) 
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Lo  equazioni  che  servono  per  trovare  l'integrale  partico- 
lare sono 

^(t  +  -t  -  0  -^''*'  ■*■  *^*~^'^  "^ = ^' 

dalle  quali  a*ic*=ftV»  ax  =  ±b!/;  chiamando  X  il  valore  co- 
mune dei  due  membri  dell'  ultima  eguaglianza,  abbiamo  1  valori 

a= — ,  Jniih —   che    sostituiti   in    una    delle  (3)   danno 

j8*  Z  Z 

—  l4--rr  =  0,  da  cui  "kizz^z,  cosichè  a=zd: — ,  b  =  :±  —  , 
X*  X  ff 

i  segni  essendo  tra  loro  indipendenti.  Sostituendo  questi  valori 

di  a,&  nell'integrale  completo,  otteniamo  l'integrale  singolare 

{±xzty  —  z)*=h, 

che  rappresenta  otto  piani  (reali  o  immaginari  secondochò  A>0 
oppure  /i<0)  formanti  un  ottaedro  regolare  col  centro  nel- 
l'origine delle  coordinate. 

202.  Consideriamo  ora  alcuni  tipi  di  equazioni  a  derivate 
parziali  di  primo  ordine,  la  cui  integrazione,  oltre  che  col  me- 
todo del  num.  precedente,  può  ottenersi  con  procedimenti  spe- 
ciali e  semplici,  estendibili  alle  equazioni  di  forma  analoga  tra 
quante  si  vogliano  variabili. 

1)  Equazioni  della  forma  (f{p,q)  =  0.  Si  riconosce  subito 
che  z^zax+by-^-c  dove  a,b,c  sono  costanti  è  l'integrale  com- 
pleto, purché  tra  le  a,b  passi  la  relazione  9(a,&)  =  0. 

Osserviamo  che  anche  le  equazioni,  fra  n-fl  variabili, 
9(Pi>P2«'.Pn)=0  ammettono  l'integrale  completo 

jj  =  aj3?i -h  Oi-Tj  + . . .  +  a,^a?»  4- e, 

se  tra  le  a  poniamo  la  relazione  ?(a, ,a,,...a„)=:0, 


644 

Esempio.  —   La   equazione  ^PiPsPs=^i^t^s>   ovvero   la 

-1  _i  -i 

z  •  dz  z  •  dz  z  •  dz 

—  -r-  — j-  — 3 —  =  1,  si  riduce  alla  forma  ora  conside- 

x^  dxi  ocf  ax%  Xi  ax, 

rata  ponendo 
Xidx^  =  dli ,  a?,rfrt?, = d;, ,  y,rfrp, = d?,  ,  ^  »  rfj?  =  dZ ,   giacchò  di- 

venta  allora-^-  -rr  Tr^  =  lf  "  cui  integrale  è 
a;i  dit  a;, 

dove  a^a^^'=z\.  Dalle  posizioni  fatte  ricaviamo 


cosichò 


4 

dove  aia,aa=  1,  ò  l'integrale  completo  della  equazione  proposta. 
2)  Equazioni  della  forma  f(;;,p,g)=0.  Per  integrarle  si 

ponga  z:=f{l),  ?  =  ip  +  ay,  cosichè  pz::  —,   jzzia-— ,  e  de- 

M?  (In 

terminiamo  z  dalla  equazione  o/f  jy ,  —  ,a-T-ì  =  0,  che  ò  una 
equazione  differenziale  ordinaria. 

Se  si  ricava    :— =  d(ja:  ,  a),  avremo    J=i:   (  t? r  +  J,  e 

T- r-fft   della   pro- 
posta equazione. 

Uuesto  metodo  si  applica   ancora,  come  si  riconoscerà  fa- 
cilmente, alle  equazioni  con  n  + 1  variabili  della  forma  analoga 
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?{^»Pi»P2-«-Pr.)=0»  ottenendone  l'integrale  generale 

Jdz  , 

dz 
avendo  ricavato  ;t7-  =  'J'(^ .  «i ,  a, . , .  a^{)  dalla  equazione 

(dz        dz  dz      dz\      ^ 

Esempi.  —  ;8*  =  p,pt  +  p,p3  +  P^P»  ;  posto  ;  =  a^x^A-  a^%  +  x, 

abbiamo  ;8*=  ( -j^  )  (aja,  +  ai  +  a»),  da  cui  — -  rz:  — 

^»'^  rf^       l/a^aj  +  ai  +  o, 

che  integrata  dà  5= ^-^^ — ^— ^  e  quindi  l'integrale  com- 
pleto della  proposta  equazione 

j/a,a,-faif-a. 


«iXi  4-  flf  JTf  +  ^3  +  ^3 

Sia  ancora  l'equazione  zzupq  ;  applicando  il  metodo  attuale 

si  trova  subito  l'integrale  completo  5= -j-C  «^4- —  +  J  J  . 

Gol  metodo  generale,  osservando  che  le  equazioni  ausiliarie 
sono 

dx dy  _dz dp dq^ 

e  quindi   qzzzx-^a,  pzny-^b^  si  trova  l'integrale  completo 
nella  forma  z  =  {x  +  a){f/'^b). 

Si  osservi  che  l'integrale  generale  è  allora 
jar  =  (x  4-  a)  [(»/-♦•?(«)].  essendo  y+9(a)+ (a?+a)y'(a)=zO.  Prendendo 

9(a)=aia+&i  si  ottiene  ;3?  =  —  —-  (y  +  *i— «iJ»)*,  che  è  della 

forma  del  primo  integrale  completo  trovato.. 
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3)  Equazioni  della  forma  j (a:  ,  p)  =  -^(y  ,  q).  Poniamo 
c(a:,p)=a,  '^{y^q)  =  a  e  ricaviamo  da  qaeste  p=/*(a7,  a), 
q  =  F(y ,  a);  avremo  allora  dalle  prima  di  esse  z  =  jf{x ,  a)dx 
-f.  una  funzione  arbitraria  di  y,  e  dalla  seconda  z=  fF{y ,  a)dy 
+  una  funzione  arbitraria  di  x,  cosichò  la  funzione 

z=zff{x,a)dx-hfF{y,a)dy+b 

soddisfarà  a  tutte  e  due  quelle  equazioni  e  quindi  alia  propo- 
sta equazione  a  derivate  parziali  e  ne  sarà  V  integrale  completo 
colle  due  costanti  a,b. 

Lo  stesso  metodo  è  applicabile  alle  equazioni  con  n  + 1  va- 
riabili della  forma 

/K-Tl  ,Pi)  +  /;(Xt  •!),)  +  ...  +  u^n  •  P J  =  0. 

Infatti  poniamo 

colla  condizione  a|  +  at  +  -..'«  ^^=0  e  da  queste  equazioni 
suppongasi  ricavare 

otteniamo  allora  l'integrale  completo  della  equazione  proposta 

Esempio.  —  pr^xf»-hpf2xr*  +  pr3ir?3^=0. 
Abbiamo  subito  l'integrale  completo 

-1-  JL  J-         «■r-»«3 

Z  = X,  -f  -^-«k  + -^-^Xs    -ì-*, 

essendo  a,4-as+a3=:0.  Se  mi=ni  in  luogo  del  primo  termine 
del  secondo  membro  vi  sarebbe  il  termine  a,*»!  logori  etc. 
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4)  Equazione  di  Clairaut.  —  È  la  equazione  della  forma 

^  =  Pia?i+Pt^t-f...-*-p«x^+9(Pi,p,,...Pn)» 

il  cui  integrale  completo  è,  come  subito  si  verifica, 

^  =  a|ari  +  a^t+  ...4  ana?n-*-?(«i»flt.-»*«ti); 

r  integrale  singolare  si  ottiene  eliminando  le  a  tra  questa  equa-     \ 
zione  e  le 

Esempio.  —  Determinare  la  superficie  per  la  quale  la  somma 
delle  intercetto  sugli  assi  dal  piano  tangente  in  ogni  loro  punto 
è  una  costante  A. 

L'equazione  a  derivate  parziali  della  superficie  cercata  ò 

{px-k-qy—zsi —  + 1|=A  ossia  z^px-\-qy — -^^ — ; 

r  integrale  completo  ò  il  sistema  di  piani 

hah 


z=ax'{-by 7 


al-^b  —  ab* 


Per  trovare  la  soluzione  singolare  elimineremo  ambiva  que- 
sta equazione  e  le 

hb*         _^  ha'         _^ 

""-  {a-\-b-^aby  —  "^     ^      (a^b-abf—''' 

dalle  qoali  ricaviamo  d*yr=a*;c,  e  quindi  a=z      ■    /  " , 

b= ^^ ,    a+b-ab- p;= , 

ed  in  conseguenza  l'integrale  singolare  è 

z  =  di/ te  +  |/y  -  \/h)*    od  anche    J/^  +  J/A = P^*  +  j/y , 
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ovvero,  rendendo  l'equazione  razionale, 

[{z-ì-h—n  —  py—  i{xy  4-  zh)Y = ^^hxyz, 

che  rappresenta  la  superficie  inviluppo  dei  piani  che  costitui- 
scono l'integrale  completo. 
5)  Equazioni  della  forma 

^fi{Pfq.s-pX''qi/)  +  yfJip,q,z-px-qy)  +  /^(p,q,Z'px^qy)=0. 

La  integrazione  di  queste  equazioni  dipende  da  quella  di 
una  equazione  lineare  mediante  una  trasformazione  detta  trO' 
sformazione  di  Leobndrb.  Poniamo 

(4)  u  =  z—pw  —  qi/ 

da  cui  duzn — xdp  —ydq  e  prendiamo  p,q  come  nuove  va- 
riabili indipendenti,  cosichò  allora 

e  la  equazione  proposta  si  trasforma  nella  equazione  lineare 
in  u 

/i(p.g,ti)^  +  /^,(p,g,w)^=/;(p,g,uX 

il  cui  integrale  generale,  della  forma 

9'KP.?.t4)  ,  ^(p,gr,u)]z=0, 

sarà  l'integrale  generale  della  equazione  proposta,  consideran- 
dolo unitamente  alle  equazioni  (4),  (5).  Quando  venga  assegnata 
la  funzione  9,  e  si  eliminino  u,p,q  tra  quelle  equazioni  avre- 
mo un  integrale  particolare  ed  anche,  se  nella  forma  assegnata 
di  9  vi  saranno  contenute  due  costanti  arbitrarie,  un  integrale 
completo  della  proposta  equazione. 

Notiamo  che  una  equazione  qualunque  a  derivate  parziali 
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di  primo  ordine 

si  trasforma,  mediante  la  trasformazione  di  Lboendrb,  nella 

che  potrà  riescire  qualche  volta  più  facilmente  integrabile  della 
proposta. 

La  trasformazione  di  Legendrb  si  estende  alle  equazioni 
fra  n+1  variabili,  e  torna  specialmente  utile  per  quelle  della 
forma 

*iA(Pi  »Pt»  ••  -Pn.  ^— Piar,— Pr»-t— • . .— Pn'O  +  ^fA(.--)  + 
Si  pone 

da  cui  du  =  — a?|rfp,  —  Tjrfp,  — ...  —  r^dp^, 

e  si  prendono  le  p  per  variabili  indipendenti,  cosi  che 

du  du  iu   

dpi  ap,  op^ 

là  equazione  trasformata  è  allora  lineare  etc. 
EsBMPio.  —  Sia  la  equazione 

ovvero  (?a^+py)(^— P^  — ?i/)+pg  =  0; 

^equazione  trasformata  è 

(du  du\  ^ 
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il  cui  integrale  generale  è 

u*— p«  =  9(p«  — 5»). 

Per  avere  V  integrale  completo  della  equazione  proposta  par- 
ticolarizzeremo  la  funzione  9  prendendo  una  funzione,  che  sce- 
glieremo apposta  semplice,  con  due  costanti  arbitrarie;  pren- 
deremo 9(p*  —  q*)=:a{p^ — ?*)  +  *•  Avremo  allora 


u'— p*=a(p*  — 5')  +  J    da  cui    u  =  |/(l-fa)p'— a?'+ft, 


5w  (a+l)p     du _  —  aq 

Op  ~      ^~       u         •  ìq  ~~^~~vr' 


e  quindi 


r««/t 


p= — Ti    g  =  =^,  w*= — r ~-f^,U=  :, 

«+1  «  «+1       a  l/a(a+l)-ax«+(a+l)/ 

avendo   scritto,   in   questa   ultima    formola,   6   in    luogo   di 
J|/a(a4-l);  cosiché,  posto  A  =  |/a(a+  1)— flwp*+(a+  l)y*,  è 

e  l'eguaglianza  w=r;a; — poj—gy  diviene  ;?  =  —  (  1 -j^  "*"      ) 

che  è  il  richiesto  integrale  completo,  che  si  riduce  a 


;j=:il/a(a+ 1)  — ax«H.(a+ l)y« 

scrivendo  b  in  luogo   -^ rr.  Ponendo  aé*=-ai,  (a+l)y=fti 

0  poi  scrivendo  a ,  ^  in  luogo  di  ai ,  &| ,  lo  stesso  integrale  as- 
sume r  aspetto 


^^^ax^^by^—-^ 


ab_ 
b 
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Con  procedimento  analogo  si  trova  che  T  integrale  completo 
della  equazione. 

\  Pi  Pt  Pn  / 


ò 

dove 


z=[/a^x]  +  Otxl  + .  • .  +  a^Tn  —  A 


A  = 


aiClf  .  •  .  ^n 


OtOa..  an  +  aia8a4-«»  +  «i«t^4-«i»+—+  «i^t— ^^n-i 


Esercizi 

1.  z^pq  —  a?y=0,  integrale  completo  az^  +  a*x*^i/*z=:b,  non 
vi  è  integrale  singolare,  l'integrale  generale  è  dato  dalle  due 
equazioni  az*-\-a^x*+y*  —  <f{a)z=z0,z^  +  2ax*  —  <f'{a)=zO;  si  tro- 
vi a  qual  forma  di  9  corrisponde  l'integrale,  ^particolare  del 

generale,  z:=z4*  {x^ — 1)*   j/«  . 

2.  xp'  +  y?'=-ff,  mi  completo  log;g=      _  ,  +  0. 


[/l'ha 


3.  pq^=^ì,  z  =  ax  +  - — h  b. 


4.  coyznpq,  z'=:ax* -{-—-y^  +  b. 

5.  q  —  (f{p,y),  zz=iaa>-hf(f(a,y)dy'\-b. 


6.  p  +  q^xz=:0,  z  = 


|/a;*  +  a* 


7.  p/p+^/5=2a;.  ;,  =  fcl[££)!  +  ay+j. 


8.  g  =  e,  ;8r=aa?  +  e*  y  +  é. 
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9.  q'^y*=^z{z — px\  Iog2r  =  aloga?  +  ftlogy+c  ovvero 
zz=:cx^y^  essendo  a+  J*rz:h 

\Q.z  =  (t\p\  +  x\p\  + ...  -I-  x\p\  ,  2\/z  =  ai  log  a?i  -f  a,  log  jr,  +... 
4-anloga?«-f  &  dove  aJ  +  aj4-...  +  ai=l. 

11.  z'(p'-q')  =  y'-A 

;8*  f  *  ==  xj/a  -  X* + yl/o^* -f  a  are  sen  r^  4- a  are  sen  r^. 

12.  La  integrazione  delle  equazioni  della  forma 
xf{!/,p,z—pa!)  =  qf{y,p,z—px)'\'^y,p,z—px) 

dipende  da  quella  di  una  equazione  lineare  ponendo  uzuz-'px 
e  prendendo  y,p  come  nuove  variabili  indipendenti. 
Un  procedimento  analogo  vale  per  la  equazione 

dove  /i, /!,... Z'^,/' indicano  funzioni  di  x^^,..a;^^  Pi>^-Pi^i* 
Parimenti  l'integrazione  della  equazione 

a-,/;+r./;=p8/i+...+p^^+/; 

dove   le   f\,f%,.^*fnsf  indicano   funzioni    di   a?,..,a:nfPi^Pi» 
z — pxXy — Pt^t,  dipende  da  quella  di  una  equazione  lineare 
ponendo  w=j8: — p^xx — Pt^?,  e  prendendo  Pi«Pt>^si^4...^it  co- 
me nuove  variabili  indipendenti. 
Analogamente  per  la  equazione 

^/i+irt/;-fV3=P4/;4-...+p„A+/; 

dove  le  /;,^.../'^,/' indicano  funzioni  di  ^4,0^5 ,...ir^,Pi,Pi,Pa, 
z—py(Xx — Pt^2  — P»^»;  ^  cosi  di  seguito. 

13.  q^p'^fix)  ,  ax-^-a'^y=Jf(z)^'-^dx-¥b. 

14.  g=p*"XYZ,  dove  X,Y,Z  indicano  funzioni  rispetti- 
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vamente  della  sola  x,  della  sola  ^,  della  sola  z\ 
a  r^  +  o"»  jYrfy  =CV'zdz + h. 

15.  g  =  {^  +  p.r)«,«  =  ^-^. 

17.  pr+pr+--.+p?=?u)» 

1 8.  pr»p?« . .. p?*»  =  a;fixj« ...  ^n»* , 

z=:aiXi  •"^  +««»,  "^  -^...+  a^2?n  *"'»    +*. 
?nj*ì  mJH mj» 


dove        aj*»a?«...ajf«=: 


(Al  -f  ^ir^  (A*  4-  m,)™« . . .  (An  +  ^Wn)**'» 


19.  Determinare  la  superficie  per  la  quale  l'area  di  una 
sua  porzione  stia  all'area  della  proiezione  della  medesima  sul 
piano  delle  x,y  come  m  sta  alla  unità. 

Equaz.  a  derivate  parziali  della  superficie p*-f  5*  +  !  =m', 

z 
int.  completo  i  piani  z=zax-h  —  4-^,  non  vi  è  in- 

l/m* — a*  — 1 

tegrale  singolare. 

20.  Superficie  per  le  quali  la  parte  di  normale  compresa 
tra  il  punto  sulla  superficie  e  il  punto  d'incontro  col  piano 
w,y  sia  una  data  costante  h. 

Equaz.  a  der.  parz.  jS^l-f  p*  +  5')  =  A';  integrale  completo 
(a:4-ay  +  &)*=(l -f  a*)(A* — z*)^  che  rappresenta  dei  cilindri  di 
rotazione  i  cui  assi  hanno  perequazioni  zz=0,  x+ay-^b=:0. 


1 
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L'integrale  singolare  è  dato  dai  due  piani  j8r=rd:A,  Se  nell'in* 

tegrale  generale  si  pone  b  =  <p(a)  =  a^a  +  bi  si  ottengono  le  sfere 

21.  Superficie  le  cui  normali  siano  tangenti  alla  sfera  di 
raggio  r  col  centro  nell'origine  delle  coordinate. 

Bquaz.  a  der.  parz.  (px  +  qy)^-¥'{r*—a^ — y')(p*+g*)=0; 
int.  compi. 


5f-f  *  =  a{|/a?*  +  y«.r«-rarctgl^*-^ — ^Idtrarctg— j. 
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TI.  Elementi  lei  Calcolo  Ielle  Tnooì. 


Yarlasloiil.  — * 
Yariaslone  prima  di  an  integrrale  semplioe* 

203.  Sia  yz=:f{x)  funzione  di  x\  supponiamo  che  la  y  di- 
venga yi  in  seguito  ad  un  cambiamento  nella  forma  del  legame 
che  lega  y  alla  variabile  indipendente  x,  e  questo  cambia- 
mento supponiamo  riduca  la  forma  della  funzione  a  /*(a;)+e>7, 
dove  >7  =  >.(x)  indica  una  funzione  qualunque  di  x,  ed  e  una 
quantità  infinitesima  indipendente  da  x\  cosichè  sia  ^i  = /*(^)+£>7. 
La  differenza  y^ — y=ziYi  si  chiama  la  i)ariazione  della  fun- 
zione y,  e  la  si  indica  col  simbolo  dyz=.iYi\  e  rappresenta  la 
piccolezza^  >7  l'arbitrarietà  della  variazione  3y. 

Supporremo  ora  e  nel  seguito  che  la  ^(x)  e  la  funzione  ar- 
bitrarla X(a;)  ammettano  le  derivate  di  quegli  ordini  che  oc- 
correrà considerare. 

Dalla  data  definizione  risulta  subito  che  ddy  ==  òdy.  Invero 
abbiamo 

da  cui 

dyi      dy  _  ^  dn  _^dy_ 
dx       dx       ^  dx         dx' 

dr)        dcY)       dhf       .        dSy      ^dy   a        -  ^-       jì^j 
ma  g-r-  =  —r—  =-3—,  quindi  -;—  z=zd-^  da,  cui  doy  =  ody, 
dx     •   dx        dx    ^  dx         dx  ^         ^' 

giacché  3  j-  =  --7-^.  In  conseguenza  abbiamo  altresì 
òd^y=Ldddy=dddyz=id^dy  ,  d(Py=zd^ày,... 
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Sia  ora 

una  funzione  della  variabile  indipendente  x,  e  delle  fanzioni 
di  essa  y,z,...  e  delle  loro  derivate  rapporto  ad  x.  Ammet- 
tiamo resistènza  delle  derivate  di  9  rapporto  ai  suoi  argomenti 
sino  a  quegli  ordini  che  occorrerà  considerare. 

Attribuiamo  bl  y  ,z...  le  variazioni  dy,dz,...  cioè  cambiamo 
y,5,  in  y+sri,  jsr-f^Ci.-.  dove  >?, C ...  sono  funzioni  arbitrarie 
di  X,  colla  condizione  che  ammettano  le  derivate  che  dovranno 
considerarsi.  Allora  y\z\.,.  si  cambieranno  in  y'-^-erj't  ;s'+e^V.. 
e  la  f  in 

che  sviluppata  colla  formoln  del  Taylor  diventa 

e» 

9-fsfi  +  R    od  anche    9  +  591+ nj^- 9t-h Ri,  .•. 

dove 


nelle  quali  formolo  con  dy*,dy\.  intendiamo  (d//)*,  (c)y')*,... 

Le  quantità  e(fiys\,...  si  chiamano  le  variazioni  prima, 
seconda  etc.  della  9  e  si  indicano  coi  simboli  dtf ,  (}*9,... 
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In  particolare  se  9=y  o  9  =  ;?,  0  9  =  ^',,..,  otteniamo, 
conformemente  alla  definizione  posta  in  principio,  (^y=e>7, 
3z  =  ei;,...  òyz=iiri\  cJ;2;'=i £$'.,..    ed   inoltre   d'y^zO,  (Jy  =  0,... 

a»^=o,  dV=0,... 

204.  La  variazione  (prima)  il  di  un  integrale 

I  =/y(a? ,  y ,  y' ,...  y  <'*» ,  j?  ,  ;?',...  z^"»^ ,...)  rfaj, 

cioè  il  termine  che  contiene  la  prima  potenza  di  £  nello   svi- 
luppo di 

=/(f  -f  S9i  +  R)  rfj?  —j(fdtc  +  ef(f^dx  +/Rrfa?, 


51  =:  ef(fidx  =/5f  c?a?. 

Qui  si  è  supposto  che  i  limiti  ^o^^i  dell'integrale  siano 
rimasti  inalterati.  Supponiamo  invece  che,  mentre  y ,  z...  su- 
biscono le  variazioni  3y  ^dz,,„,  x^.x^si  aumentino  di  quantità 
che  indicheremo,  per  uniformità  di  notazione,  con  dxo=ezQ, 
3xi  =  èii.  Allora   di  sarà  il  coefiSciente  di  e  nello   sviluppo  di 

J9(x^s)da;,  avendo  posto 

*(x  ,^)  =  f{x,y  +  eYi,y'-h  e>j',...). 

Poniamo  ir  =  <  +  £r  =  ^+«J/,dove  t  è  una  funzione  qualun- 
que di  t,  ma  tale  che  per  ^  =  a7o  diventi  uguale  a  so  0  per 
^=071  diventi  ^1,  come  ad  esempio 


Tn—X 


X.—X, 


essendo  Tj  funzione  qualunque  di  i.  Allora  quando  x  assume 

48 


il  valore  fl?o-*-«?o»'  assume  il  valore  ar^,  e  per  «=Xi+e|j  si 
ha  ^  =  0?!,  ed  il  precedente  integrale  diventa 


«1 


=  ^*(^6)d/4-   C(^(t,e)edT  +  ez^'^^^   -h   termini 

che  contengono  potenze  dì  e  superiori  alla  prima.  L'ultimo  inte- 
grale è 

efd[T^t .  e)]  =  e[':,^x, ,  e)  -  c,,<Ì>{Xo ,  0] 

e  perciò  il  suo  termine  in  e  è 

indicando  yi,<fo  ciò  che  diventa  9  per  x=zxi  e  per  a7=a?o. 
Il  termine   in  e  nello  sviluppo  di  J^(t  ,€)dt=zjiì>[Xfe)dx 

è  fdcfdx,  quindi  in  ultimo 


«1 


(JI  =z  9i<Ja?i  —  Q?o^a'o+ fd(f  rfx, 


Posto 


V  — ^    V  — Jl     7  —  h.    7  —Jl^ 


e  quindi 

51  =  9,(Jx,  -  ^,òx,  -^jYdy  dx  -hjY.dy'dx  4-...+/Y^cJy<«^  dx  -\-JZòz  +... 


ao 


Osservando  che  V*>  =  d0.  =  ^.  a^<'"  =  ag=^V 

ed  applicando  la  forinola  di  integrazione  per  parti  al   n.  21 
otteniamo 

J  da;  d»* 


cosichè,  posto 


K— Y— -^4-^^—      4.f— lì" 


K«=Y,- 


dx       dx* 


dx       dx* 


...+(-ir 


1  "         '■n 

da?»-'' 
dS^^ 


tf     V         dY„ 


**■»— 1  —  l^n> 

H=Z-fi  +  ^-.. .  +  (-!)' 


d'^Z^ 

m— 17 


"^^-^+ +<-»-■  ^. 
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H,=Z.-§+. 


abbiamo 

«0 

avendo  indicato  con  r^.V^  ciò  che  diventa  F  quando  si  faccia 
x=:xi  e  xzi^Xq,  ed  in  conseguenza  y=J/i^  y=yo>  yi'=yi» 
y'=j/o,..  <Jy=^yo.  ^y  =  ^yi  etc.  dove  yi,yi'..  indicano  i  va- 
lori di  y,y\..  per  r=aCi,  etc.  ^ 


Problemi  di  massimo  e  di  minimo  relativi  al  ealcolo  delle 

variazioni. 

205.  II  problema  che  si  propone  di  risolvere  il  calcolo  delle 
variazioni  é  il  seguente: 

Determinare  la  forma  delle  funzioni  y, ;?,..,  tutte  arbitra- 
rie 0  sottoposte  a  certe  leggi,  che  compariscono  in  una  fun- 
zione di  forma  fissa  '},  che  quasi  sempre  è  un  integrale  defi< 
nito  I  con  limiti  fissi  o  variabili,  in  modo  che  il  valore  cor- 
risponde (//|  di  ^  sia  massimo  o  minimo;  tale  cioè  che,  indicate 
con  yi,Zi,.yi\zi\..  le  forme  cosi  determinate  di  y, ;?,..,  ove  si 
cambi,  compatibilmente  colle  condizioni  del  problema,  yi^Zi..,. 
in  yi+ ciì, ;?!+£?,...,  esista  un  numero  positivo  a  tale  che,  per 
|c|<a  e  qualunque  siano  le  funzioni  finite  e  che  ammettono 
derivate  >?,?,..,  risulti  sempre  'li  —  '|<0,  oppure  ^i  — '|>0, 
senza  che  si  abbia  sempre  il  caso  dell'uguagliane. 

Osservando  che  la  J/,  che  comparisce  nelle  precedenti  di- 
suguaglianze, è  ^i4-^^i-f -o-  <5*^i+ dovrà  l'espressione 


m 

^'h  '^  ~9*  ^'^r+  —  mantenersi  sempre  dello  stesso  segno.  Ora, 

poiché  si  può  prendere  6  così  piccolo,  che  il  segno  di  quella 
espressione  dipenda  da  i\x  ^  poiché  cambiando  e  in  —  e,<}^i 
si  cambia  in  -^|i.  si  riconosce  che  la  variazione  (}^|  dovrà  an- 
nullarsi qualunque  sia  il  sistema  di  variazioni  £>7,£(,...  che  si 
attribuisce,  compatibilmente  colle  condizioni  del  problema,  a 
y, ;;,...  e  pei  valori  di  \i\  minori  di  un  certo  numero  positivo. 

L'annullarsi  della  variazione  prima  (^l,  è  condizione  neces- 
saria al  massimo  o  al  minimo,  ma  non  condizione  sufficiente. 
Per  riconoscere  se  effettivamente  a  quelle  forme  delle  funzioni 
y,z,...  corrisponda  per  '\  un  massimo  o  un  minimo, o  né  mas- 
simo né  minimo,  occorrerebbe  esaminare  le  variazioni  succes« 
sive  di  ^^  il  che  noi  non  faremo,  avendo  qui  lo  scopo  di  svi- 
luppare i  soli  elementi  del  calcolo  delle  variazioni,  e  perché 
nei  problemi  che  ordinariamente  vengono  trattati,  la  natura 
stessa  del  problema  indica  spesso  se  si  abbia  propriamente  un 
massimo  o  un  minimo. 

206.  Venendo  al  caso  più  interessante  in  cui  la  ^  non  sia 
altro  che  l'integrale  definito 

le  funzioni  y,^,...  che  Io  rendono  massimo  o  mìnimo  dovranno 
essere  tali  che  risulti 

qualunque  siano  le  variazioni  àvo.dxi^dj/ ,dz,...  che  si  attri- 
buiscono a  ^0  1^1)9 >^>-M  compatibili  colle  speciali  condizioni 
del  problema. 

Supponendo  che  queste  variazioni  possano  essere  completa- 
mente arbitrarie,  potremo  assumere 

dove  S  è  una  funzione  qualunque  di  x,  sottoposta  alla  condi* 


zione  di  annullarsi  unitamente  alle  sue  derivate  Miccessive  che 
occorre  considerare  per  x=zcCo  e  per  a:=a?p  Allora  si  annul- 
lano per  ^=a?o  e  per  x=:a>i  le  variazioni 

cosichè,  pel  sistema  di  variazioni  ora  scelto,  è  FiZ^O,  ro=0 
e  di  si  riduce  a 


5I  =  e^5Ì(K«+H«4-...)cfx, 


che  deve  risultare  zero,  e  perciò  occorre  che  sia  K  =  0,  H  =0,... 
In  conseguenza  la  equazione  dl=0  si  scinde  nella  equazione 

r.-r,=o. 

che  chiamasi  equazione  ai  limiti,  e  nelle  equazioni 

K  =  0,    H  =  0,... 

le  quali  sono  equazioni  differenziali  simultanee  in  y,^,...  che 
servono  a  determinare  queste  funzioni. 

207.  Sviluppiamo  il  caso  in  cui  la  9  contenga  una  sola  fun- 
zione y  e  le  sue  derivate,  cosichè  sia 

I  =/?(a?  ,y,y\  y\, . . .  y^^^)  dx. 

Allora  abbiamo  una  sola  equazione  differenziale 

dx      dw*  ^       ^    dx**  ' 

di  ordine  2n,  che  serve  a  determinare  y;  e  la  quantità  F  si 
riduce  a 

r  =  9(Jx  -f  Kody  +  Ki  V  + . . .  +  K^iày^'^-'K 
Sia 

f{x,y,c,,c^,..Cin)=0, 
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0,  più  semplicemente, 

l'integrale  della  equazione  K=0,  dove  le  e  indicano  le  co- 
stanti arbitrarie. 

Potranno  presentarsi  i  casi  seguenti: 

1.  Sono  fissi  i  limiti  Xq  e  Wi  dell'integrale  e  sono  fissi  ed 
assegnati  i  valori  t/o i ìfó •  •  •  Vo'^^^ ;  !/i . y /♦  •  •  W*^^^  di  y , y\ . . y^'*-*^ 
per  x  =  Wo  e  per  xzizcoi.  Allora,  essendo  dcCo=zO,  (Jxi  =  0, 
dyo  =  0,  (JyjZzO,...  è,  senz'altro,  Fi  — Fo^O.  Ma  dovremo 
avere 

Po  =  H^o  •  Ci ,  Ce . .  C,«),  yi  =  ^(^1 ,  Ci ,  Ce . .  C,^, 

yo  =  f  (^0 .  Ci ,  c, . .  c  J,  y/  =  'y(a?| ,  Ci ,  c« . .  Cj^), 

(1)/  yo"  =  'r(a?o.Ci,c,..Cj^).        yr  =  '/(Xi,Ci,c,,..C8j, 

\  W«-'^  =  '|<«-»>(:ro,c,,Ce.c,J.  y/'*-^^  =  '|^'*-*»(a;i,Ci...O, 

dove  gli  apici  indicano  derivazione  rispetto  alla  X;  queste 
2n  equazioni  permetteranno  di  determinare  le  2n  costanti,  co- 
siche  la  funzione  y  che  risolve  il  problema  è  unica  e  deter- 
minata. 

Se  per  j?  =  /ro,a?=iCi  fossero  assegnati  ancora  i  valori  di 
y(M)^y(n+i)^  ^^  il  problema  non  sarebbe,  generalmente,  risolu- 
bile, come  subito  si  riconosce, 

2.  Non  sono  assegnati  i  limiti  x^.Xi  dell'integrale  e  nes- 
suna delle  quantità  //,y\..  ai  limiti  stessi,  cosichà  il  problema 
è:  determinare  i  limiti  dell'integrale  e  i  valori  di  t/  e  delle 
derivate  ai  limiti  stessi  e  la  funzione  y  in  modo  che  il  valore 
dell'integrale  risulti  massimo  oppure  minimo.  Allora,  non  do- 
vendo passare  alcuna  relazione  tra  cJxo,  Jy© »  ^W»  •  •  •  »  <^^i  »  ^^i  •  •  > 
la  equazione  ai  limiti  Fi  —  Fo  =  0  si  scinde  nelle2n  +  2  equa- 
zioni 

?o=0,  K1!=0,  KJ=0,..  KU=0 ;  9i=0,  K4=0,  K}=0,..KVì=0, 
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avendo  indicato  con  KJ.,KV  ciò  che  diventa  K^  per  xz=zx^  e 
per  xzizXi.  Sostituendo  nelle  precedenti  equazioni  in  luogo  di 
yo>y'o»...yi»y'i»-  i  loro  valori  espressi  per  Xo,x^ ^Ci.c^r-Cin  che  si 
ricavano  da  y  =  l^ix ,  c^ ,  C| ,...  e, J  abbiamo  2n  +  2  equazioni  tra  le 
2n  +  2  quantità  Ci ,  e, , . . .  c^^ ,  o^o  «  a?i ,  che  servono  a  determinarle. 

3.  Siano  assegnati  alcuni  dei  2n  +  2  valori  ai  limiti  di 
fl?  f  y  »  y'i— y^**""-  Se  è  assegnato  il  valore  y©  di  y,  mentre  che 
non  sia  fisso  il  valore  x^,  indicando  con  ày^  l'aumento  che  su- 
bisce j/o»  dovrà  essere  Ayo=0;  ora  questo  aumento  proviene 
dalla  variazione  che  subisce  la  forma  di  y  cioè  da  dt/^y  e  dal 
fatto  che  0*0  viene  aumentato  di  c^i^oi  cosichè,  tenendo  conto 
delle  sole  prime  potenze  di  s,  è  Ay^  =  «Jyo -^  y'0^^0»  e  quindi 
dovremo  avere  <Jyo  =  "^y'o^^o-  Se  fosse  assegnato  ^0»  allora  sa- 
rebbe Ayo  =  (Jyo  =  0»  Se  fosse  assegnato  il  valore  y'©  di  y  es- 
sendo Ay'^jHzJy'o+yV^o  sarebbe  cJyo^=— yV-^'o^  ®  così  via  dicen- 
do sey^'*^è  assegnato  in  un  limite  dovremo  avere  cjy''^  =  -y^'"*"*^  dx 
in  quel  limite. 

Sostituendo  questi  valori  di  dy^''^  nella  equazione  l^  —  T^,  =  0, 
si  vedrà  facilmente  che,  se  i  delle  quantità  jc,y...y^'*~*^  ai  li- 
miti sono  assegnate,  la  equazione  T\  — ro  =  0  ^^  riduce  ad  una 
relazione  tra  le  2n+2  —  t  variazioni  ai  limiti  delle  2n +  2 — t 
quantità  non  assegnate,  ed  essa  si  scinde  quindi  in  2n+2  —  t 
equazioni,  che  unitamente  alle  2n  equazioni  (1)  danno  4n+2-t 
equazioni  per  determinare  le  2n  4-2 —f  quantità  ai  limiti  non 
assegnate  e  le  2n  costanti  Ci,Ci...Cin' 

4.  Tra  i  valori  di  a?,y,y',...y^'*"*^  ai  limiti  debbano  passare 
r  relazioni  MiZzrO,  M^r^O,...  Mr=0. 

Allora  dovremo  avere 

dìii^        dìAi^        3M<^  ,  DM,     ,   ,^  ,,     DM<,       DM,  ^ 

_*,,,,._^A,,^_Ay',^...-,^-^ 

(2  =  1, 2...r),  dove  ^y^i^  =  dy['^  +  ylf+^^^^o,  ^vT  =  ^y?^  +  v'i^'^àx,. 
Queste  r  relazioni  tra  àxf^ ,  òy^ ,  dy\ ...  dx^ ,  5y, ,...  ne  determinano 
r  mediante  le  rimanenti  2n+2  —  r,  che  rimangono  completa- 
mente arbitrarie,  e  la  equazione  Fi  — T^^zziO  'si  scinde  allora 
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in  2n  +  2  —  r  equazioni,  che  unitamente  alle  r  equazioni  M|  =  0 
ed   alle   (  1  )  serviranno   a   determinare   le   4n  +  2   quantità 

Ci ,  e, ,...  Cfn ,  iPo  »  ^1  yo .  y'o  V..  yi**"*^ ,  yi ,  y'i-yl''""'^ 

Relativamente  alla  equazione  differenziale  K  =  0  faremo  le 
osservazioni  seguenti: 

1.°  Se  9  è  della  forma  '/'(a?,y'.y"...f/'*0+yM^)  (se  ']'i(x)=0 
la  9  non  contiene  y),  allora  è  Y  =  '||(x),  e  si  ha  un  integrale 
primo 

della  K=0,  e  poi,  non  comparendo  y  esplicitamente  in  esso, 
il  suo  ordine  potrà  ancora  abbassarsi  di  una  unità;  cosichè 
Tintegrazione  della  K  =  0  si  riduce  a  quella  d'una  equazione 
differenziale  d'ordine  2n  —2. 

2.*  Supponiamo  che  la  9  non  contenga  a?,  cioè  si  abbia 
fCy^y'^'—y^**^)-  Allora  abbiamo 

d9 = Ydi/  +  Y,dy'  +  Y,dy''  +...  +  Y«d^<'»>, 
e  da  queste,  come  si  può  facilmente  vedere, 

da  cui  si  ricava  un  integrale  primo 

che  è  una  equazione  differenziale  di  ordine  2n  —  1  non  con- 
tenente esplicitamente  a^  e  della  quale  perciò  si  abbassa  Tor- 
dine  ancora  di  una  unità. 
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3.^  Se  nella  9  non  compariscono  or,  né  y,  la  integrazione 
della  Kr=0  si  riduce  a  quella  d'una  equazione  di  ordine 
2n  —  3,  giacché  allora  è 

rf?  =  Y,dy'  4-  Y,df  +...+  Y^dy^'*», 

e  la  K=0  ci  dà 


dx     rfo?' 


dx„ 


moltiplicando  quest'  ultima  equazione  per  dy  e  sottraendo  dalla 
penultima,  otteniamo 

df+c,dy=d(y"Y,)+d  {rf'Y^.y"^)  +  rf(j,-Y,-y"'  '^  +  y"'  ^)  +  ... 

che,  integrata,  dà  una  equazione  differenziale  d'ordine  2n  ~2, 
che  si  abbassa  all'ordine  2n  —  3,  perchè  non  contiene  esplici- 
tamente X. 

208.  Considerazioni  analoghe  alle  precedenti  potrebbero 
farsi  quando  la  9  contenesse  più  funzioni  y,2r,...  Senza  svilup- 
parle in  generale,  saranno  trattate  in  alcuni  degli  esempi  che 
seguono  e  che  si  riferiscono  a  tutta  la  teoria  ora  svolta. 


Esempi 

1)  Si  voglia  determinare  la  funzione  y  di  a?,  che  per  x-x^ 
prende  il  valore  yo»  P©r  x=^Xi  il  valore  y^  e  che  rende  un 
massimo  0  un  minimo  l'integrale 

I  =jQ.dx  =J{l2xy  +  y'*  -f  yy)dx. 

Qui  è  Y=12a?4-y',  Y,  =  2y'-fy,  Tequazione  K  =  0  é 
\9x  —  2y"z=iQ,  il  cui  integrale  è  yziix'-f  CjX +c,.  Per  deter- 
minare le  costanti  Ci,Cs  abbiamo  le  equazioni 

yo=a?j4-  Cia:o+  0, ,  y^  =  a?J-f  c^Xi  4-  e, , 


i 


che  danno 


0) 


.yo— yi  +  a^i— a?o 


OCo  —  OD, 


c.= 


_  ^oyi  —  a?iyo  -f  a?oa;i(a:;  —  x») 


cosichè  la  funzione  cercata  è  la 
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Xq — Xi  Xq  —  Xx 

Qui  si  riconosce  facilmente  se  si  abbia  un  massimo  oppure 
un  minimo.  Poniamo  y  +  it/,  y'  +  cìy'in  luogo  di  f/,y'  nel  no- 
stro integrale;  esso  diviene  allora 

fiìZxy + y'*  +  yy)da)  '\-jC\2xdy  +  2y 'cJy'  +  y  cJy  '  +  ydy)dx 


^J[(àyy-\-àyày')\dx. 


Il  secondo  integrale  è   zero,  come  anche  si   riconosce   effet- 
tuando il  calcolo   tenendo  presente  che  le  variazioni  ai   limiti 

sono  nulle.  Il  terzo  integrale,  che  è   la  variazione  seconda,  è 
«1  «1    «1 

J(<Jy')y.T+  I— ^  j  =/(<Jy')*rfa;  che  è  sempre  positivo  se  aro<r,. 

La  nostra  funzione  rende  quindi  minimo  l'integrale  I. 

Il  problema  proposto  sia  ora:  Determinare  la  funzione  y  e 
i  limiti  2^0)^1  dell'integrale  in  modo  che  l'integrale  I  assuma 
un  valore  massimo  o  minimo.  Si  trova  la  stessa  funzione  y, 
ma  per  determinare  c^  ,c,,a?o,Ti.  osservando  che  ora  è  Ko=2y'4-y, 
si  hanno  le  quattro  equazioni  che  si  ottengono  dalle 
9=12xy  +  y'*-l-yy=0,  Ko=2^'4-y=0  per  x:=zx^  e  per  x=a?|, 
ossia  dalle  equivalenti 


(2) 


2y'  +  (/=0  ,  (24«  +  y'),v'=0. 
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Dalla  prima  delle  (2)  ricaviamo 

(3)  6xJ+2c,  +  a5j-fCiaro-f  Ce=0,  6xJ  +  2Ci  +  a?ì  +  c,a;i-f  c,=:0, 
dalle  quali 

ÌCi  =  —  (a?o  +  a?,)«— 6(xo  +  x^)  -h  cc^Xx, 
c,= 2(Xo  +  a>x?  -f  12(ro  +  a^i)  +  aPoXi(a?o-+-  a?i)  +  4a?^>Xi. 

Dalla  seconda  delle  (2)  ricaviamo  24xo+y'o=0,  24a?i-f  y'i  =  0 
ossia 

(5)  21a?o-^3a;J  +  c,=:0,    24a:i -f  3zJ  +  C|  =  0, 

dalle  quali  (a?o — fl?i)[24-f  3(^o  +  ^i)]  =  0«  Non  tenendo  conto 
della  soluzione  a?o  — fl?i  =  Oi  perchè  i  limiti  dell'integrale  riu- 
scirebbero uguali,  rimane  ^0  +  ^1  =  -8,  cosichè  Ci=-16-8a:o-'o. 
che  sostituito  nella  prima  delle  (3)  la  riduce  a  arJ+Sj?©  —  8=0, 
da  cui  d7o=--4it2Ì/6,  e  quindi  a:,  =  —  4:;: 21/6.  I  valori  di 
e,, e,  diventano  allora  Ci  =  —  24, e,  =  64. 

Dalla  seconda  delle  (2)  ricaviamo  ancora  yo=O»y'i=0, 
cioè  3j-J-f  C|  =  0,  3a?J  +  C|  =  0  e  quindi  (a?o— ^i){^o  +  ^j)  =  0, 
a-o-f  a?i  =  0,  C|  = — a?J,  e  l'equazione  3x0+01  =  0  dà  Xo=0,  e 
quindi  ancora  x^ziiQ  e  i  limiti  dell'integrale  sono  uguali. 

Dalla  seconda  delle  (2)  ricaviamo  ancora  y'o=0,  24a:,-hy',=0 
(oppure  y'i  =  0,  24iro  +  y'o=0),  cioè  3:pJ  +  Ci=^0,  24a?,-f  3xf4-Ci=0, 
ossia 

(6)  2aJ-a;J-a?oa?i-6xo-6xi  =  0,2arì-xS-fl?oa?i-6aro  + 18x1=0, 
che,  sommate,  danno 

(Xi — Xo)(Xi— iro-^12)=:0    e  quindi    Xi  =  ro— 12; 

sostituendo  questo  valore  di  Xi  nella  prima  delle  (6),  ottenia- 
mo 24^0  — 6.12  =zO,  da  cui  a-o  =  3,  e  quindi  Xiiz:  —  9. 

La  combinazione  y'i  =  0,  24Xo  +  ;/o=0  darebbe  Xq= — 9, 
ir,=3.  I  valori  di  e,, e,  diventano  allora  e»  =  —27,  Ct  =  54. 

Riassumendo,  i  valori  di  x^^Xx^  e  la  funzione  y  che  pos- 


sono  risolvere  il  problema  sono 

a?o  =— 4ii:2l/6,  a?i  =— 4:;:2|/6,  y  =  a;8— 24a^-f  64; 
a?^  =  3,  a?i  =  — 9  oppure  a?o  =— 9»^i  =  3  e  y  =  a;*— 27a?  +  54. 

Per  completare  la  ricerca  occorrerebbe  esaminare  la  varia- 
zione seconda  dell'integrale  I. 

Il  problema  proposto  sia  ancora  :  Determinare  la  funzione  y 
che  rende  massimo  o  minimo  l'integrale  I,  essendo  fissi  i  li- 
miti 070,^1  dell'integrale. 

Si  avrebbe  ancora  la  funzione  ynzir^  +  criar  +  Cj,  ma,  poiché 
dx^zzzt,  dx^-zzO,  la  equazione  I^—  ro=0  darebbe  le  due  equa- 
zioni 2y'o-^yo  =  Oi'2/i-hyi  =  0,  cioè  le  (3)  dalle  quali  si  rica- 
vano i  valori  (4)  di  Ci,Ct,  e  la  funzione  y  precedente  dove 
Ci,Cs,  hanno  i   valori  (4)  sarebbe  la  funzione  cercata. 

In  modo  analogo  si  procede  negli  altri  problemi  che  si  pre* 
sentano  in  questo  esempio.  Così  se  sono  dati  y^,  y^  ma  non  i 
limiti  dell'integrale,  le  costanti  Ci^Ci  vengono  date  dalle  (1); 
la  equazione  ri-ro=0  diviene  allora  -(?o-yoKo)^J?o+(?x-i/'i  Ki)5a?i=0 
che  si  scinde  nelle  due  90 — y'oKS  =  0,  <pi  —  y'iKi  =  0,  cioè  nelle 
12xoyo  — (3^o-f*^i)'  =  0.  12jrjyj  — (3x* +  <?,)•= 0,  e  queste  equa- 
zioni, sostituito  per  Cj  il  valore  dato  dalle  (1),  determinano  To  ,  x^. 

Se  fossero  dati  ar^,  yo,  ma  non  ar, , yi ,  la  equazione  T^  —  rj,=  0 
darebbe  91  =  0,  Kiz=0,  che  unitamente  alle  yo=^  +  <?i^o  +  Ct, 
y,  =  xj  +  Ci^i  +  c„  determinerebbero  cc^^yu c^ ,0,.  Analogamente 
se  fossero  dati  Xo,y, ,  oppure  a?i,yo« 

2)  Linea  più  breve  tra  due  punti  di  coordinate  {Xq  ,yo , Zo)^ 
(^ityi«^i).  Si  tratta  di  determinare  le  funzioni  y,;2:  di  x  che 

«1  

rendono  minimo  l'integrale  l=fl/  l  -j- y^-\-z*dx. 

u' 
Abbiamo  Y  =  0,  Z  =  0,  Y,  =  -=L=^,  Z,=:. 


cosichè  le  equazioni  differenziali  K  =  0,  H=0  danno 

y'                             z'    ■ 
.  =rz=G,  ,  —, =  C.,  dalle  quali   w'  =  c, , 
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^=c,  e  quindi  y=Cia?  +  C3,  Z—c^  k.c^\  la  linea    più  brere 
è  perciò  la  retta  che  unisce  i  due  punti. 
Nel  nostro  caso  è 

|/  i  ~r  y    +  z 

Sei  punti  (aro,yo,-?o)  »  (^i,yi,;2^i)  sono  fissi  la  equazione 
^»~^o  =  0  è  soddisfatta  da  se,  e  le  costanti  Ci,c,,(?8,C4  ven- 
gono determinate  esprimendo  che  la  retta  passa  per  quei  dae 
punti. 

Sia  dato  il  punto  {x^,y^,%^  e  il  punto  {x,,y^,z^  debba 
trovarsi  ^sulla  superficie  f{x,y,z)=Q.  Allora  per  determinare 
le  quantità  ^i ,  e, ,  Cj ,  C4 ,  a-j ,  yi ,  z^  abbiamo  le  equazioni 

L  Vo^c^Xo-hCs  ,  Zo  =  Cia;o+c;, 

i  Vi  =  C,X^  +  Cs   ,   Z^=  C|Xi  +  C3, 

la  /'(^i.yii^i)  =  0  e  le  due  equazioni  che  provengono  da  r|-rp=0, 
ossia,  poiché  àx,  =  0,  5yo  =  0.  cJ^o  =  0,  da 

(1  H-  cj  +  c|)  cJr,  +  CicJyi  -f  C,^z,  =  0 

tenendo  conto  dalla  relazione /'(a:,, yi,;2;,)  =  0,  dalla  quale  si  ha 

(8)     (^  ^c.f+  e.  ii)  a.,  ^.|£  »,. + f  fc, = 0. 

\Dj?,         Oyi        ^dZi/  dj/^    ^'      OjJj 

Senza  calcolare  efi'ettivamente  queste  quantità,  limitiamoci 
ad  osservare  che.  eliminando  una  delle  variazioni  dxi,dy^,izi 
tra  la  (7)  e  la  (8),  ed  uguagliando  a  zero  i  coeflScienti  delle 
due  variazioni  rimanenti,  otteniamo 

st/i  ozt  a/-       a/"       df 


# 


I 
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6  quindi 


A  = 


IL 


K        ÌL 


da  cui  A  =  -:^,  cosi   che  c,=  ^,  e,  =  ^\  e  le  equazioni 


della  retta,  che  unisce  il  punto  Xo,2/oi^o  ^  punto  ^c^^y^.z^  sulla 
superficie,  y — yi  =  Ci(x— »,),  >?  —  jjj  =  ^2(0?  —  x^  diventano 


a/  D/  0/- 


OXi 


«^j^l 


cioè  quelle  della  normale  alla  superficie  stessa  nel  punto 
iJ*i,yi.^i.  La  linea  più  breve  è  quindi  la  retta  che  passa  per 
Xo.yoi^o  ed  è  normale  alla  superficie. 

Se  il  punto  (a?i,yi,j2:i)  deve  essere  sulla  superficie /(a:,  y,;2;)=0 
e  il  punto  {cCo.Po.Zo)  sulla  superficie  F(.r,j/,;j)  =  0,  per  deter- 
minare le  quantità  e, ,  e, ,  C3 ,  C4 ,  ìTo  ,  j/o  »  ^0 .  ^1 1  .Vi .  ^i  «i  avrebbero 
le  quattro  equazioni  (7),  le  due /'(x,,yi,;2ri)  =  0,  F(ro,yo»^o)  =  0 
e  le  quattro  che  si  ricavano  da  V^ — Fq^O,  tenendo  conto  delle 
due  ultime  equazioni.  Si  otterrebbe  allora,  in  modo  completa- 

K      ^ 
mente  analogo  a  quello  del  caso  precedente,  Ci  =^  =  -^ 


3F 


?Xo 


il       _ 

d  Zi         dZo 

Cf=z—^=^'r^t  dalle  quali  si  deduce  che  la  linea  più  breve  tra 

d  Xi         OXq 

le  due  superficie  è  normale  alle  due  superficie  stesse. 

Se  il  punto  {xo.yo.Zo)  è  dato  e  il   punto  (a?i,yi,;fi)  deve 
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trovarsi  sulla  curva  f(x,y,z)  =  0,  F(«,y,jj)  =  0,  abbiamo  per 
determinare  le  quantità  Ci ,  e, ,  Cj ,  C4 ,  a?! ,  yj ,  Zi  le  equazioni 
/T^i.yii^i)  =  0,  F(a:i,yi,4?i)  =  0,  le(7)e  quella  che  si  ricava  da 


(1  +  cj  +  ci)  3xi  +  Ciiyy^  +  c^dzx = 0 


osservando  che 


/ìf       aF  .     3F  \  .      OF  »      aF  . 


cioè  la  equazione 

1   +     cj  +      cj 

e,      e. 

=z 

1 

e, 

e. 

?/•         if         ùf 

OX,          a.V,          dZi 

3/    a/- 

3y,     OZi 

a/" 

ay. 

ìf      dP       OF 

dF      9F 

9F 

3^1 

«F 

3y. 

JF 

3z. 

=  0 


Questa  equazione  mostra  che  coesistono  le  tre  equazioni 
dXi  +  Cidpt  +  CfjiZi  ■=.  0, 
V  j        a/"  ,        3/"  .     -  - 

OF   ,        3F  ^        3F    .         - 

a5;'*^'+37;^^'-'a-i;'^"'=^' 

cioè  che  i  valori  di  dXxydy^.dzi^c^^  soddisfanno  alle  due  ul- 
time dello  tre  precedenti  equazioni,  soddisfanno  anche  alla  pri« 
ma,  la  quale  esprime  che  la  retta 


X  —  a?,= 


y—  .Vi  Z  —  Zy^ 


Ci  e, 

è  sul  piano  normale 

(jr  -  a;,)  dw^  +  (y  -  yO  rfy,  -h  {z  —  ^,)d^i  =  0 


•   4    -'t  i'^v  "*T^ 
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alla  nostra  curva  nel  punto  {Xi,yi,Zi).  In  conseguenza  la  linea 
più  breve  tra  il  punto  (a?o,yo.^o)  e  la  curva  data  è  la  normale 
alla  curva  passante  pel  punto. 

lu  modo  analogo  si  proverebbe  che  la  linea  più  breve  tra 
due  linee  ed  una  superficie  è  la  loro  normale  comune. 

3)  Linee  geodetiche^  —  Si  vogliano  trovare  lo  funzioni  y,z 
che  rendono  massimo  o  minimo  l'integrale 

I  =/?(x ,  y ,  y, . .  y^""^  ,z,z\,.  ;?««»)  dx, 

quando  tra  y  ^  z  debba  passare  una  relazione  della  forma 
^(x,y,2)  =  0.  Allora  tra  le  variazioni  ày^òz,  che  comparisco- 
no sotto  il  segno  integrale  nella  variazione 

dl  =  T,  —  Fo  4-/(K5y  +  Edz)  dx, 

deve  passare  la  relazione 


.M 


cosichè,  essendo  allora 

(ji=r,-ro+ 


iz 


per  determinare  y ,z  abbiamo  la  equazione  differenziale 


K  — ^H  =  0,  e  la  1=0. 
Jz 


D'i> 


Se  fosse  —-  =  0,  cioè  se  la  relazione  <^:=0  non  contenesse 

^z 

43 


m 

^♦^(^•y)=0,  allora,  dovendosi  avere  —  ^y=0,  sarebbe  5y  =0, 

e  51  si  ridurrebbe  a  T, — VQ-^JEdzdx,  e  si  avrebbero  per  de- 

terminare  i/,z  Ih  equazione  differenziale  H=0  e  la  equazione 
finita  '|(a;,y)  =  0. 

Applichiamo  queste  considerazioni  per  determinare  la  linea 
geodetica  sopra  una  superficie  ^.r  ,  y  ^  z)  =  0,  cioè  la  linea 
più  breve  tracciata  sulla  superficie  stessa  tra  due  suoi  punti 

L'integrale  che  dobbiamo  rendere  minimo  è 
1  = 


=  C[/l  +  y''  +  z''da. 


-0 

colla  condizione  ^(x,y,^)=0. 
Qui  abbiamo 

K= ^ — r  [^(yvwyvy'],  H= ^ — ^ [yVì/'-yV'KI, 

{Uy^'-hz'*)'^  {Uy'*^z'')^ 

cosichè  la  equazione  differenziale  delle  geodetiche  sulla  super* 
ficie  (f  =  0  è  la 

(9)    ^[2^(yY^zy)-y'^-\-^^[y'(yY-zy)  +  z'']=0 

colla  condizione  ^^(x,y,;2)zrO. 

Indicando   con   s   l'arco    di  geodetica,  è  K  =  —  -r—  ~- , 

d    dz  d'h  9i 

Hzn  — ^  —,  e  l'equazione  Ky — H  ~-zrO,   da   cui   si  è 

ricavata  la  (9),  diviene 

dy  iz 
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Osserviamo  inoltre  che 

(U)  ^''*4.ÌÌ^4.!Ì^_0 

^    '  3w    ds'^  dy   ds      dz  ds  ~  ' 

e  che  l'equazione  (gj  +  (^y  +  (^)' =  1  dà 

cosichè  moltiplicando  la  (11)  per  ^(  j^)i  la  (12)  per  -^  e  sot- 
traendo l'una  dallaltra,  col   tenere   conto  della  (10),  abbiamo 

rf(|)    d{%) 

—  ;  quindi  per  le  lìnee  geodetiche  vale  la  re- 


^    - 

lazione 

<Ì)=<|)_<|) 

fi^p  a^  34^   ' 

dOD  dy  dZ 

la  quale  esprime  che  la  normale  principale  in  ogni  punto  della 
geodetica  coincide  colla  normale  alla  superfìcie,  ossia  che  il 
piano  osculatore  in  ogni  punto  di  una  geodetica  di  una  super- 
ficie è  normale  alla  superficie  stessa. 

Se  la  superficie  data  è  una  superficie  cilindrica  Kj;,y)  =  0 
0  più  semplicemente  v-=:^x),  la  equazione  difi'erenziale  delle 
geodetiche  si  riduce  ad  H  =  0,  cioè  a  i/(yz"  —  z'y")-}- z"  =^0, 
ossia,  sostituendo  a  y\  y"  le  espresbioni  y  (u?)  zzi '|' , '|"(jc)  r=  1", 
alla 

5(1  +  f*)  =  z fi' ,     ossia     -^  =  ;^^,,,  , 
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9f 

che,  integrata,  dà  i'  =  C,|/f+l^ e  quindi  z-C^  fl/f+^dx+C,, 

a 

dove  a,Ci,C,  indicano  costanti.  Esprimendo  che   la   geodetica 
deve  passare  pel  punto  (a?ojyo»^o)  sulla  superficie,  abbiamo 

z,  —  C,  fl/lTf'dit  +  C,  e  quindi  z—z^=C,j\/ìT^'dx;  e 

poiché  la  curva  passa  ancora  pel  punto  {x^.y^^z^)  è 

2,  — ^^==C,  ff/i+'^'^da?,  per  cui  le  equazioni   della   richiesta 

geodetica  sono  le 

y  =  .|(a-)  ,   [z  -  ;yo)  Jl/rW* rfoj  =  (z,  -Zo)Jl/l  +  ^'* dx. 

Indicando  con   y  l'angolo   che  la  tangente  in    un    punto 
(x,y,z)  della  geodetica  fa  coU'asse  delle  z,  è 

dz  {z,-Zo)\/U^'*dui  1 

cos7  =  -  — ^ — 


{/Ì/H'|''dx)« 


cioò  cos'/  è  una  costante.  La  geodetica  taglia  sotto  un  angolo 
costante  le  generatrici  del  cilindro.  Hlssa  è  quindi  un  elica,  e 
quando  il  cilindro  si  sviluppa  sopra  un  pian^^,  la  geodetica  si 
dispone  lungo  una  linea  che  taglia  sotto  angolo  costante  un 
si.^'tema  di  rette  parallele,  cioè  lungo  una  retta. 

4)  Il  problema  di  determinare  una  funzione  //  che  renda 
massima  o  minima  una  funzione  ^{^ ,yty\y'"-)  ^  generalmente 
insolvibile,  perchè  la  funzione  y  dovrebbe  soddisfare  contem- 


m 

poraiieamente  alle  equazioni  — ^rrO,  r—r  =0,  — ^,:r:0,..  .che  si 

3.y        ^y        ^y 

ottengono  dal  doversi  annullare, qualunqao  siano  le  '-'y  ,iy' ,òy". , 

•  A  -^ 

la  variazione  cJ->  =  — (Jy  4- — ^  cJv' -I- --V, oV'-f...    Però,   ìq   casi 

speciali,  0  per  l'aggiunta   di   speciali   condizioni,   il    problema 
potrà  essere  solubile. 

Cosi  ad  es.  :  si  voglia  la  funzione  y  che  rende  massima  o 
minima  la  funzione 

9  =  [j^  4-(m  -  cc)y]  [y  V  [n—x)y]. 

Il  problema  non  é  solubile  perchè  y  dovrebbe  soddisfare 
alle  due  equazioni  differenziali 

-1-= 2y  4-  (w -I-  m - 2x)y-Q,  r4-  =  (^  -f  w -2ì;) y  r  (m- d?)(n -  x)y^K). 

Ma  se  mz=:n,  le  due  equazioni  precedenti  hanno  il  fattoro 
comune  y4-(w  —  x)y\  e  si  ha  perciò,  per  determinare  y,  l'u- 
nica equazione  differenziale  y  +  im  —  rr)y'  =  0,  il  cui  integrale 
y  =  C(m  —  X)  può  rendere  massima  o  minima  la  funzione 
[y4-(m  —  x)y'Y*  Kssa  assume  effettivamente  il  valore  minimo 
zero. 

Si  voglia  risolvere  ancora  il  problema:  Determinare  la  curva 
yz=zy[x)  che,  in  ogni  suo  punto,  ha  la  sottonormale  massima 
o  minima  rispetto  alle  curve  che  si  ottengono  da  essa  facendo 
variare  y{x)  in  guisa,  che  il  prodotto  della  ordinata  per  la  in 
tercetta  dalla  normale  sull'asse  delle  x  a  partire  dall'origine 
non  subisca  alcuna  variazione. 

La  intercetta  dalla  normale,  in  un  punto  {x,y)  d'una  cur- 
va, sull'asse  delie  x  è  x^yy\  cosichè  dobbiamo  determinare 
la  funzione  y  di  x  che  rende  massima  o  minima  la  funzionta 
yy  colla  condiziono  che  la  espressione  y'x-Vyy)  rimanga  in- 
variata quando  y,y  subiscono  le  variazioni  oy,dy\  perciò  h' 
equazioni  del  problema  sono 

(l'i)     r^y  +  tJ'^y  =  0  ,  (x  +  yy') òy  4-  y(yùy  +  yòy')  =  0, 


I 
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ed  avremo  quindi,  per  determinare  y,  la  equazione  ^ -4- yy' =  0, 
da  cui  fl?* -f.  5^*  =  e*,  essendo  e  una  costante.  La  curva  richiesta 
è  un  circolo  col  centro  nell'origine  delle  coordinate. 

Per  distinguere  se  si  ha  un  massimo  o  un  minimo  di  yy\ 
osserviamo  ehe 

(y  +  3y)  [y  +  dy')  =  yy'  -f  dy  5y' 

e  che  la  seconda  delle  (13)  ci  dà  (Jy  =- -r^  ^y  =  -T  ^!/^  ^^^^' 

che,  essendo  dydy'=xi-'^\  ,  avremo  un  minimo  se  a; >0,  un 

massimo  se  :c<0. 

Notiamo  che,  per  la  natura  del  problema,  la  variazione  óy 
non  è  arbitraria  completamente;  essa  è  determinata  da  una 
delle  (13). 


X 


La  prima  di  esse,  posto  dy^iY},  ci  dà[/c*-xVH — ==r>;  =  0, 

I/c*  -  X* 
/% 

da  cui  /j=         '     -,  essendo  c^  una  costante.  Quindi  tra  tutte 


£C, 


le  curve  y  =  |/c'  —  a;*+  '      .  ossia  tra  le  curve 


Cg 


y  =|/c*  —  a:*  4-         '       ,  o  tra  le  curve  y\c^  - x*)=  (e*  -  x« -f  e,)*, 
I/c*  —  X* 

il  circolo  x*-4-y*izic' è  quella  che  ha  la  sottonormale  massima 

0  minima  nei  punti  corrispondenti  alle  medesime  ascisse. 

5)  Si  vogliano  le  funzioni  y  ,z  di  x  che  rendono   massima 

0  minima  la  funzione 

<f=^a^'hy^'^z^--2zx  —  2x^y. 

Deve  essere 

d^  =  2{y  —  x^)dy-j-2(z  -  x)  Sz  =  0, 

da  cui  y  —  .^^=0,  z  —  x  =-A)\  le  funzioni  richieste  sono  y  =  x\ 
z=zx,  che  rendono  minima  la  9,  perchè 

x'-^{y  +  Syy  +  (>J  4-  dzY  —  2{z-^dz)x  —  2x\y  +  òy)  == 
^«  .f.  ^«  4.  ^«  _  2zx  -  2a?V  +  (^y)'  +  (<J^)'- 


J 
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Problemi  di  massimi  e  minimi 
relativi  nel  calcolo  delle  variasioni. 

209.  Sotto  questa  deaomiaazione  si  sogliono  designare  i 
problemi  della  natura  seguente: 

Tra  le  funzioni  y,z,...  per  le  quali  l'integrale 

Il  =  r?i(^  »  y ,  y'.-^ .  ^'v'ò  dx 

mantiene  un  valore  costante  A,  determinare  quelle  che  rendono 
massimo  o  minimo  Tintegrale 

I  =  f^{x , y , y',..., z,z\ ;?"...)  dx. 

«0 

Per  risolverlo,  osserviamo  che  le  funzioni  y, .?,.••  cercate 
dovranno  essere  tali  che  risulti 

dl=r,-l\^f{Kdy^Edz+..,)dx=0, 

e  inoltre,  poiché  I,  =  A,  anche  tali  che  sia 

dì,^e,—e,  -^fii.dy + U,dz  -h ,...)  dx = 0, 

dove  0,Ki,Hi...   sono  espressioni  formate   colla  9,  come  le 
r,K,H, ...  lo  sono  colla  9. 

Qui  non  possiamo  ragionare  più  come  al  n.  206,  perché  le 
variazioni  òy,òz,..  non  sono  completamente  arbitrarie,  male- 
gate  da  una  certa  relazione,  per  trovare  la  quale  poniamo 

(1)  f{K,dy^E,^h -{'„.)  dx  =  'i^{x) 

eco 

dove  d^{x)  é  una  qualunque  funzione  continua  di  x^  sottoposta 
alla  sola  condizione  di  annullarsi   per  x=zxo  e   di  diventare 


uguale  a  00—  ^i  P^^  x=.a)i,  conformemente  a  quanto  è  richie- 
sto dalla  equazione  òì^^=0.  La  ^(oo)  è  perciò  una  funzione 
completamente  arbitraria  nell'intervallo  (^o.'^i)*  esclusi  gli  e- 
stremi,  dove  deve  prendere  i  valori  precedenti. 

Dalla  (I)  ricaviamo,  colla  derivazione  rispetto  ad  x, 

My-4-H,a^+...=f(a7) 

e  questa  è  la  relazione  che  deve  passare  tra  le  variazioni 
dy,dz,,..  In  virtù  di  questa  relazione  la  equazione  ^1=0 
diviene 

(2)    r,  -  Po  +  n^  f  (a?)  +  (h  -  ^  U.)  az  + . . .]  dx^O. 


Ma 


«1 

per  cui  la  (2)  diventa 

y  K  \ 

•V 

\  I 

la  quale,  poiché  ora  '|(fl7),  cJ^,-  sono  completamente  arbitrarie 


'■■-'■•-(1)  («■  -"'i^ /[-  ed)"-)*  ("  -x  H.)'»-]*  -» 


tra  a?o  e  a?!,  si  scinde  nelle 


r._r.-(|)(e,_e.)=o.  ^(|)=o.  h-|h,=o,.., 

la  seconda  delle  quali  dà  -t7-  =  —  e,  e  essendo  una  costante, 
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e  le  altre  diventano  quindi 

le  quali,  unitamente  alla  K -j.  cK»  =  0,  sono,  come  subito  si  ri- 
conosce, le  equazioni  pel  massimo  o  minimo  dell'integrale 

Il  problema  di  massimo  o  minimo  relativo  che  volevamo 
risolvere  è  ridotto  perciò  al  problema  di  massimo  o  minimo 
assoluto  del  precedente  integrale.  Nella  soluzione  che  si  ot- 
terrà comparirà  una  costante  di  più,  c;  ma  questa  si  determi- 
nerà in  modo,  che  l'integrale  I,  acquisti  il  valore  dato  A. 


Esempi 

1)  Problema  degli  isoperimetri.  Tra  tutte  le  curve  dello 
stesso  perimetro  /,  aventi  un  estremo  nelT  origine  delle  coor- 
dinate e  Taltro  estremo  sull'asse  delle  r,  determinare  quella 
che  coll'asse  delle  x  racchiude  un  area  massima. 

Il  problema  di  massimi  e  minimi  relativi  che  dobbiamo  ri- 
solvere è  il  seguente:  Determinare  la  quantità  a  >  0,  e  quella 
funzione  y  di  x,  che  per   a?  =  0  è  zero   ed   è   pure   zero    per 

a 

x  =  a,  in  modo  che  l'integrale  fydx  riesca  massimo,  dovendo 


allo  stesso  tempo  essere   f\/  \ -^  y^  dx=^L  Ed  il  problema  cor- 

ó 

rispondente  di  massimo  assoluto  è  :  Determinare  a  e  y,  dovendo 
essere  y==0  per  .i?  =  0  e  per  x  =  a,  in  modo  che  l'integrale 


j[y-c]/\-^y')dx 


riesca  massimo. 

-  e// 


Qui  abbiamo  Yr=l,  Yi= -;=:=^=r,  quindi  l'equazione  K=0 
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è  1 -f  1 zz:0,  da  cui  x  —  e,  =  --7=L=  dalla   quale 

dx   |/l-^.y'«  |/lTp 

t  e e  ) 

y' = -7========:,  che,  integrata,  dà 

|/c*-(a?-Ci)* 


che  rappresenta  un  circolo  di  raggio  e,  col  centro  nel  punto 

(C|,C,). 

Per  determinare  le  costanti  osserviamo  che  per  a?=0  e 
per  jjzza  dobbiamo  avere  y  =  0,  cosichè 


(3)  —  c,=  l/c«  — d  ,  — C2  =  l/c«— (a— e?,)», 

dalle  quali  si  trae  c?i=-:j-.  La  equazione  Fj  — ro  =  0,   poiché 

per  XT=:0  è  (Ja:zz:0,  cJy  =  0,  e  per  x^za  è  pure  3i/=iO^  si  ri- 
duce a  ciò  che  diventa  per  x=za  l'equazione 

^— ^—  et/'  e 

y  —  cyì^y- —  0,  cioè   a  — 0,  e  poiché  e 

1/1+7'  1/1 +ya" 

non  può  prendersi  uguale  a  zero,  dovrà  essere  y'^  infinito;  ma 

ya'=.  — - — ,  cosichè  dovrà  essera  a  =  2c,  quindi  6'i=c 

e  la  prima  delle  (3)  dà  c,=0;  il  nostro  circolo  è  perciò 


y  -=.  [/2cx  —  X*, 

e  Tarea  che  risulta  massima  è  il  semicircolo  al  di  sopra  del- 
l'asse delle  X. 

Rimane  da  determinare  e,  che  si  determina  mediante  V  in- 

tc     

tegrale  Jl/1 -f  y^rfajzi:/  che  dà,  come  si  può  vedere  senza  ri- 
correre al  calcolo  dell'integrale  stesso,  c=:-^^. 

Senza  provare  che  si  ha  effettivamente  sempre  un  massimo 
ci  limiteremo  a  provarlo   supponendo   di   lasciare    invariato  il 


683 


limite  Zc  dell'integrale.  Invero,  essendo 

*c  te 

0  0 


:-i-:^ 


te 

c   r   cJv'ì* 

'la  variazione  seconda  dell'  integrale,  —  ^  |  3  dx,  è  ne- 

gativa. 

Questo  problema  risolve  immediatamente  quello  di  deter- 
minare tra  le  curve  isoperimetre  quella  che  racchiude  un  area 
massima.  Si  riconosce  subito  che  questa  curva  è  un  circolo. 

2)  Tra  i  solidi  di  rotazione  che  hanno  la  stessa  superficie 
trovare  quello  di  volume  massimo. 

Essendo  y=zy{x)  l'equazione  della  curva  che  ruotando  in- 
torno all'asse  delle  x  genera  la  superficie,  le  espressioni  della 

superficie  e  del  volume  sono  2?:  fyj/l -f  y*rfa7,  nfy^dx;  il  pro- 
tro *  eco 

blema  che  ci  proponiamo  risolvere  è  :  determinare  la  funzione 
y  e  i  limiti  ajo^^i   dell'integrale  in   modo  che  Jy*dx   riesca 

Co 

massimo,  dovendo  essere  ff/[/ì  -f  y*  =  2a',  avendo  indicato  con 

«Q 

4j:a'  l'area  della  superficie.  Dovremo  perciò  rendere  massimo 
l'integrale 

J^dx  =  /5*  -f  cy[/ÌTV')  d^' 


non 


Qui  è  Y  =  2y-hcl/l+y',  Y^zn   /-^^        e   poiché  9 
contiene  x  abbiamo  un  integrale  primo  f  =  yYi-}-c\  della  K=0 
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(Vedi  D.  207),  ossia 

(4)  y'^cy\/\W=r0^  +  ^1. 

|/l-fy* 

Poiché  x^,Xy,y^yy\  non  sono  dati,  T equazione  F,  —  FoZzO 
si  scinde  nelle  equazioni  CjZzO,  Ki=:0,  -jo^^O,  K5=:0,  ed  è  quin- 
di ancora 

ossia,  in  virtù  della  (4),  Ci=:0,  che  riduce  la  equazione  (4)  alla 


,«-f  c,kTT?--^.  da  cui  y'=  ^V<^'-y'  . 

ebiDj  integrata,  dà 

61? —e, =±: I/c*  —  y*  ossia  {x  —  e,)* -l-y'^rc', 

la  quale  rappresenta  un  circolo  di  raggio  e  col  centro  sul- 
TassQ  delle  x. 

Le  equazioni  KJ=0,  KJz=:0  danno  ,Vo  =  0,  ;yi  =  0,  e  per 
tleterminare  x^,x^  abbiamo  le  equazioni  iro  =  c,^c,a7jz:zc, qic, 
nelle  quali  non  dovremo  prendere  gli  stessi  segni  per  non 
avere  x^^=.x^.  Non  abbiamo  nessuna  equazione  per  determi- 
nare e,  che  rimane  arbitraria.  Ciò  si  spiega  col  fatto  che  tro- 
vato un  arco  di  curva  che  risolva  il  problema  e  passante  pei 
punti  r.ro,0),  (J7i,0),  qualunque  altro  arco,  ottenuto  dal  primo 
fucenilolo  scorrere  sul  piano  {x,\j)  in  modo  che  i  suoi  punii 
percorrano  delle  rette  parallele  all'asse  delle  x,  vi  soddisfa 
pure.  Potremo  perciò,  per  semplicità,  fare  c^^rrO,  ed  allora, 
poiché  supponiamo  a\<^x^y  avremo  i^?o=— e,  x^=^c. 

La  curva  che  risolve  il  problema  è  quindi  un  circolo  di 
raggio  e  col  centro  nell'origine  delle  coordinate  e  i  punti  iro,a?i 
SODO  L  suoi  punti  d'incontro  coli' asse  delle  a?. 
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Per  determinare  e  abbiamo  l'equazione 

fy\/T^^ dx  =  /i/c^IT^^       ^      dx  =  2c«  =  2a\  da  cui  c=a, 
-e  -'-e  |/c*-a? 

Tra  le  superfìcie  di  rotazione,  di  area  uguale,  quella  che 
racchiude  il  massimo  volume  è  perciò  la  sfera. 


Variazione  di  un  Intesrrale  multiplo  col  campo  di  Intesrra- 
zlone  fisso  e  con  valori  dati  delle  funzioni  sul  contorno 
del  campo  stesso,  e  quando  sotto  11  segrno  integrrale  com- 
pariscono le  sole  derivate  prime.  —  Belativi  problemi 
di  massimo  e  minimo. 

210.  Cominciamo  coir  integrale 

^  =//?(^ ,  y  1  ^  »  P  ,  q)dxdy, 
esteso  ad  un  certo  campo,  essendo  p  =  — .   g=— .  Avremo 

à\  =  ff(Zdz  -f  Pdp  +  Qdq)  dxdy 
avendo  posto 

Oz  '  ap  dq  ' 


ma,  poiché 


dx  dx 


ffPòqdwd!/=fdyfP  ì^dx^Jdy^P^z  -J^  dzdx'^  , 

ovvero,  osservando  che  nell'integrale  JPdzdf/  il  oz  si  riferisce 
al  contorno  del  campo  di  integrazione  ed  è  perciò  nullo, 

j    \  Pdpdxdy  =  —  r  i^dzdxdy. 


"^PPPipipipvim 


p« 


Analogamente  avremo 

'rfQ 


cosichè 


r  Cq-ìq dxdu=~  C  r^  3z dx dy, 

avendo   indicato  con  -7- .    — -  le  derivate  totali  di  P,Q  rap- 
erà?      rfy  "^ 

porto  ad  iz?  e  ad  y. 

Sia  ora 

dove  Pr=^5 — ,  esteso  ad  un  certo  campo;   posto  Zzi:  --^  , 

4)9 
P^  =  r-^,  si  trova,  in  modo  completamente  analogo, 

dP       dP 
dove  le  -j-^  ,  -7-^,.,.  indicano  le  derivate  totali  di  P.,?,... 

rapporto  ad  x^,x^^,.. 

Una  formola  analoga  si  trova  facilmente  se  la  funzione  9 
contiene,  oltre  alla;?,  altre  funzioni  w,t;,..  delle  ari,r,,..rr^  e 
le  loro  derivate  prime. 

Proposto  il  problema  di  determinare  la  funzione  z  che 
rende  massimo  0  minimo  l'integrale  I,  dovrà,  qualunque  sia 
dZy  essere  nulla  la  variazione  prima  cJI  e  perciò,  procedendo 
in  modo  analogo  a  quello  tenuto  al  n.  206,  si  troverà  che  la 
funzione  z  dovrà  soddisfare  alla  equazione  a  derivate  parziali 

ddo       dy 
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nel  caso  dell*  integrale  doppio,  o  alla  equazione 

dr,        dar,       '"      doOr, 

nel  caso  dell'integrale  multiplo;  e  queste  equazioni  servono 
alla  determinazione  della  funzione  z,  che  potrà  poi  venire  com- 
pletata dalle  coudizioni  imposte  a  z  sul  contorno  del  campo  di 
integrazione  e  da  altre  condizioni. 


Esempi. 

1).  Supeì'ficie  d'area  minima.  Si  tratta  di  determinare, 
tra  tutte  le  superficie  passanti  per  una  data  linea^  quella  di 
area  minima,  cioè  di  determinare  la  funzione  z  che  rende  un 
minimo  l'integrale 


I=//|/l+p*-h9«  dxdy 

esteso  al  campo  limitato  dalla  proiezione  della   linea  data  sul 
piano  delle   x ,y  colla   condizione  che  z  prenda  sul   contorno 
del  campo  tali  valori,  che  la  superficie  passi  per  la  linea  data. 
La  equazione  a  derivate  parziali  della  z  è  qui 

^  ^  d  q  ^ 


dx    [/i4.pe  +  ^«        dfj     \/\^pt  +  q% 

cioè,  sviluppando  le  derivazioni   e  facendo  astrazione  dal   fat- 
tore positivo  3- , 

(l4-p*-f9')T 

r(l  4  q^)  —  2pqS'i- 1(\  -fp«j  =  0 


dove 


dx  '  dy  '  ùy         Ox 

Senza  passare  alla  sua  integrazione  ci  limiteremo  a  notare 


■'l'r^r^HK^ii  iwnoj/  \y  Ki  I  u  .iPMii><qqp||pp||pp 
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che  essa  esprime  la  proprietà  che  le  superficie  d' area  miaima 
hanno  in  ogni,  loro  punto  i  raggi  principali  di  curvatura  uguali 
e  di  segno  contrario.  (Vedi  voi.  I,  n.  212). 

2)  Determinare  la  superficie  che,  passando  per  una  data 
curva 

rende  massimo  o  minimo  l'integrale  J J[/p^ ^q^dxdy  estoso 
ad  un  campo  sul  piano  x ,y ,  limitato  da  un  curva,  che  è  la 
proiezione  su  esso  della  curva 

fx[(ó,y,z)  =  Q.  Fi(j-,y,;j)=ù, 

per  la  quale  pure  supponiamo  debba  passare  la  superficie  ri- 
chiesta. 

Qui  é  Z  — 0,  P  =  — r=^ ,    Q  = -7=1=  e  perciò  la  e- 

quazione  a  derivate  parziali  che  serve  a  determinare  z  è  la 
(1)  rq'  —  2pqs^tp^  =  Q. 

Questa  equazione  si  integra  facilmente  coi  metodi  conosciuti 
per  integrare  alcune  equazioni  a  derivate  parziali  di  secondo 
ordine.  Noi  la  integreremo  con  un  metodo  indiretto  e  per  ten- 
tativi. 

Osserviamo  che  se  z  =':^[x  ,y)  fosse  un  suo  integrale,  egua- 
gliando z  ad  una  costante    cr,  la   equazione   czzzQ^{x,y)   defini- 

(Pìf 
rebbe  y  come  una  funzione  di  x   tale  che  -y-^  sarebbe  zero, 

perchè  il  piimo  membro  della  (l)è,  fatta  estrazione  dal  segno, 

il  numeratore  della  espressione  di  -t~-  (Vedi  voi.  I,  n.    117); 

CJLX 

cioè  darebbe  y=:  —  e,  or— Ci,  dove  c^^c^  sono  costanti  ;  perciò 
zzzi'^y  -f  c,x-i-Cj)  o  semplicemente  z  =  '^{y  -YCxX)  dove  '|  indica 
una  funzione  arbitraria  è  integ»'ale  della  (l),  e  quindi  anche 
^ -f  C|.rr=  j(2),   dove  9  è  funzione  arbitraria.  Ciò  ci   induce   a 
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provare  se  sostituendo  in  luogo  di  C|  una  funzione  arbitraria 
della  z  sia  ancora  y\'X[{z)z=:(\{z)  integrale  della  (I).  È  ciò 
che  effetti vamen te  ha  luogo,  come  si  può  verificare  derivando 
la  equazione  precedente  due  volte  rispetto  ad  07,  rispetto  ad 
y,  rispetto  ad  a?  e  ad  y  ;  otteniamo  cosi,  indicando  con  9',  9",  '|',... 
le  derivate  di  a>(2),  ^{z)  rispetto  a  z, 

(f-irf)s-fj)?(f-irf')-'fg  =  0, 

delle  quali,  eliminando  le  derivate  di  7  e  ^,  si  ottiene 


t 


pq       q 
g«      0 


=  —  Q(^Q^  —  2pgs  +  tq*)  =  0. 


La  superficie  che  risolve  il  problema  è  quindi  quella   di 
equazione 

nella  quale  le  funzioni  arbitrarie  vengano  determinate  dalle 
altre  condizioni  del  problema.  La  nostra  superficie  dovendo 
passare  per  la  curva  f{iC,ff,z):=:0,  F(a?,y,.«)  =  0,  dovremo 
avere 

r[x,^{z)—xi{z),z]  =  0,  F[x,a(;j)  -a;'K^),^]=0, 
dalle  quali,  eliminando  x,  otteniamo  un'equazione  delia  forma 

La  superficie  dovendo  anche  passare  per  la  curva  /I(x,y,2)=0, 
Fi(a?,y,$)=0,  otterremo,  in  modo  analogo,  una  equazione 


■JPP  «l/K 
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della  forma 


A.[;S.?W,  '}W]  =  0; 


le  due  equazioni  A  =  0,   A|  =  0  determinano  le  due   funzioni 

3)  Supposto  z  fissato  ai  limiti  del  campo  di  integrazione, 
trovare  la  funzione  ;;  che  rende  massimo  o  minimo  V  integrale 

La  equazione  a  derivate  parziali  per  determinare  z,  posto 

A-.  +  ^(.,A-.)+A(x.A-)+..+/-(x.A-.)=0, 

cioè 

(n+l)A«->-f  (w-l)A«-*[fl?i(a;jp„4a',p,,H-..  +  a?„p„0 
+  ^-«(a?,  Pi8  -f  a;,p«  -^-..-f  x„  p„,)  -f  ..-f  x„(a?i  p,n + ^t  Ptn^-  ..+ar„p^n)]  =  0, 

dove  p^s  =  3^-^^,  Prs=P«r;  posto   ^_^   =  —  «,  avremo 
ancora, 

—  a(^lPl  +  ^fPt  +..+  a?,,p,»— ;?)  +  2  Xr{X,p,r  +  a?tPtr  +..+  ^nPnr>^  0- 

Tenendo  presente  il  teorema  di  Eulero  sulle  funzioni  omo- 
genee, si  trova  facilmente  l' integrale  di  questa  equazione  sotto 
la  forma 

dove  9i  indica   una  funzione   omogenea  qualunque  di   primo, 
9a  una   funzione   omogenea  qualunque  di   grado   a  delle   Xi, 
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Esercizi. 

1.  La  funzione  y  di  a:  che  rende  massimo  o  minimo   Tin- 
«1 

,    dx,  essendo  fissi  i  limiti  dell' integrale  ed  as- 
segnati  i  valori  f/o,.Vi  di  y  per  ic=Xo,  y  =  a*,  è  la 


y = [Avi— yó)+^iyò--n.v? . 


iPi  — aco 


2.  Essendo  fissi  i  limiti  dell'integrale  J(x*-fy'  +  y'*-f2/)rfx 
e  non    assegnati   i   valori  di  y   nei   limiti  stessi,   la   funzione 


$'  =  ::=; 


Y  rende  minimo  l'integrale. 


o  -in 

3.  La  funzione  yz=z-r-oc^ ^a:-hl  rende  minimo  Tinte- 

1 
graie  fy'^dx,  colle  condizioni  yo  =  l»    1— = — !• 

0 

4.  La  funzione  che  per  xziz — a^  x=ia  h  zero,  e  che  rende 

a 

minimo  l'integrale  f[y'  —  2y)dx,  è  la 

—a* 

a;*        a»    .       5     , 
^      24         4  24 

5.  Essendo  invariabili  i  limiti  ^oi^i<  trovare  la  curva  che 
rende  massimo  o  minimo  T  int.  f (aa;  —  &y')dx. 

OD 

La  parabola  3Jy*i=aa;;  se  J>0,  si  ha  massimo  pel  ramo 
di  parabola  al  di  sopra,  minimo  per  quello  sotto  all'asse  delle 
x\  inversamente  se  J<0. 

6.  Essendo  invariabili  i  limiti  ^oi^i»  trovare  la  curva  che 

rende  massimo  0  minimo  rint./(l5a'rV-"15a'-ry+5aV-"3y')djr, 
a>0. 
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Le  parabole  p*  =  ax,  f/=à^  —  ax.  Per  la  prima  si  ha  mi- 

(i 
riirno  pel  ramo  superiore  e   poi  valori  di  x  da  0  ad  -:^.  mas- 

Ma' 

sirao  per  a>-^.  ed  inversamente  pel  ramo  inferiore;  per  la 
seconda  e  pel  ramo  superiore  si  ha  massimo  se  x<0  e  da 
071:3  0  a  0?=-^,  minimoda  x:=:—  a  a?=a,  ed  inversa- 
mente pel  ramo  inferiore. 

7.  Curva  per  la  quale  la  differenza  tra  l'area  del  circolo 
costruito  sul  raggio  vettore  come  diametro  e  il  rettangolo  delle 
coordinate  in  ogni  punto  è  minima  rispetto  alla  stessa  diffe- 
renza in  ogni  punto,  corrispondente  alla  stessa  ascissa,  di  qua- 
lunque altra  curva. 

La  retta    v  =  —  . 

8.  Curva  per  la  quale  è  minima  la  sottonormale,  le  varia- 
zioni di  y,j/'  essendo  tali  che  t/(x — ^j  non  subisca  varia- 
zione alcuna. 

La  parabola  cubica  y  =  C^^ 

9.  Sia  I  =  Iil8  dove  li=.J(fidx,  l^  =  j(f^dx;   per  determi- 

nare  la  funzione  y  che   rende  massimo  o  minimo  I   dovremo 

trovare  la  j/  perlaquale  li  fdf^doo  -^  l2fo:ftdx:=zO,  dove  I|,r, 

sono  i  valori  costanti  dei  due  integrali   quando  in  essi  si  so- 
stituisce la  funzione  cercata.  11  problema  è  ridotto  così  al  mas- 

«1  j 

Simo  0  minimo  dell'integrale  /(y, -f  Cf,)^ x,  dove  c  =  -p.    La 

*o  * 

e  verrà  poi  determinata  dalla  precedente  equazione. 

Cosi  si   voglia  la  curva  passante  pei  punti  ( — a,i),  (a,J) 

per  la  quale  è   minimo   il    prodotto   dell'area   per   l'arco.    Si 

trova   il   circolo   y  =  è  +  [/c*  —  a*  —  |/c*  — a-*,  dove   e   è  de- 


terminato dalla  equazione  2aè  +  a(/c'—  a'  =  3c*arc  sen  —  , 


In  particolare  se  J  =  -j-  si  ha  erra. 

10.  Si    provi   che  per   ottenere   il   massimo  o  minimo   di 
Jfdj:,  sotto  le  condizioni  /firfjc=/„   /aj,rfjr  =  /,,.«.  basta  cer- 

care  il   massimo  o   minimo  di    r(94  aifi4-at?«+ .  ..)dx,  dove 

^1,^2,...  sono  delle  costanti. 

Ad:  es:   si  cerchi    la  funzione  y  che  per  x=>  —  a  e  per 

o 

x^=.a  è  uguale  a  J  e  che  rende  minimo  Jy^dx,  colle   condi- 

—a 

11.  Superficie  «zrafaj.y)  che  rende  minimo  l'integrale 
ffp*didy  esteso  al  campo  limitato  dal  circolo  Ji:*  +  y*  =  r*, 
dovendo  essere  z=za  per  a;*  +  y*  =  r*,  e  dovendo  inoltre  la 
superficie  passare  pel  circolo  aj*+y*  =  R*,  z  =  b. 

Si  trova  .-"^-bì^  +  bìA^^^y^-ai/H^,' 


'^'-^TT 


.'  .l'Ufi 
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